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Kapitola 1

Uvod

Pojem diskrétni matematika neoznacuje jakousi taktni, ohleduplnou ¢i Setrnou matem-
atiku, ale matematiku nespojitou. Jiz od pradavna lidé pti zkouméni okolni reality
pouzivali dva zcela odlisné filozofické pristupy. Oba shodné pracovaly s predstavou,
ze Svét se skldda z néjakych zakladnich (dédle nedélitelnych) Castic, pficemz prvni
pristup tikal, ze v jakémkoliv okoli (sebemensim) libovolné zakladni ¢astice je vzdy
néjaka jinad zékladni ¢astice (spojitd nebo-li kontinudlni predstava Svéta) a druhy,
ze ke kazdé zakladni ¢astici umime najit takové okoli, Zze v ném zadna dalsi zakladni
¢éstice neni (nespojita predstava Svéta). Je tieba dodat, ze tyto dva pristupy si pri
zkouméni objektivni reality (pokud existuje) neodporuji, ale naopak se doplnuji.

Pohled spojity je v dnesni technické praxi uplatnovan pii tvorbé tzv. analogovych
pristroju, zatimco nespojity v pripadé digitalnich. Protoze zijeme v dobé bourlivé
se rozvijejici digitalizace, je prirozené, ze nespojita predstava Svéta nabyva vrchu.
jem digitalni pocitacové techniky, jenz probihd od poloviny 20. stoleti do dnesnich
dnti.

Uvédomme si, ze matematika pri zkoumani Svéta nahrazuje jednotlivé objekty
¢isly a k tomu si vytvorila rizné ¢iselné mnoziny. Zopakujme si je.

MnoZinu prirozengch ¢isel budeme znac¢it N a N = {1,2,3,...}. Na tomto misté
si ihned feknéme, ze v diskrétni matematice casto pridavame do mnoziny prirozenych
¢isel nulu, takovou mnozinu budeme znacit N.

Déle zndme mnozinu celych cisel Z, kde Z = {... — 3,—2,—-1,0,1,2,3,...},
mmnoZinu raciondlnich cisel Q, kde Q = {§ :p € Z,q € N} a mnoZinu redlnijch cisel
R, kde R = Q U, pricemz I je mnozina iracionalnich ¢isel, to jsou ta, ktera nelze
vyjadfit ¢islem raciondlnim (napf. v/2,v/3,7,e = 2,7812...).

Zminme jesté mnoZinu komplexnich ¢isel C, kde C = {a+bi : a,b € R,i* = —1}.

Jisté jste si vsimli, ze ¢iselné mnoziny N a Z vlastné charakterizuji Svét nespo-
jity a proto jsou témeér vSechna zkoumani v diskrétni matematice popsatelna pravé
témito Cisly. Zatimco naptiklad matematickd analyza (kontinudlni matematika) se
pri svych vyzkumech neobejde bez ¢isel realnych.
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1.1 Mnoziny, podmnoziny a operace s nimi

Jiz v ivodu jsme pouzivali pojem mnozina, aniz by byl, byt intuitivné, definovan.
Mnozinou rozumime néjaky souhrn vzajemné rozlisitelnych objektl, pricemz objek-
tam, které mnozina obsahuje, fikame proky mnoziny. Mnoziny obvykle oznacujeme
velkymi pismeny A, B, M, V, U, X,Y ... a prvky mnoziny malymi a, b, e, u,v,z,y....
Skutecnost, ze prvek x do mnoziny M nélezi, zapiSeme x € M, zatimco pokud prvek
x do mnoziny M nepatii, zapiseme x ¢ M. Prdazdnou mnoZinu (mnoZina bez prvki)
oznacime symbolem ().

Mnoziny zadavame:

e vyctem pruki nebo-li tazativné, napt. M = {5,7,9,11},

e charakteristickou vlastnosti napt. M = {x € N: 5 < x < 11, z je liché } nebo
M={2k+1:k=23,4,5}.
Zapis ¢teme M je mnoZina vSech prirozenych cisel x, pro kterd plati, Ze jsou
lichd a vétsi nebo rovna 5 a mensi nebo rovna 11 a druhy ¢teme M je mnoZina
vsech cisel 2k + 1, kde k projde vsechny celociselné hodnoty od 2 do 5.
Vidime, ze logickd spojka A ,a soucasné“ se pri zapisu mnoziny charak-
teristickou vlastnosti mtze zaménit ¢arkou. Znak : ¢teme vétsinou plati, Ze
a muzeme jej nahradit znakem |.

Poradi prvkia v mnoziné nehraje roli, plati tedy {5,7,9,11} = {7,11,9,5}.
V predchozi vété jsme pouzili rovnost dvou mmnozZin, je prirozené, ze dvé mnoziny
se rovnaji pravé tehdy, kdyz obsahuji tytéz prvky. Z vyse uvedeného také plyne, ze
kazdy prvek mnoziny se v mnoziné vyskytuje presné jednou (rozliSitelnost), proto
napiiklad souhrn prvka {b, a, d, ¢}, zatimco souhrn {b, a, d, a} bychom museli prepsat
napiiklad do tvaru {a, b, d}, aby se stal mnozinou.

Protoze v matematice obcas potrebujeme neusporadany souhrn prvka, kde se
nékteré prvky opakuji, zavedeme pojem multimnoZiny. Multimnozina je tudiz neuspora-
dany souhrn prvki, pricemz se prvky mohou opakovat, nerozliSitelnym prvkim
fikame kopie. Multimnoziny budeme v tomto textu znacit velkymi pismeny s hvézdickou
napr. X*. Mnoziny i multimnoziny mohou byt konecné i nekonecné, v diskrétni
matematice prevazné pracujeme s mnozinami konec¢nymi.

Obecnou kone¢nou neprazdnou mnozinu X zpravidla zapisujeme X = {x1, zs,
..., Tn}, kde n je libovolné prirozené ¢islo. V seznamu prvku tedy vypiSeme prvni
dva prvky, pak horizontalni trojtecku a prvek posledni. Dodejme, Ze uvedeny zapis
znamend pron = 1, ze X = {x1} apron =2, ze X = {z,x2}.

Obecnou nekonecnou neprazdnou mnozinu zapiseme X = {x1,xo,...,2y,...}
nebo X = {x,z,...}, pokud neni obecny n-ty prvek jednoduse vyjadritelny.

Pocet proki mnoZiny X zapisujeme | X |. V pfipadé nekone¢né mnoziny pouzivame
obvykle misto pojmu pocet prvki mnoZiny pojem mohutnost mnoZiny (znaceni zustava
stejné). Vidime, ze pro X = {x1,x9,...,2,} je | X| = n a |@] = 0. Pokud mdme obec-
nou konecnou multimnozinu X*, ktera obsahuje n; kopii prvku x;, ny kopii prvku
xo atd. az n, kopil prvku z,, pak | X*| =ny +ng+ -+ + n,.
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Mnozina X je podmnozinou mnoziny Y, jestlize pro kazdé x € X plati x € Y,
coz zapisujeme X C Y. Pokud X C Y a existuje prvek y € Y, ktery nepatii do
X, pak tikame, ze X je vlastni podmnoZinou Y a zapiseme X C Y. Snadno lze
vypozorovat, ze X =Y prave tehdy, kdyz X CY a VY C X. Pripomenme jesté, ze
pokud X C Y, pak tomuto vztahu rikame inkluze mnozin X,Y. Podobné lze také
definovat podmultimnozinu dané multimnoziny.

Jsou-li prvky dané mnoziny také mnoziny, pak hovorime radéji o systému mnozin
a ne o mnoZiné mnozin. Systém vsech podmnoZin mnoZiny X budeme znacit 2%
a budeme mu ifkat potencéni mnoZina mnoziny X. Pokud je X = (), pak 2% = {0}.
VEimnéte si, ze {0} # 0. Pro koneéné mnoziny X obecné plati, |2%| = 2/XI. Tento
vztah dokazeme v Kapitole 4.

Priklad 1.1. Méjme mnozinu M = {z € Z : 22% + 32® — 3z — 2 = 0}. Urcete
taxativné mnozinu 2.

Reseni. Mnozinu M mame zadanu charakteristickou vlastnosti, pokusime se ji vyjadiit
vyétem prvki. Musime tedy najit vSechna celoéiselna feseni rovnice 222 + 322 — 3z —
— 2 = 0. Protoze jde o rovnici tfetiho fddu, bude nutné jeden z kofenti odhadnout.
Neni tézké si uvédomit, ze jeden z nich je ¢islo 1. Proto ; = 1. Pak ovSem musi platit,
7e polynom 2z° + 322 — 3z — 2 jsme schopni zapsat ve tvaru (z — 1) - P(z). Resenim
rovnice 223 +32%—3r—2 = (z—1) P(x) = 0, jsou kromé jednicky také Fesen{ rovnice
P(z) =0, pricemz P(x) = (22® +32? — 3z —2)/(x — 1) = 22% + 5z + 2. Diskriminant
rovnice P(z) = 0je D = 5*—4-2-2 = 9, pak oviem x5 = 54+3 = %axg = # = —2.
Proto M = {—2, 1}, nebot nés zajimaji pouze celo¢iselnd feseni. Nyni je jiz jasné, ze
oM = {0, {-2},{1},{-2,1}}. Pozor, nesmime psat 2 = {0, —2,1,{—2,1}}, pro-
toze podmnozinou M je jednoprvkovd mmnoZina s prvkem —2 resp. 1, ne prvek —2
resp. 1! Snadno také ovéiime, ze [2M| = 4 = 22 = 2IM|,

A

P1i praci s mnozinami, je dobré zavést pojem universa ¢i univerzalni mnozZiny
U. Potom plati, Ze kazd4d mnozZina, kterd prichdzi v uvahu (s kterou pracujeme) je
podmnozinou U, pri¢emz mnozina U charakterizuje néjaky ptirozeny celek. Pojem
universa je tudiz relativni. V matematické analyze jim je ¢asto mnozina redlnych
c¢isel R, zatimco v diskrétni matematice to byva obvykle N, Ny nebo Z.

S mnozinami muzeme provadét rizné operace, coz znamena, ze jedné ¢i vice
mnozinam jednoznac¢né priradime néjakou dalsi mnozinu. Nejjednodussi operaci je
doplnék (komplement) mnoZiny v mnoziné U. Doplnék mnoZiny A zna¢ime A nebo
Ay avplati A={x € U: 2 ¢ A} (v A jsou viechny prvky universa, které nepatii
do mnoziny A). Doplnék mnoziny je znazornén na obrazku 1.1 tzv. Vennovym dia-
gramem.

Pi#iklad 1.2. Naleznéte doplitky Az a Ay mnoZiny A = {a: eN:1e (¢ D}

502
Reseni. Protoze = € (%, 1), musf platit ze + < 1 < 2. Tento zépis charakterizuje
dvé nerovnice, a to % < i a % <1 5. Protoze je x prlrozene tedy kladné, snadno
dostaneme vysledek = 2 a x £ 5. Vidime, ze A = {2,3,4,5}.
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Obr. 1.1 Doplnék nebo-li komplement mnoziny A (vysrafovand cdast)

Odtud Az = {...—2,-1,0,1,6,7,8,... }a Ay = {1,6,7,8, ... }. Takové nekonecné
mnoziny umime ovSem presnéji zapsat charakteristickou vlastnosti, proto zvolime
jiny zapis, napiiklad Az ={r € Z: 2 S 1vez 26taAy={reN:a=1Vz = 6}.

A

Jiz ze stfedni skoly zndme prinik AN B, sjednoceni AU B a rozdil A\ B mnozin
A, B. Vime, ze plati ANB = {z € U : x € AAz € B} (v ANB jsou vSechny spolecné
prvky mnozin A, B), AUB={x €U :2x€ AVz e B} (viz obr 1.2) (v AU B jsou
vSechny prvky z prvni nebo druhé mnoziny) a A\ B={r € A: 2 ¢ B} (vA\B
jsou vSechny prvky mmnoziny A, které nepatii do B)(viz obr 1.2).

U U

Obr. 1.2 Sjednoceni mnozin AU B a mnoZinovy rozdil A\ B (vySrafované casti)

Pro zajemce:

Nésledujici priklad je prvni ukazkou, jak vést v matematice obecny ditkaz. VSimnéte si,
ze probiha v jednotlivych krocich, pficemz spravnost kazdého kroku musi byt obhajena
néjakym jiz zndmym (tudiz uz dokdzanym) pravidlem. Matematickym dikazim se budeme
peclivé vénovat v Kapitole 4.

Piiklad 1.3. Dokazte, De Morganova pravidla ANB=AUBaAUB=ANB.

Reseni. Pokud X C Y asoucasné Y C X, pak X =Y. Této myslenky vyuzijeme v nésle-
dujicim dukazu. Necht z je libovolny prvek z mnoziny A N B. Potom plati, ze z € U
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ax ¢ AN B. Vyrok x ¢ AN B lze prepsat =(x € AN B), kde symbol — znamené negaci
vyroku (opak vyroku) v zévorce. Vime, ze pokud x € ANB, pak x € AAx € B. Dostavame
tudiz vyrok —(x € ANz € B). Z vyrokové logiky je zndmo, ze vyrok —(x € ANz € B) je
ekvivalentni s vyrokem —(x € A) V =(x € B), coz je vyrok = ¢ AV x ¢ B. Protoze x € U,
mtizeme piedesly vyrok piepsat x € AV x € B, z ¢ehoz plyne x € AU B. Dokazali jsme,
ze kazdy prvek mnoziny A N B je prvkem mnoziny AU B, proto AN B C AU B.

Nyni pfedpokladejme, ze z € AU B. Potom z € AV x € B a odtud —~(z € A)V
—(z € B). Predesly vyrok je ekvivavalentni s vyrokem —(x € A Az € B), coz lze prepsat
—(z € An B). Cili prvek = patif do U, ale nepatii do AN B, proto 2 € AN B. V tuto
chvili mdme prokézéno, Ze kazdy prvek z AU B je prvkem AN B. Tudiz AUB C AN B.

Overili jsme platnost obou mnozinovych inkluzi ANB C AUBa AUB C ANB,
proto musi platit AN B = AU B. Diikaz druhého De Morganova pravidla ponechdme jako

cvicend.
A
Prinik resp. sjednoceni vétsiho poc¢tu mnozin Aq, As, ..., A, budeme zapisovat
n n
A; resp. | ) A;. Tudiz
i=1 i=1

ﬂAi:AlmAgm...ﬂAn a UAi:AluAQU...UAn.

=1 i=1

Pokud chceme z n mnozin vybrat jen néjakych k, & < n, pak dolni indexy
vybranych mnozin obecné oznacime iy, s, ..., i, kde i1,d9,...,9 € {1,2,...,n}.
Prinik a sjednoceni téchto vybranych mnozin pak mizeme zapsat

jef{iio,..ir} Jje{ityia, ik}

Predeslé mnozinové operace pritazovaly jedné ¢i vice mnozindm mnozinu, jez
byla podmnozinou téhoz universa jako mnoziny ptivodni. Nésledujici operace tuto
vlastnost nemayji.

Kartézskyj soucin mnozin Ay, As, ..., A, budeme znacit A; X Ay X...x A, a plati

A1XAQX...XAn:{(al,ag,...7an)ZCLZ‘GAZ',Z.:]_,2,.‘.,’I’L}.

Kartézsky soucin mnozin Aq, As, ..., A, v tomto poradi je tedy mnozina vSech
usporadanych n-tic, kdy prvni prvek (také muzeme tici prvek na prvni pozici) je
z prvni mnoziny, druhy z druhé a tak dale, az n-ty z n-té mnoziny. Navic plati, ze
AxDP=0xA=0.

Dodejme, ze zapis i = 1,2, ..., n znamena, ze index ¢ projde vSechna ¢isla 1,2, . ..
...,m, zatimco zapis i € {1,2,...,n} fikd, ze index ¢ je nékteré z ¢isel 1,2,...,n.
Plati-i Ay = Ay = --- = A, = A, pak kartézsky souéin A x A x...x A=A"

nazyvame n-tou kartézskou mocninou mnoziny A. Dodejme, Ze uvedena definice n-té
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kartézské mocniny funguje jen pro prirozené n = 2. Muzeme tedy jeSté stanovit, ze
Al = Aa A° = {0}.

V Kapitole 4 dokdzeme platnost vztahu |A x B| = |A| - |B|. D4 se také dokazat
zobecnény vztah |A; X As X ... X Ap| = |Aq| - |Ag| -+ |Asl-

Priklad 1.4. Necht A = {A,0}, B={1,3,5} a C = {&}. Urcete mnoziny A x B,
CxB,BxC,BxCxA, B>a A3

Reseni. A x B je mnozina vsech uspofadanych dvojic, kde na prvni pozici je prvek
z A a na druhé prvek z B. Abychom na zddnou dvojici nezapomnéli, je dobré
postupovat systematicky. Nejdiive vezmeme prvni prvek z A a na druhou pozici
k nému budeme postupné pridavat vSechny prvky mnoziny B. Dostaneme dvojice
(A1), (A,3), (A, 5). Pak totéz provedeme pro druhy prvek z A a dostaneme dvojice
(0,1),(0,3),(d,5). (Pokud by v A existovaly dalsi prvky, budeme takto pokracovat
dél.) Tudiz A x B = {(A,1),(A,3),(A,5),(0,1),(0,3),(0,5)}.

Podobné, €' x B = {(&,1),(d.3),(d,5)} a B x C" = {(1,%),(3,&),(5 &)}
Vsimnéte si, ze C' x B # B x C, tedy kartézsky souc¢in neni komutativni. V nasem
pripadé dokonce plati (C'x B) N (B x C') = () (mnoziny nemaji ani jeden spolecny
prvek).

Pfipomenime, Ze jestlize pro dvé mnoziny X,Y plati X NY = 0, pak X,V
nazyvame disjunktni mnoZiny.

B x C' x A je mnozina vsech usporadanych trojic, kde 1. prvek je z mnoziny
B, druhy z C' a treti z A. Budeme opét systematicti. Na prvni pozici dame 1.
prvek z B, na druhou prvni prvek z C' a na tfeti postupné vsechny prvky z A.
Dostaneme (1, &, A), (1, &, ). Na prvni pozici ponechame 1. prvek z B a na druhou
bychom dali druhy z C'. Ten ovsem neexistuje, proto dame na prvni pozici druhy
prvek z B, na druhou jediny prvek z C' a na treti postupné vSechny prvky z A.
Dostaneme usporadané trojice (3,é, A), (3, b, ). Nakonec ddme na prvni pozici
posledni prvek z B a celou proceduru opakujeme. Dostaneme (5,d, A), (5, e, ).
Proto Bx C' x A={(1,&,A),(1,&,0),(3,&, A), (3 & 0), (5 & A), 5 &)}

Protoze kartézské mocniny jsou specialnimi pripady kartézskych soucinti, mizeme

Vv

B* ={(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3),(3,5), (5,1), (5,3), (5,5)}

A3 = (A0 N, (A, A,D),(A,O,A0),(A,0,D),
(0,40, 0),(0,4,0),(0,0,40), (0,0,0)1.

Vsimnéme si, ze plati |[Ax B|=6=2-3=|A|-|B|,|CxB|=3=1-3=|C|-|B| =
=|B|-|C| =|BxC|, |BxCxAl=6=3-1-2=|B|-|C|-|4]|, |B*|=9=3%=|BJ?
a A3 =8=2%=A].

A



1.2 Posloupnosti, sumy a produkty

Priklad 1.5. Urcete taxativné mnoZzinu 2%, pokud X = (A x B)\ B> a A =
:{:EGN:$3—3932+23::0}aB:{zeR:m:%},

ReSend. Zatnéme tim, Ze si mnoziny A i B vyjadiime taxativné. V pifpadé mnoziny
A hleddme pfirozens éisla, kterd splituji rovnici 2® —32%4-22 = 0. Nalezneme vSechny
kofeny této rovnice a vybereme pouze ty, které jsou pfirozenymi &isly. Protoze o3 —
— 32% 4+ 2 = z(2? — 3z + 2) = 0, tak jeden z kofent, feknéme x1, je 0 a zbyvajic
dvé feSeni xo, 23 jsou kofeny kvadratické rovnice 22 — 3z +2 = 0.

Pro hleddni celoéiselnych kofenii normované kvadratické rovnice (pied 22 je jed-
nicka) 2 + pr + ¢ = 0 mizeme s tspéchem pouzit Vietovu vétu, kterd ¥ikd, Ze pro
kofeny x1, xo musi platit 1 +x9 = —p a x1 - x5 = ¢. V nasem pripadé tudiz hledame
dvé cela cisla, ktera v souctu davaji trojku a v soucinu dvojku. Ale takova ¢isla jsou
1 a 2. Proto A = {1,2}, nebot 0 neni prirozené ¢islo.

Dodejme jesté, ze Vietova véta v obecném znéni hovoii o vztahu kofent a koe-
ficienttt obecné algebraické rovnice n-tého ¥adu, tj. rovnice a,a™ + ap_12™ 1+ -+ +
+ a1x + ag = 0, pricemz a; jsou realna cisla pro vsechna 1 =1,2,...,n.

V pripadé mnoziny B hledame realna c¢isla, ktera se rovnaji své prevracené hod-
noté. Takova ¢isla jsou pouze dvé, a to —1,1. Proto B = {—1,1}, Ax B = {(1,—
_1)7 (1’ 1)’ (27 _1)7 (27 1)} a B? = {(_17 _1)7 (_17 1)7 (17 1)’ (1’ _1>}'

Chceme-li ur¢it mnozinu X = (A x B) \ B?, pak hleddme prvky mnoZiny A x B,
které nejsou obsazeny v B? (Pozor, prvky jsou tentokrat usporadané dvojice!). Tudiz
X =(AxB)\B*={(2,-1),(2,1)}.

Jesté zbyva mnalézt mnozinu 2%, coZ je systém vsech podmnozin mnoziny X
(prvky jsou podmnoziny mnoziny X). Proto 2%¥ = {0,{(2,-1)},{(2,1)},{(2, -1),
(2, 1)1}

Uvédomte si, ze zapisy {(2,1)} a {2, 1} neznamenaji totéz! Prvni oznacuje jedno-
prvkovou mnozinu, kde prvkem je usporadana dvojice (2, 1), zatimco druhy oznacuje
dvouprvkovou mnozinu, kde prvky jsou ¢isla 2 a 1.

A

V zavéru podkapitoly jesté zavedeme pojem celociselného intervalu. Symbolem
[z,y], kde x,y € Z,z < y, budeme oznacovat mnozinu vsech celych ¢isel, kterd jsou
mensi nebo rovna y a vétsi nebo rovna z. Takové mnoziné budeme tikat celociselny
interval od x do y. Plati tedy [z,y]| ={a €Z: 2 SaSyANz,y € Z Nz =< y}.

1.2 Posloupnosti, sumy a produkty

Kazdou koneénou mnozinu ¢ multimnozinu muzeme dplné (linedrné) usporddat,
tzn. uré¢ime jednoznacné, ktery prvek je prvni, ktery druhy... atd. Uréime tudiz jed-
noznacné poradi kazdého prvku v mnoziné. V takto pevné usporadané mnoziné
oznac¢ime prvni prvek a;, druhy prvek as az obecny n-ty prvek a,. Dostaneme
tedy uspordadanou n-tici (ay,as,...,a,), kde a; pro i = 1,2,...,n jsou vsechny
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prvky zadané mnoziny. Takovou usporddanou n-tici (aq,as, ..., a,) budeme nazy-
vat konecnd posloupnost a muzeme ji také zapsat (a;)"_,. Prvek a;, 7 € {1,2,...,n},
nazyvame i-ty clen posloupnosti, popripadé clen posloupnosti. Podobné muzeme také
usporadat nekoneéné mnoziny a multimnoziny, ¢imz dostaneme nekonecné posloup-
nosti. Nekonecné posloupnosti zapisujeme bud (aq, as, ..., a,,...) nebo (ay,as,...)
nebo (a;)2;.

Dodejme jesté, ze pripoustime existenci prdzdné posloupnosti, tj. posloupnosti
bez jakéhokoliv ¢lenu.

Konkrétni posloupnosti mizeme zadavat riznymi zpusoby. Napriklad tak, Ze
vypiseme vsechny jeji prvky v daném potadi, napriklad (1,1,2,3,5,8,13,21) (mame-li
na mysli konecnou posloupnost) nebo (1,1,2,3,5,8,13,21,...) (mdme-li na mysli
nekonecnou posloupnost). V obou pripadech fikame, Ze jsme zadali posloupnost taz-
ativne nebo-li victem prvki. Takové zadani je v pripadé posloupnosti s mnoha ¢leny
velmi obtiZzné a v pripadé nekonecné posloupnosti dokonce nemozné (Co nasleduje
za Cislem 217).

Dalsi moznost, jak zadat posloupnost, je rekurentne. Coz znamena, ze zadame
predpis pro vypocet n-tého c¢lenu a, z ¢lent predchozich, pricemz musime znét
dostateény pocet prvnich élenti posloupnosti. Jako priklad ndm poslouzi Fibonacciho
posloupnost, kterd byva zadavana nasledovné: a1 = as =1 a a,, = ap_1 + Gy_2 pPro
n = 3.

Jisté jste si v8imli, Ze vySe uvedend posloupnost (1,1,2,3,5,8,13,21,...) by
mohla byt Fibonacciho posloupnost.

Také muzeme urcit posloupnost vzorcem pro n-ty clen (predpis, jak vypocitat
a,, pokud zndme n). Jako piiklad uvedme a, = \/ig((%g)" - (%g)”) Je velmi
zajimavé, ze pokud by jste pouzili tento vzorec pro n = 1,2,... dostali by jste
posloupnost (1,1,2,3,5,8,13,21,...). Jde tudiz opét o Fibonacciho posloupnost!
Vypocty jednotlivych ¢lenti ze zadaného vzorce jsou docela zdlouhavé, proto zkusme
overit (pro zdjemce) alespon, ze napiiklad ag je rovno 8.

Pro zajemce:

Vypocet provedeme bez pouziti binomické véty, nebot v jejim zapise jsou pouzita kombi-
1 ((1+\/5)6 .

NANEP

- (1;2‘/5)6) Provedme substituci a = /5 a uvédomme si, ze (1+a)® = (1 +a)?- (1 +a)3

a(l1—a)b=(1-a)® (1—a)?, piitemz (1+a)® =1+a+a’+a*a (1—a)’=1-a+a?—a’.

Po roznasobeni vidime, Ze ag je

nac¢ni ¢isla s kterymi se seznamime az v nasledujici kapitole. Vime, ze ag =

(14 6a + 15a + 20a® + 15a* 4 6a° + a®) — (1 — 6a + 15a% — 206> + 15a* — 6a° + a®)
26.q

7 ¢ehoz po upravach dostaneme

4a(3 + 10a® + 3a)
4a - 24

ag —



1.2 Posloupnosti, sumy a produkty

, , . . . , 1 2 4
Po vykraceni a zpétné substituci mame ag = BHI0(VEH3(VE)! _ 3+10.5+3.25 _ % =

21 21
=2 =2=3
Na zavér poznamenejme, ze urcit vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti neni
jednoduché, a tato problematika presahuje moznosti tohoto textu. Celé odvozeni muzete
najit v [MaNe].

Pomérné casto se stéava, ze chceme vsechny ¢leny posloupnosti (a;); se¢ist nebo
vynésobit. Soucet budeme oznacovat symbolem suma > a soucin symbolem produkt
[[. Pro oznaceni je pouzito velké fecké sigma a velké fecké pi podle pocatecnich
pismen obou slov. Soucet a soucin vsech ¢élenti posloupnosti lze tedy zapsat takto

n

a1+a2+---—|—an:§ a; a al-ag---an:Hai.

i=1 i=1
Pokud chceme secist nebo vynéasobit pouze vybrané ¢leny posloupnosti a;,, a;,,
coyag, kde iy € {1,2,...,n} pro kazdé j =1,2,...,k a k < n, pak piSeme

k k
E a;. nebo | | a;. .
J J

j=1 j=1

Je vsak mozny i jiny zapis, napriklad

Z a; nebo H a;.

JC{1,2,...,n},jeJ Jc{1,2,....,n},jeJ
Priklad 1.6. Vypocitejte Y, (i + 2).

Reseni. Nejdifve rozepiSeme sumu > (i42) = (142)+(2+2)+(3+2)+ - -+(n+2).
Soucet (142)+(2+2)+(3+2)+---+(n+2) je soucet prvnich n clent aritmetické
posloupnosti, kde a1 = 1+ 2 = 3, a,, = n + 2 a diference d = 1. Pripomenme, zZe
vzorec pro soucet s, prvnich n clent aritmetické posloupnosti je s, = 5(a1 + a,).
Odtud 37 (i 4+2) = 2(3 +n +2) = 23,

Jiné Teseni. Protoze konecény soucet je asociativni a komutativni, mizeme psat
S +2) = Q2424+ 2+ (1 +24 - +n) =2n+2(1 +n)="0E)

n

Priklad 1.7. Vypocitejte [, (2 - 4).

Resend. Opét si produkt nejdifve rozepfieme [ (2-i) = (2-1)-(2-2)---(2-n).

Protoze je nasobeni asociativni a komutativni muzeme psat (2-1)-(2-2)---(2-n) =

=(2-2---2)(1-2---n). Vime, z¢ 2-2---2 =2"a 1-2---n = nl, kde symbol n!
— —

n n
¢teme ,n faktoridl“. O n faktoridlu budeme podrobné hovorit v Kapitole 2. Proto

T, (2 i) = 2" nl.
A
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Reseni. Vidime, Ze mnozina hodnot indexu 4 je ddna charakteristickou vlastnosti.
Bude lepsi, pokud ji vyjadiime taxativné. Snadno zjistime, Ze rovnici 2% + x — 2 =
= 0 spliuji pouze ¢éisla 1 a —2, proto {z € R | 22 + 2z —2 = 0} = {-2,1}.
Odtud 3 e rerppziao=0y(2 T19) = Dicr oy(2+14) = 2+ (-2) +(2+1) =3
a Loy (2-9)=(2-(=2)-(2-1) = =8

A

Zustanme jesté u piikladi 1.6 a 1.7. Zfejmé plati > (i +2) = >0 i) +
+O0 ) alll,(2-9) =TT, 2) - (IT—, %) (Suma souctt je soucet sum a produkt
n(n+5) (n

soucint je sou¢in produkt). Vime, ze Y1, (i+2) = =5~ = 2n+2(14n) = ”TH)+

+2n (piiklad 1.6), pficemz Y7 i = ") Proto S 2 =2n =2 424 ---+2,
—_—
Obdobné [[;_,(2-4) = 2" - n! (piiklad 1.7) a [[}_, ¢ = n!. Proto [[[_,2 =2" =
—2.2---2

n
Pokud tedy s¢itdame nebo nasobime vyrazy, které nejsou funkei indexu 7 (i prochazi

n ruznych hodnot), jsou vuci proménné ¢ konstantni, pak takovy soucet resp. soucin
chapeme jako soucet nebo soucin n séitanct resp. n ¢initeld, pricemz kazdy z nich
je ona konstanta. Obecné plati

Zlk:[c—l—kt--%—kj:kn a Hk:k-k---k:k.

Jesté zminme, ze napriklad

> k=k+k+k+k+k=5k a 1T k=k-k-k-k-k=Fk,

i€{1,2,43,51,103} i€{1,2,43,51,103}

nebot o poctu séitancu (¢initell) rozhoduje pouze pocet hodnot, kterymi index
1 prochézi.

V obecnych vypoctech muze nastat néasledujici situace. Mame vypocitat sumu
Zf:5 a; ¢i produkt Hf:5 a; napiiklad pro £ = 2,3,...,n. Pak ovSsem po dosazeni
k = 2 dostavame tzv. prazdnou sumu Z?:5 a; Ci prdzdng produkt H?:5 a; (mnozina
hodnot indexu i je prazdna). Budeme si pamatovat, ze prazdnd suma je rovna nule
a prazdny produkt jedné. Proto

2 2
Zai:O a Haizl.

i=5 i=5

Priklad 1.9. Na sporici tcet jsme ulozili 1000 K¢é. Vime, ze kazdy rok prictou
tolik stokorunu, kolik roku je ucet veden, a kazdy rok odectou 200 K¢ za bankovni
poplatky. Kolik korun bude na spoficim tuc¢tu po
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e dvou letech?
e péti letech?
e 1 letech?

Resend. Nejrozumnéjsi asi bude, pokud tilohu vyfesime pro obecné n a ostatni feseni
dostaneme pouhym dosazenim. Je ziejmé, Ze po jednom roce pri¢tou k tisicikoruné
stokorunu, po druhém roce k 1000 + 100 K¢ prictou 2 - 100 korun, po tretim roce
k 1000 + 100 + 2 - 100 K¢ pri¢tou 3 - 100 korun a tak dale. Takze obecné po n
letech prictou k tisicikoruné (1 4+ 2+ --- +n)-100 = >} k- 100 korun. Avsak
kazdy rok odec¢tou 200 korun, tudiz celkové 200n korun. Po n letech bude na uctu
1000 + S°p_, k- 100 — 200n K& Vime, 7e S k = 2(n + 1) = "2 Odtud
1000 + 327, k - 100 — 2000 = 1000 + . 100 — 2000 = 1000 + 50n% + 50n —
— 200n = 1000 + 50n2 — 150n = 1000 + 50n(n — 3).

Tudiz po dvou letech bude na uctu 1000 + 50 - 2(2 — 3) = 900 K¢, ale po péti
letech 1000 + 50 - 5(5 — 3) = 1500 K¢.

A
Piiklad 1.10. Vypocitejte >- .5 49113(a+0)* a [[icp4011y(a+ )%
Reseni. Protoze se vyraz (a+b)? neni funkei indexu j, tak plati > (a+b)? =
jE{2:4,9,11}
=4(a+b)*a Hje{2,4,9,11} (a+b)*=((a+b)*)* = (a+0b)>
A

Priklad 1.11. Vypocitejte Zje{xeR:(:c+1)2<0} 7% a Hje{xER:(:c+1)2<0} 52
Resend. Tentokrat je vyraz j% zavisly na indexu j, ale {v € R: (z +1)2 < 0} = 0,
nebot Zadné realné x neumi splnit podminku (z + 1)? < 0. Jde tudiZ o prazdnou
sumu a produkt. Odtud ZjE{ﬂCER:(I+1)2<O}j2 =0a HjE{IER:(I+1)2<O}j2 =1.

A
P¥iklad 1.12. Vypoditejte S22 (—1) - 3i.
Resend. Jestlize sumu rozepiSeme, pak absolutni hodnoty jednotlivych s¢itanct tvoii
aritmetickou posloupnost (a; = 3,d = 3), avSak kazdy lichy sc¢itanec je obdaren
znaménkem minus a kazdy sudy znaménkem plus. Proto miizeme psat

2n 2n 2n

d (1) 3i=) 3i— ) 3i

=1 =1 =1
isudé iliché

2n

RozepiSeme-li sumu ) 3i, pak sc¢itance tvori aritmetickou posloupnost, kde
oude
2n
prvni ¢len je 6 a posledni 3 - 2n = 6n. Pozor, s¢itancu je pouze n. Odtud > 3i =
awde
2n
= 2(6+6n) =3n(n+1). Suma ) 3i obsahuje n scitanci, které tvofi aritmetickou
=1
iliché

Iy

Iy
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2n
posloupnost, pri¢emz prvni ¢len je 3 a posledni 3(2n — 1) = 6n— 3. Odtud > 3i =

=1

iliché

2n 2n 2n
= 2(346n —3) = 3n2 Tudiz . (~1)"-3i= > 3i— > 3i=3n(n+1)—3n® =
i=1 i=1 i=1

isudé iliché
= 3n? +3n — 3n? = 3n.
Provedme jinou tuvahu, ktera povede k feseni. Kazdé dva po sobé jdouci sc¢itance
v sumeé jsou po sobé jdouci nasobky tii, pricemz mensi ma znaménko minus a veétsi

znaménko plus. Tudiz, sec¢teme-li je, dostaneme ¢islo 3. Sparujme po sobé jdouci
2n

s¢itance a dostaneme soucet n pari, kde kazdy par dava vysledek 3. Proto Y (—
i=1

—1)"-3i=(=346)+(-9+12)+---+(-3(2n—1)+3-2n) =3+ 3+ ---+ 3 = 3n.
—_——

n

A
Piiklad 1.13. Vypocitejte > > i-j.
i=1j=1
Reseni. Nejdifve aplikujeme pravou sumu a dostdvame > > d-j=>S(i-1+1i-2+
i=1j=1 i=1
‘tion) = ;i(1+2+---+n) — ;i_n(n;l) _ n(n2+1) . '_11‘: ww —
n n . 2 n 2 - .
n(n+1
S gt = (5)
=1 j=1 i=1
A

1.3 Horni a dolni cela ¢ast realného cisla

Definice 1.14. Horni celd cdast realného cisla a je celé ¢islo z takové, ze plati

z—1<af<z.

Horni celou ¢ést redlného ¢isla a budeme znacit [a].

Nechdme-li si predeslou definici projit hlavou, pak zjistime, Ze pii hledani [a]
mohou nastat na ¢iselné ose dvé moznosti. Bud je a celé ¢islo, pak je jeho horni cela
¢ast primo a, nebo a € R\ Z, a pak je [a] nejblizsi celé ¢islo napravo od a.

Definice 1.15. Dolni celd cast redlného cisla a je celé ¢islo z takové, ze plati

z2<a<z+1.

Dolni celou ¢&st realného ¢isla a budeme znadit |a].
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Opét, pri hledani |a| mohou nastat na ¢iselné ose dvé moznosti. Bud je a celé
¢islo, pak je jeho dolni celd ¢ast primo a, nebo a € R\ Z, a pak je |a] nejblizsi celé
¢islo nalevo od a.

Priklad 1.16. Urcete horni a dolni celé ¢asti realnych c¢isel 7; —7; 2, 34; —2, 34; 13—4; —
14
—?, e; —e.

Reseni. ProtoZe 7a —7 jsou celd &isla, tak plati [7] = |7] =7a [-7] = |-7] = —T.
Cislo 2,34 lezi mezi dvojkou a trojkou, zatimco &slo —2,34 mezi minus trojkou
a minus dvojkou, proto [2,34] = 3, [-2,34] = —2 a [2,34] =2, [-2,34] = —3.
Cislo & je mezi ¢tyfkou a pétkou, proto [4] =5, [¥] =4 a [-4] = —4, |-
—13—4 = —5. Eulerovo ¢islo e je iracionalni s pribliznou hodnotou 2,7812..., proto
[e] =3, |le] =2a [—e]| =—2, |—¢] =-3.

A

Piiklad 1.17. Urcete horni a dolni celou éast redlného ¢&isla 6, 9.

Reseni. Tento piiklad se zd4 vyloZené trividlni a mnoho z nas by ziejmé tvrdilo, ze
[6,9] =7 a [6,9] = 6. Nen{ tomu tak!

D4 se totiz ukdzat, ze 6,9 = 7. Potom ovsem [6,9] = [6,9] = 7.

Rovnost 6,9 = 7 prokaZeme jednoduchou a krdsnou dvahou. Stanovme z = 6, 9,
potom ovSem 10z = 69, 9. Odtud plyne 10z —z = 69,9 — 6,9 a dostavdme 9z = 63.
Coz je splnitelné pouze pro x = 7.

A

Priklad 1.18. Ovéite, zda plati | 00| = |2 kazdé sudé celé
.18. Ovérte, zda plati | “5—] = [ %] +n pro kazdé sudé celé n.
Reseni. Oznacme n = 2q, kde q € Z.

Na pravé strané dostaneme L@J +2q = |2¢%] + 2q. Protoze je 2¢* celé &islo,
plati |2¢%| = 2¢°. Po tpravé tudiz obdrzime 2¢° + 2q.

Levd strana je |_(2q;1)2j = |_(4q2+24q+1)J = |2¢> +2¢ + 1]. Cislo 2¢* +2¢ + 1 je
o jednu polovinu v&tsi nez celé ¢islo 2¢% + 2¢, proto |2¢* 4+ 2¢ + 1| = 2¢* + 2¢.

Diikaz rovnosti je ukoncen, nebot jsme ovérili, Ze leva strana se rovna pravé pro
libovolné sudé n.

A

Priklad 1.19. Dokazte nebo vyvratte rovnost %] = [ 2]+ | ] pro libovolné sudé
n a liché k, n, k € 7Z.

Reseni. Necht n = 2p a k = 2¢ + 1, pficemz p,q € Z. Na pravé strané mame
| 2205 | = |p+q+1] =p+q. Levastranaje [ 2]+ |22 | = [p|+ [¢+1] =p+q.
A
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Priklady k procviceni
1. Dokazte, ze plati AU B = AN B (pro zijemce).
2. Méjme mnoziny A ={r € R:In|z| =1VIn|z| =0}aB={r € Z: 223 — 2> — 2z +

+ 1 = 0}. Zapiste mnoziny A, B taxativné a uréete ANB, AUB, A\ B, B\ A, Ax B
a QBQA_

3. Vypocitejte 3 ;cq 0010y 8(i +1) a [lieq 0010y (0 + 1)
4. Vypocitejte 3 cr 50101 1(i +1) a [leq_001,2y (i +1).
5. Vypocitejte 3 frersin)=—n} J° & [Ljc {rersine)=—n} J°-
6. Vypocitejte .77 (—1)% a [[2%, (—1)%

7. Vypoéitejte 777 (1) a T[22 H(—1)%

8. Vypodéitejte Y-, 3% a [[1, 3¢

9. Vypoditejte 27" (—2)% a [[2",(—2)".

10. Vypoditejte 322" H(=2)" a T2, 1 (—2)".

11. Vypoditejte []_, %

12. Ovérte, zda plati L(”J;l)QJ = L%J + n pro kazdé n € N.
13. Ovéite, zda plati ["5*| = | 2] + | 4] pro kazdé n,k € N.

14. Overte, zda plati [(|z] + |y])| = [z] + y] pro kazdé z,y € R.

Kli¢ k prikladdm k procviceni
1. Vyuzijte prikladu 1.3.

2. A={-e,—1,1,e}, B={-1,1}, ANB=B, AUB = A, A\ B={—e,e}, B\ A=
=0, AxB={(—e,—1),(—e,1),(-1,-1),(—1,1),(1,-1),(1,1), (e, —1), (e, 1)}, 2BNA —
= {@,{—1},{1},{—1,1}}.

3.10a0.

4. 4i(i+1) a (i(i + 1)%

5. 0al.

6. 0, 1 pro n sudé a —1 pro n liché.

7. —1, 1 pro n sudé a —1 pro n liché.

© —=D




Priklady k procviceni

8. 3(3"—1)a 3",
9. 2(4" — 1) a (—2)"n+D),

10. —1(4" +2) a (—2)"(n=D),

11. n+ 1.

12. Ne, protoze L%J =8#T7=4+3= L%J + 3.
13. Ne, protoze 21| =1#0=0+0= 3] + [3].

14. Ano.
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Kapitola 2

Zakladni kombinatorické vybéry

Meéjme konec¢nou mnozinu ¢i multimnozinu a z ni nahodné vyberme predem urceny
pocet prvki. Takovému procesu budeme fikat kombinatoricky vijbér (struénéji vybeér).
Obdobné vybéry provadime ¢asto jak pii vyzkumu (statisticky vyzkum), tak v bézném
zivoté (sdzkové hry).

Pokud vybirdme z mnoziny (ve vybéru se prvky nemohou opakovat), pak jde
o vybéry bez opakovdni, pokud z multimnoziny (prvky se ve vybéru mohou opako-
vat), pak jde o vgbéry s opakovdnim. (Dodejme, ze usporadané vybéry s opakovanim
se daji formulovat i pomoci mnozin.) Pocet vSech moznych ruznych vybéra ovliviiuji
dva parametry, a to pocet prvki puvodni mnoziny ¢i multimnoziny a pocet vy-
biranych prvki, dale skutecnost, zda zalezi ¢i ne na poradi vybranych prvka. V pri-
padé, Zze nas poradi vybranych prvkil nezajima, chdpeme provedeny vybér jako
podmnozinu zadané mnoziny. V ptipadé, ze nas naopak potradi zajimé, tak prove-
deny vybér chapeme jako posloupnost vybranych prvki.

V této kapitole se budeme zabyvat zjistovanim poctu vSech moznych vybéru se
zadanymi vlastnostmi.

2.1 Permutace bez opakovani

Priklad 2.1. Sedim v jidelné a obédvam. Ve fronté u vydeje obédu stoji pét mych
studentii z pravé skonceného cviceni, jmenuji se Zbyslav, Matylda, Petr, Jana a Zik-
mund. Jsou pomérné pestrobarevné obleceni. Divim se na né a premyslim, jak by
se ona pestrobarevnost ménila, pokud bych ménil jejich poradi ve fronté. A tu mne
napadne. Kolik mam moznosti, jak studenty do fronty seradit? Bude téch moznosti
hodné?

Resend. Studenty si pro jednoduchost nahradime ¢&isly 1,2, 3,4, 5. Vsimnéme si. Vy-
birdme z 5-prvkové mnoziny vsech 5 prvki, na potradi zalezi a zadny prvek se
neopakuje!

Pro zacatek si ponechme jen ¢isla 1,2. Ty ovSsem umime usporadat dvéma zpu-
soby ((1,2),(2,1)). Priddme ¢islo 3, to mizeme umistit bud na prvni, druhou nebo
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tfeti pozici ((3,—,—), (—, 3, —), (—, —, 3)). Na zbyvajicich dvou pozicich Ize ¢isla 1,2
usporadat vzdy dvéma zpusoby. Ke kazdému pevnému umisténi ¢isla 3 tedy existuji
dvé usporadané trojice. Proto mame celkové 3 - 2 usporadané trojice (moznosti).
Pridame ¢tyrku. Tu muzeme umistit na jednu ze ¢tyt pozic ((4, —, —, —), (—, 4, —
—, =) (=, —,4, =), (=, —,—,4)). Cisla 1,2,3 na zbyvajicich tiech volnych pozicich
usporadame 3 - 2 zptsoby. Ke kazdému pevnému umisténi ¢isla 4 tudiz existuji 3 - 2
usporadané ¢tverice. Proto celkové obdrzime 4 -3 -2 usporadané ¢tverice (moznosti).
Obdobnou tivahou dostaneme pro pét studentit vysledek 5-4 -3 -2 = 120 moznosti.

A

Predeslou tvahu lze snadno zobecnit pro libovolny koneény pocet studenti.
Méjme n studentii, n € N. Oznacime je cisly 1,2,...,n. Necht a, je pocet vSech
moznych usporadani ¢isel 1,2,...,n a a,41 je pocet vSsech moznych usporadani ¢isel
1,2,...,n,n + 1. Cislo n + 1 mfzZeme v uspofadané n + I-tici umistit vzdy na
prave jednu z n + 1 pozic. Pro kazdé pevné umisténi ¢isla n 4+ 1 na jedinou pozici
muzeme zbyvajicich n ¢isel usporadat na zbyvajicich n pozicich a,, zptsoby. Z ¢ehoz
dostavame, ze a,.1 = (n + 1) - a,, pricemz a; je 1.

Nasli jsme rekurentni vztah, ktery nam dovoluje z poc¢tu usporadani pro n prvki
odvodit pocet usporadani pro n + 1 prvki.

Predesla pozorovani néas jednoznacéné vedou k vysloveni nésledujici domnénky
nebo-li hypotézy. (Hypotéza je zatim nedokazané a nevyvracené tvrzeni.)

Pocet vSech moznych uspotradani n-prvkové mnoziny jen-(n—1)-(n—2)---2-1.

Nadesel cas, abychom vyse uvedena pozorovani zformalizovali pomoci definic
a vét.

Definice 2.2. M¢jme libovolné prirozené ¢islo n. Pak permutace bez opakovani na
n-prvkové mnoziné X je libovolné usporadani vsech prvkia mnoziny X do néjaké
posloupnosti.

Definice 2.3. Pocet vsech permutaci bez opakovdni na n-prvkové mnoziné X
budeme znacit P(n) a sou¢in n-(n — 1) (n —2)---2 -1 ozna¢ime n!. Vyraz
n! budeme ¢ist n faktorial.

Véta 2.4. Pln)=n-(n—1)-(n—2)---2-1=mn! pro kazdé n € N.

Diikaz. Dtikaz provedeme matematickou indukci, které se budeme detailné vénovat
az v Kapitole 4, proto dovolte ponékud obsirnéjsi komentar.

Nejdrive chceme ovérit, zda nas vztah plati pro nejmensi uvazované n, tedy pro
n = 1. Zjistime, Ze ano, nebot P(1) =1 =1L

Nyni predpoklddejme, ze nase véta plati pro néjaké libovolné prirozené n. Pak
budeme chtit ukazat, ze musi platit i pro jeho ,nasledovnika“, tj. ¢islo n+ 1. Pokud
se to povede, mame jistotu, ze véta plati pro kazdé prirozené n a dikaz je ukoncen.
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Necht P(n) =n-(n—1)-(n—2)---2-1=nl. Vime, ze P(n+1) = (n+1)- P(n)
(vyuzili jsme rekurentni vztah a, 11 = (n+1)-a,). V této chvili pouzijeme predpoklad
(P(n)=n-(n—1)-(n—2)---2-1) a dostdvame P(n+1) = (n+1)- P(n) = (n+
+1)n-(n—1)-(n—=2)---2-1=(n+1).

Ukézali jsme, ze P(1) = 1l'a pokud P(n) = nl, pak P(n+1) = (n+1)!. Z principu
matematické indukce tudiz plyne, ze vztah P(n) = n! plati pro kazdé ptirozené n.

]

Poznamka 2.5. Vidime, Ze soucin ve vété 2.4 definuje n faktoridl pouze pron = 1.
Cemu je ale roven 0 faktorial? Vzhledem k tomu, Ze prazdnou mnozinu umime
usporadat do jediné posloupnosti, a to do prazdné (viz Kapitola 1), plati 0! = 1.

Priklad 2.6. Mame 7 bilych kuli¢ek do nichz jsou vyrazena ¢isla od 1 do 7. Chceme
je obarvit 7 barvami tak, ze kazda kulicka je obarvena presné jednou barvou a vsech
sedm barev je pouzito (Cisla vyrazend na kulickach jsou i po nabarveni vidét!). Kolik
mame ruznych moznosti?

Resend. Viechna mozné obarveni kuli¢ek miizeme provést takto: Kulicky sefadime
do tady a jednozna¢né uré¢ime poradi pouzitych barev (M-modra, O-oranzova, Z-
-zelend, R-rtizova, C-Cervend, Z-7lutd, B-bild). Pak prvni kulicku zleva obarvime
barvou ¢islo 1, druhou zleva barvou ¢islo 2 az sedmou zleva barvou ¢islo 7 (viz
obr 2.1). Zménime poradi kulicek (poradi barev zustava stejné) a postup barveni
opakujeme (tzn. prvni kulicku zleva barvou ¢.1, druhou zleva barvou ¢.2 atd.). Urcite
dostaneme jiné obarveni nez v pripadé prvnim. Vidime, Ze pocet vsech rtznych
obarveni je stejny jako pocet vSech ruznych serazeni kulicek. Tudiz jde o pocet
vSech permutaci bez opakovani na sedmiprvkové mnoziné, tedy P(7) = 7! = 5040.
A

MOEEE
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Obr. 2.1 Realizace dvou ruzngch obarveni sedmi riuznyjch kulicek

Priklad 2.7. Kolik existuje vzdjemné jednoznacnych (bijektivnich) zobrazeni 5-
-prvkové mnoziny X na 5-prvkovou mnozinu Y7

Resend. O zobrazenich bude podrobné pojednano v Kapitole 5. Bijektivni zobrazent
je zobrazeni, kdy kazdému prvku jedné mnoziny je pritazen presné jeden prvek druhé
mnoziny a naopak, kazdému prvku druhé mnoziny je pritazen presné jeden prvek
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mnoziny prvni. Ukazka bijektivniho zobrazeni 5-prvkové mnoziny na 5-prvkovou
mnozinu je na obrazku 2.2.

Necht X = [1,5] a Y = {a,b,c,d, e}. Pti konstrukei jednotlivych bijekei pouzi-
jeme podobny postup jako pti barveni kuli¢ek v prikladu 2.6, tzn. pevné usporadame
prvky z mnoziny X, poradi prvkia v Y naopak budeme ménit a v kazdém kroku
budeme prirazovat prvnimu prvku z X prvni prvek z Y, druhému prvku z X druhy
prvek z Y, az patému prvku z X paty prvek z Y (viz obr 2.3). Timto zptsobem jisté
vytvorime vSechny pozadované bijekce, a navic vidime, ze jich je P(5) = 5! = 120.

A

OO OO0
OO O 6

Obr. 2.2 Bijekce mnoZiny X na mnoZinu Y

ONORORONOIIONONORONO.

NN
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Obr. 2.3 Realizace dvou z 5! bijekci mnoziny X na mnoZinu Y

Priklad 2.8. Ve vytecné knize Murphy (1938) drzitele Nobelovy ceny za liter-
aturu (1969) Samuela Becketta hlavni postava (Murphy) vzdy snidé balicek susenek.
V tomto balicku je 10 rtiznych susenek, pricemz Murphy chce snidani zacit pomer-
ancovou susenkou (chutnd mu nejméné) a ukoncit susenkou s ¢okoladovou polevou
(je jeho nejoblibengjsi). Kolik ma moznosti, jak posnidat?
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Déle, Murphy oponuje své pritelkyni, ktera jej peskuje ohledné fadni stravy, ze
jeho balicek susenek mu umoznuje snidat tak, ze zadné dva dny ve svém zivoté
nebude mit tutéz snidani. M& pravdu?

Reseni. Ozna¢me si susenky ¢isly 1 az 10, pfi¢em# pomerancova susenka je oznacena
¢islem 1 a susenka s cokoladovou polevou (déle ji budeme tikat cokoladova) Cislem
10. Ptame se, kolika zptisoby umime seradit ¢isla 1 — 10, s tim, ze 1 je na prvni
pozici a 10 na desaté pozici. Cili &sla 1 a 10 jsou pevné fixovana na dané pozice,
a Cisla 2 az 9 mohou byt serazena zcela libovolné na zbyvajicich osmi pozicich. Jde
o permutace bez opakovani na osmiprvkové mnoziné, a proto P(8) = 8! = 40320.
Murphy si umi pfipravit 40320 ruznych snidani (ji-li susenky po jedné a v riznych
poradich), coz mu vyjde pfiblizné na 40320 : 365 = 110 let.
A

Priklad 2.9. Vratme se jesté k prikladu 2.8. Murphy jakz takz prekonal sviij odpor
k pomerancové susence a naklonnost k susence s c¢okolddovou polevou, coz vyjadril
nasledovné: Neni mozné, aby zaroven prvni nebyla pomerancova a posledni nebyla
cokoladova. “ Kolikrat se zvysi pocet snidani, které si je schopen Murphy pripravit,
pri tomto méné prisném omezeni?

Resend. Zde si musime dobie promyslet Murphyho slova. Z jeho tvrzeni se dovidame,
jakou situaci zakazuje. Bude dobré, kdyz si odvodime opak, tzn. jaké situace pripousti.
Rik4 vlastné, alespoii jeden ze dvou piipadi, a to ,,prvni je pomerancova*, ,posledni
je ¢okoladova“, musi byt splnén.

Murphyho snidané muizeme tudiz rozdélit do tii mnozin Sy, S5, S5, pricemz,
v mnoziné S; budou snidané, které zacinaji pomerancovou susenkou, ale nekonci
cokoladovou, v mnoziné Sy budou snidané, které nezacinaji pomerancovou susenkou,
ale konc¢i c¢okoladovou, v mnoziné S3 jsou snidané, které zacinaji pomerancovou
susenkou a konci ¢okoladovou.

Vsimnéme si, ze plati S;NS; = 0 prokazdéi # j, i,j € {1,2,3} a S = S1US,USs,
kde S je mnozina vS§ech Murphyho snidani. Tedy mnoziny Si, S2, S3 jsou po dvojicich
disjunktni a jejich sjednoceni davé celou mnozinu S. Proto |S| = [S1] + |Sa| + |S5],
kde ¢islo |S] je vysledek naseho feseni, nebot jde o pocet vsech Murphyho snidani.

Takovy zptisob Teseni ulohy je v kombinatorice ¢asto vyuzivan a fikdme mu
rozklad na jednotlivé disjunktni pripady. Nevyhodou takového reseni je jeho zdanliva
pracnost, ale vyhody jsou prevazujici. Mame jistotu, ze zadny pripad nezapocitame
vicekrat, a Ze na zadny nezapomeneme.

Oznacme susSenky ¢isly z mnoziny [1,10], pfiemz pomerancova susenka je 1
a cokoladova 10.

|S1| je pocet permutaci, kde na prvni pozici je 1 a na posledni neni 10. Prvni
pozice je pevné dana, na posledni pozici mizeme dat libovolné ¢islo kromé 1 a 10
(8 moznosti), zatimco na zbylych osmi pozicich 2 az 9 mizeme zbyla ¢isla libovolné
sefadit (8! moznosti). Proto |S;| = 8 - 8!. Vsimnéte si, ze jsme pouzili soucin, nebot
ke kazdému pevné zvolenému ¢islu z mnoziny [2,9], které je umisténo na posledni



2.1 Permutace bez opakovani

21

pozici, existuje 8! moznosti jak usporadat ¢isla na zbyvajicich osmi pozicich. Tomuto
postupu se Tika pravidlo soucinu o némz je hovor v poznamce 2.40.

Podobnou tvahou zjistime, ze |Ss| = 8-8! a z prikladu 2.8 vime, ze |S3| = P(8) =
= 8l. Dostavame |S| = [S1| + | S| + [S3| =8! +8 -8 +8-8! =17- 8.

Protoze 17 - 8!/8! = 17, po¢et Murphyho snidani se zvysi 17 krat.

Jiné reseni. Nevyuzijeme rozkladu na disjunktni ptripady. Uré¢ime pocet vsech
moznych snidani a pocet vSech snidani, které Murphy odmita. Koneény vysledek
pak bude rozdil téchto cisel.

Vsech moznych snidani je P(10) = 10!. Snidané, které Murphy odmité, jsou ty,
kde prvni susenka neni pomerancova a posledni neni cokolddova. Na prvni pozici
muzeme dat jakoukoliv susenku jen ne pomerancovou (9 moznosti). Na posledni
pozici miuzeme dat opét jakoukoliv jen ne cokoladovou a tu kterou jsme dali na
prvni pozici (8 moznosti). Na zbyvajicich pozicich 2 az 9 sefadime zbyvajici susenky
libovolné (8! moznosti). Proto snidani, které Murphy odmita, je 9-8-8! a dostavame
vysledek [S| =10/ —9-8-8!=10-91—-8-9!'=2.9! =18 -8!.

Vysledek ovSem vychézi jiny nez v predeslém reseni!!! Kde se stala chyba?

Ztejmeé si po jisté chvili vSimneme, Ze problém nastéva, kdyz na prvni pozici dame
cokoladovou susenku, coz je jedna z 9 pripustnych moznosti. Potom totiz existuje 9
moznosti (a nikoliv 8), co dat na pozici posledni.

Proto si mnozinu nepripustnych snidani rozdélime do dvou disjunktnich pripadi.
A to na snidané, kde je jako prvni zarazena ¢okolddova susenka (typ A) a na ty,
kde cokoladova susenka jako prvni neni (typ B). Snidani typu A je 9 - 8! a snidani
typu B je 8 - 8 - 8!. Tudiz nepripustnych snidani je 9- 8! +8-8-8! = 73 - 8!. Odtud
S| =101—73-8!=10-9-8'—73-8'=90-8! —73-8! =17-38..

Vazeni ¢tenari, na tomto prikladu Vam demonstrujeme dvé zakladni skutec¢nosti.
Kombinatorické priklady byvaji obcas docela ,zakerné“, vzdy si své myslenkové
pochody pri jejich Teseni nékolikrat zkontrolujte, poptripadé hledejte alternativni
reseni a vysledky porovnejte. Déle, metoda feseni pomoci rozkladu na disjunktni
pripady je sice na pohled pracna, avSak diky ji se vyvarujeme mnohych zbytecnych
chyb.

A

Priklad 2.10. Karlik si rovna do rady auticka. Ma jich 11 v ruznych barvach,
pficemz jedno z nich je zelené (Williams-Cosworth) a jedno cervené (Ferrari). Kar-
lik chce auticka seradit tak, aby zelené nikdy nestalo vedle Cerveného. Kolik ma
moznosti?

Reseni. Auticka oznac¢ime Gisly 1 az 11, pficemz zelené je 1 a Gervené je 2. Spocitdme
vSechny permutace na mnoziné [1,11] a potom spocitame ty, které maji ¢isla 1 a 2
vedle sebe. Vysledek dostaneme jako rozdil téchto ¢isel.

Celkem mame 11! permutaci. Vytvorme z ¢isel 1 a 2 dvojici a povazujme ji za
jeden z prvki mnoziny. Mame tedy desetiprvkovou mnozinu {{1,2},3,4,...,10,11}.
Jeji prvky umime uspotradat 10! zptsoby. Avsak neusporadanou dvojici ¢isel 1,2 lze
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usporadat dvéma zptusoby (bud je 1 nalevo nebo napravo od 2). TudiZ permutaci,
kde 1 a 2 jsou vedle sebe, je 2-10!. A mame vysledek 11!—2-10! = 10!/(11—2) = 9-10!.
Jiné reseni. Vezméme nejdrive devét ¢isel od 3 do 11. Ty umime uspotradat 9!
zpusoby. Mezi nimi je 8 mezer, ale pred a za nimi je jesté po jedné mezere, tudiz
celkové 10 mezer (viz obr.??). Aby ¢isla 1,2 nebyla vedle sebe musime je umistit do
dvou libovolné vybranych mezer. Kolik mame moznosti, jak ony dvé mezery vybrat?
(Tento kol bude snadny, az budeme znat kombinace bez opakovdini (Kapitola 2.2).)
K prvni mezere zleva mame 9 moznosti, jak vybrat druhou, k druhé zleva mame 8
moznosti jak vybrat druhou, az k devaté zleva mame jedinou moznost jak vybrat
druhou. Proto existuje celkové 9 +8 + -+ +1 = 5. (1 +9) = 45 moznosti, jak
vybrat onu dvojici mezer. Zrekapitulujme. Ke kazdému pevnému usporadani cisel
3 az 11 (téch je 9!) jsme schopni 45 zpusoby vybrat 2 mezery pro umisténi ¢isel 1
a 2. V pevné vybranych mezerach jsme schopni ¢isla 1 a 2 usporadat vzdy dvéma
zpusoby. Proto celkovy pocet permutaci na mnoziné [1,11], kde ¢isla 1 a 2 nejsou

vedle sebe je 9!-45.2=9!-9.5-2=9-10-9!' =910
A

Piiklad 2.11. Do kina piislo 9 mladiki a zakoupili si devét listku vedle sebe. Ctyfi
z nich méli nadmiru prokrvené, lesklé bélmo a nejasné artikulovali. Podezrivava
uvadécka se rozhodla, ze je rozesadi tak, aby zadni dva ze zminénych ¢tyt chlapct
nesedéli vedle sebe. Kolik méla moznosti?

Resend. Mladiky oznaéime &isly 1 az 9, pficem? ony zminované mladiky oznacime
¢isly 1 az 4. Cheeme zjistit, kolik existuje permutaci na mnoziné [1,9], kde zddna
dvé ¢isla z mnoziny [1,4] nejsou na pozicich vedle sebe. Zacnéme tim, Ze si nejdiive
usporadame pét ¢isel z mnoziny [5,9] (5! moznosti). Pred, za a mezi témito péti ¢isly
mame 6 mezer. Na ¢tyTi z nich musime umistit ¢isla 1,2,3,4. Tedy na dvé z nich
zadné ¢islo z [1, 4] neumistime. Kolika zptisoby umime vybrat 2 ze Sesti mezer, na
které nic neumistime? Pouzijeme-li postup z feseni prikladu 2.10, dostaneme c¢islo
54+4+43+2+1=23(145) = 15. Vybérem dvou mezer, do kterych nic neumistime,
jsou jednoznacné urceny 4 mezery, do kterych umistime ¢isla 1,2, 3,4. V jednoznacné
urcenych ¢tyrech mezerach pak muzeme ¢isla usporadat vzdy 4! zptisoby. Proto vsech
permutaci na mnoziné [1,9], kde zadné dvé ¢isla z mnoziny [1, 4] nejsou na pozicich
vedle sebe, je 5! - 154! =120 - 15 - 24 = 43200.

A

Priklad 2.12. Alenka ma 5 riznych koralki, které chce navléci na nit a vytvorit
z nich naramek. Kolik ma moznosti?

Resend. Predstavme si, ze koralky na naramku tvoii vrcholy pravidelného pétitihel-
nika. Jeho horni vrchol oznacime 1 a ostatni vrcholy ve sméru hodinovych rucicek
oznacime napriklad ¢isly 4,2,5,3 v tomto poradi (viz obr 2.4). Pokud bychom
nahrdelnik rozsttihli mezi koralky 4, 2 a koralky vyrovnali do primky, pak dostaneme
dvé rizné permutace z 5! moznych, a to (2,5,3,1,4) a (4,1, 3,5,2). Po rozstfizeni

naramku mezi kordlky 1, 3 dostavame jiné dvé permutace, a to (1,4,2,5,3) a (3,5,2,4, 1)
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(viz obr 2.4). Téchto mist k rozstfizeni je na nédhrdelniku 5 a po kazdém rozstiizeni
dostavame dvé jiné permutace z 5! moznych.

Cili z jednoho néhrdelniku vznikne 2 - 5 riiznych permutaci z 5! moznych. Pokud
bychom vzali jiny nez-li vyse zminény nahrdelnik, opét z néj vznikne 2 - 5 per-
mutaci z 5! moznych, ale vSechny se budou lisit od téch predeslych. Navic, pokud
postupné pouzijeme vSechny mozné navzajem ruzné naramky, pak jejich rozstri-
havanim dostaneme vSech 5! permutaci. Proto, ozna¢ime-li x pocet nahrdelnika, tak
plati 2 -5z = 5! a dostavame = = % =4 -3 = 12. Zde pouzivame metodu dvojiho
pocitani, o které se detailnéji zminime pozdéji.

Jiné reseni. Ptedstavme si, zZe jsme malicci a putujeme po Alenciné ndhrdelniku
(viz predeslé Teseni) tak, ze vzdy zaéneme pout na jednom kordlku a déle pokracu-
jeme bud ve sméru nebo proti sméru hodinovych rucic¢ek tak dlouho, dokud nedo-
jdeme na vychozi kordlek, pricemz si zapiSeme ¢isla koralkt v poradi, jak jsme je
prochazeli. Vyjdéme z koralku 3 (viz obr 2.4) ve sméru hodinovych rucicek, na konci
pouti mame zapsanu permutaci (3, 1, 4,2, 5) (vychozi a koncovy korédlek zapiseme jen
na zac¢atku). Pokud vyjdeme proti sméru hodinovych rucicek, mame zapsanu per-
mutaci (3,5,2,4,1). Zménime-li vychozi kordlek dostaneme béhem pouti dvé jiné
permutace atd. Vidime opét, ze jeden nahrdelnik s péti koralky opravdu reprezen-
tuje 2 - 5 ruznych permutaci z 5! moznych.

Nakonec provedme zobecnéni. 7Z n riznych koralkl lze vytvorit % = (ngl)!
nahrdelniki.
A
1 1
3 4 3 4
O O O O O O O O O O
2 5 3 1 4 1 4 2 5 3
O O O O O O O O O O
4 1 3 5 2 3 5 2 4 1

Obr. 2.4 Vznik 4 rizngjch permutaci z jednoho ndramku
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Priklad 2.13. Na konferenci bylo n tcastnikti a ti byli posazeni zcela nahodné na
n zidli kolem kulatého stolu. Kolika zptsoby to lze provést, pokud dvé rozesazeni,
kdy jedno vznikne z druhého pouhym ,pootocenim*, povazujeme za shodna (tzn.
v obou rozesazenich mé kazdy ucastnik téhoz pravého i levého souseda)?

Resend. Mnozi z nas by ziejmé tvrdili, ze jde o zobecnény piiklad 2.12 a vysledek
proto musi byt z = ;LT'L = M

Ukazme si protiptiklad pro n = 5. Predstavme si, Ze rozesazeni osob kolem
kulatého stolu je stejné jako umisténi koralkt na naramku viz obr 2.4. V pripadé
koralku jsme si ukazali, ze pokud pouziji dvé opacné sefazené permutace (koralky
jsou srovnany na piimé niti (pfimce)) napr. (2,5,3,1,4) a (4,1, 3,5, 2), pak spojenim
mezi prvnim a poslednim kordlkem dostaneme tentyz naramek. VSimnéme si vsak, ze
pokud bychom obdobné uvazovali o rozesazeni osob kolem kulatého stolu (nejdiive
si je posadime na zidle vyrovnané v tadé, a pak je ,obalime“ kolem stolu), tak se
mylime, nebot nepujde o totéz rozesazeni! Z permutace (2,5, 3,1, 4) by vzniklo roze-
sazeni, kde naptiklad levym sousedem trojky je 5 a pravym 1. Zatimco z permutace
(4,1,3,5,2) by vzniklo rozesazeni, kde se sousedé trojky prohodi. Cili nejde o totéz
rozesazeni.

,Rozpojenim*“ kazdého rozesazeni u kulatého stolu mezi dvéma sousedy tudiz
nedostaneme dvé rtizné permutace z n! moznych, ale pouze jedinou! Proto z jednoho
rozesazeni kolem kulatého stolu vznikne pouze n riznych permutaci z n! moznych.
Oznacime-li = pocet vSech rozesazeni kolem kulatého stolu, pak musi platit n-z = n!
ar="2=(n—1)

A

Pojmy k zapamatovani

— P(n) je pocet vSech permutaci na n-prvkové mnoziné. Jde o usporadané
vybéry VSECH prvka mnoziny. Plati P(n) =n!l=n-(n—1)- (n —

—2).--2-1.
— Pocet vsech bijekci n-prvkové mnoziny na n-prvkovou mnozinu je
P(n) =nl.

— Pocet vSech ndhrdelnikl vytvorenych z n riznych koralki je (-1t 1)'

— Pocet vsech moznych rozesazeni n lidi kolem kulatého stolu je ( -1l

Priklady k procviceni

1. Vite, ze Sestimistné cislo obsahuje ¢islice 0,1, 3,4,5,6, pricemz cislice 1 je na misté
desitek a 3 na misté desetitisici. Kolik takovych ¢isel existuje?

2. Kolik existuje pétimistnych c¢isel délitelnych 5, které obsahuji ¢islice 4,6, 7,97

3. Anicka si ve vytvarné vychové rozdélila ¢tvrtku papiru na 11 ruznych oblasti (viz obr
2.5). M4 11 pastelek (mezi nimi je modra a zlutd) a chce oblasti vybarvit tak, Ze zadné
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dvé nebudou mit stejnou barvu, vSechny budou vybarvené a oblast 3 bude zluta nebo
modra. Kolik ma moznosti jak oblasti vybarvit? O kolik se po¢et moznosti zméni, pokud
bude chtit, aby byla oblast 3 modra nebo oblast 9 zluta.

®

©

AN

Obr. 2.5 Obarveni oblasti

4. Kolik posloupnosti 1ze vytvorit z ¢isel 11,13,17,19,23, 31, pokud vime, Ze se v posloup-
nosti zadné ¢islo neopakuje a ¢isla 19 a 31 nejsou nikdy vedle sebe.

5. Proti deviti tercim stoji 4 divky a 5 chlapcti, kazdy z nich mé luk. Divky maji rtzové
a chlapci modré sipy. Kazdy z nich vysttelil $ip na terc¢ pred sebou a ter¢ trefil. Rozhod¢i
si vSiml, Ze ani v jednom pripadé nejsou ve dvou sousednich tercich rizové sipy. Kolik
existuje ruznych rozestaveni strelcti pred terci, aby takové situace mohla nastat?

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. 3-3L

2. 24!

3. 210!, pocet moznosti se 9! zmensi.

4. 4 -5\

5. 60 - 6!.

Pro zajemce:

Predstavte si, ze dostaneme n riznych prirozenych cisel a chceme je usporadat podle ve-
likosti. Pro velkd n bude takovy kol ruc¢né v podstaté neproveditelny. Pozddame tudiz
pocitac tim, ze mu napiseme program jakym se ma ridit. Treba mu ,fekneme“, proved
vSechna moznd usporadani (ai,as,...,a,) prvki zadané mnoziny a vyber to, kde je
splnéno a1 S as £ ... < ay.

Protoze pocita¢ bude muset vygenerovat vsechny permutace na n-prvkové mnoziné,
provede alespon n! kroki.
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Je znadmo, ze algoritmy, kde je pocet krokli exponencidlné zavisly na velikosti vstupu
(k = a™, kde k je pocet kroku algoritmu, n velikost vstupu, a € R,a > 1), jsou velmi
problematické a jiz pro relativné mala n, neumi predlozit feseni. Problém je v tom, Ze ex-
ponencidlni funkce (a tudiz pocet krokil) s rostoucim n roste nesmirné rychle (samoziejmeé,
wmira rustu® je zavisld na velikosti a, ¢im vétsi a, tim rychlejsi rust).

Nésledujici véta ukazuje, ze kazdy algoritmus, ktery mé vygenerovat n! permutaci pro
libovolné ptirozené n je velmi problematicky!

Véta 2.14. Pro kazdé prirozené n 2 1 plati:

Cislo n! je pro kazdé p¥irozené n vétsi nebo rovno exponencialni funkci (y/n)", piicemz
zéklad exponencialni funkce je také funkce proménné n, ktera je rostouci a jiz pro kazdé
n = 4 plati /n = 2.

Dukaz véty 2.14 je jednoduchy a ukazuje, ze nékdy stac¢i matematické vyrazy vhodné
preskupit a spravné se na né podivat, abychom dokazali na prvni pohled obtizny matem-
aticky vztah. Proto jej zde uvadime.

Diikaz. K diikazu této véty budeme potiebovat vztah mezi aritmetickym a geometrickym
priimérem dvou kladnych redlnych ¢&isel a,b, pfidemz aritmeticky primér ésel a,b € RT

(symbolem R znac¢ime mnozinu vSech kladnych realnych cisel) je “T'H’ a geometricky

praumér vab. Plati vVab < “T‘H’. Této nerovnosti se obvykle rika AG nerovnost.

Diikaz AG nerovnosti je snadny.

Vime, ze jisté plati (y/a — vb)? 2 0, z &ehoz plyne a — 2v/ab + b > 0. Po jednoduché
tpravé obdrzime a 4+ b = 2v/ab a po vydéleni dvéma dostaneme nerovnost dokazovanou.

Nyni se vratme k diikazu véty 2.14. Vime, ze (n!)2 =1-2--- (n—1)-n-n-(n—1)---2-1 =
=1n)-2-n-1))-3-n—=2))---((n—1)-2)-(n-1). Predesly sou¢in ma n ¢initelt
a libovolny i-ty ¢initel muzeme vyjadiit jako soucin i(n— (i — 1)) = i(n+1—1i) pro néjaké
i€{1,2,...,n}. Proton! = /(1-n)-(2-(n—1))-B3-(n—=2))---((n—1)-2)-(n-1) =
= I iln+1—14) = [, Vi(n+1—14). Uvédomme si, Ze vyraz \/i(n+1—1) je
vlastné geometricky primeér ¢isel ¢ a n+ 1 — i a ten musi nutné byt mensi nebo roven arit-
metickému pruméru téchto ¢isel. Proto plati \/i(n +1 — i) < % = "TH Z predeslych

Gvah plyne n! = [T, /i(n +1—4) <[], 2 = (2,

Timto jsme dokézali pravou nerovnost (n! < (Z42)7) véty 2.14.

Abychom dokézali nerovnost levou (n2 < nl), je tieba si uvédomit, Ze kazdy Cinitel
i(n +1 —14) v souéinu [[;i(n+1—1) je alespoit n. Pro ¢ = 1,n to jisté plati. Pro
2 <i<n-—1,je vzdy mensi z ¢initelu alespon 2 a vétsi alespon n/2, a proto ma soucin
hodnotu opét alespoi n. Odtud n! = /T, i(n + 1 — i) = \/T[l-, n = Vn" = n3.

O

Pred uvedenim nésledujici véty, kterd prinese dosud nejptresnéjsi odhad n! (tzv. Stir-
lingova formule) si zopakujme, Ze s Eulerovgm cislem e = 2,718281828. .., které je ira-
cionalni, jsme se jiz setkali v matematické analyze a vime, zZe je to limita nekonecné
posloupnosti {(1 + L)n}o°

n=1*
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Véta 2.15. Pro vsechna dost velkd prirozend n plati n! ~ /2mn(%)".

s~ . ! v/ 3
Symbol ~ znamen4, Ze hmﬁ%)n = 1. Tedy cisla n! a v2mn(%)" pro dost velka
n vykazuji témér zanedbatelnou relativni chybu. Relativni chyba je vztazena k velikosti
c¢isel. Lisi-li se dvé ¢isla o 100, mlize to byt velka chyba, ale pokud jsou obé vétsi nez

napiiklad 1027, pak je to chyba zanedbatelna.

2.2 Kombinace bez opakovani

Priklad 2.16. Vratme se k prikladu 2.1. V jidelné je volnych jen pét mist, z toho
tTi u mého stolu a dvé u stolu vedlejsiho. Tudiz tti z vySe jmenovanych péti studenti
si budou muset sednout ke mné. Kteri to budou? Kolik existuje riiznych moznosti?

Poznamka 2.17. Nejen Teseni tohoto prikladu, ale struktura celé této kapitoly, by
Vam meéla, vazeni ¢tenafi, pripomenout jednu z neprehlédnutelnych kras matem-
atiky, a sice jeji navaznost. Predvedeme totiz, jak z poc¢tu permutaci bez opakovani

odvodime pocet kombinaci bez opakovani, z poc¢tu permutaci a kombinaci bez opakovani

odvodime pocet variaci bez opakovani a poc¢ty vybért s opakovanim odvodime
z poctil vybéra bez opakovani.

Reseni. Protoze nas zajima pouze, kteri tfi studenti si k mému stolu sednou a ne
na kterou zidli, jde o neuspotrddany triprvkovy vybér (bez opakovani) z pétiprvkové

mnoziny. Pokud preformulujeme otazku do matematické reci, ptame se: , Kolik tfiprvkovych

podmnozin ma pétiprvkova mnozina?“

Pocet triprvkovych podmnozin z pétiprvkové mnoziny oznac¢me x. Budeme chtit,
aby x bylo néjak rozumné odvozeno z jiz znamého poctu vSech permutaci bez
opakovani na kone¢né mnoziné.

Realizujme kazdy vybér triprvkové podmnoziny tak, ze pét prvka puvodni mnoziny

{1,2,3,4,5} seradime vzdy do jedné z 5! moznych posloupnosti a prvky na prvnich
tfech pozicich budou prvky ndmi vybrané podmnoziny (viz obr 2.6). Takto jisté
uskutecnime vybér vsech moznych triprvkovych podmnozin. Bohuzel se ale kazdy
vybér nékolikrat zopakuje. Polozme si otazku: ,,Bude pocet opakovani pro kazdy
vybér stejny a dokdzeme pocet opakovani spocitat?*

Méjme néjakou libovolnou permutaci z 5! moznych. Pokud provedeme libovolnou
ze 3! permutaci pouze na prvnich tfech pozicich, pak vybér zustava stale stejny (viz
obr 2.6). Pokud ke kazdé takové permutaci provedeme libovolnou z 2! permutaci
na poslednich dvou pozicich, vybér zustava opét tentyz. Provedeme-li libovolnou
dalsi z 5! moznych permutaci vyménou potradi takovych dvou prvki, kdy jeden je
na prvnich trech pozicich a druhy na poslednich dvou, pak se vybér zméni! Proto se
kazdy z x vybéru béhem 5! permutaci zopakuje presné 3! - 2! krat, z ¢ehoz plyne, ze
pocet permutaci na pétiprvkové mnoziné je x - 3! - 2. Odtud z - 3! - 2! = 5! a proto
x =25 = 10.

312!
A
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PERMUTACE: [1][2][3] @ ® R BIL® G

VYBERY: {1, 2, 3} {1, 2, 3}
PERMUTACE: [[2]B]® @  [RIBIL® ®
VYBERY: {1, 2, 3} {1, 2, 3}

Obr. 2.6 Ctyri stejné neusporddané vijbéry po 4 riznyjch permutacich

Poznamka 2.18. Vsimnéte si, ze pri feSeni predeslého prikladu jsme jednu a tutéz
hodnotu, pocet permutaci na 5-prvkové mnoziné, pocitali pomoci dvou riiznych
tvah. Zaprvé pres pocet neusporddanych tiiprvkovych vybéru (x-3!-2!), a za druhé
podle vzorce uvedeného v predeslé kapitole (5!). Takové metodeé se ¥ika dvoji pocitani
a je v diskrétni matematice pomérné casto uzivana.

Definice 2.19. Kombinace bez opakovdini na n-prvkové mnoziné X je libovolny
neusporadany vybér nékterych prvka této mnoziny, nebo-li libovolny vybér podm-
noziny mnoziny X.

Definice 2.20. Pocet vsech k-prvkovych neusporadanych vybért z n-prvkové
mnoziny X (pocet vsech k-prvkovych podmnozin mnoziny X resp. pocet vsech
k-prokovych kombinaci bez opakovdni na mnoziné X) pro n 2 k, je (Z), pricemz
vyraz (Z) nazyvame kombinacni c¢islo nebo binomicky koeficient a Cteme jej en nad
kd (nikoliv en nad kdtou). Pocet vSech k-prvkovych kombinaci bez opakovani na
n-prvkové mnoziné také oznacujeme C(n, k).

Poznamka 2.21. Nézev binomicky koeficient dostalo kombinac¢ni ¢islo diky bi-
nomické vété. Pripomenme, 7ze binomickd véta nam rika, jak umocnit dvojclen
(binom) na né&jaky prirozeny mocnitel, a zni takto (a + b)" = >, _, (7)a" b
V diskrétni matematice se binomicka véta také casto uvadi ve specidlnim tvaru
(1+x)" =31, (Z)xk, kde koeficienty mnohoc¢lenu (polynomu) na pravé strané
jsou kombinacni ¢isla.

Véta 2.22. Pro kazdd dvé prirozend n, k, kde n 2 k, plati C(n, k) = (Z) = ﬁlk),

Diikaz. Pocet vsech k-prvkovych neusporadanych vybéri z n-prvkové mnoziny oz-
nac¢ime z. Kazdy k-prvkovy neusporadany vybér provedme tak, ze vSechny prvky
n-prvkové mnoziny postupné usporadame do vsech n! posloupnosti a z kazdé takto
vzniklé posloupnosti vybereme prvnich k prvkia. Kazdy takovy vybér se nam ovsem
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béhem n! permutaci zopakuje presné k!(n — k)!, nebot pokud provedeme libovolnou
z k! permutaci pouze na prvnich k pozicich, pak vybér zustava stéle stejny. Pokud
ke kazdé takové permutaci provedeme libovolnou z (n — k)! permutaci na poslednich
n — k pozicich, vybér ztstava opét tentyz. Provedeme-li libovolnou permutaci, kterd
vymeéni poradi néjakého prvku z prvnich £ pozic s néjakym prvkem na poslednich
(n — k) pozicich, tak se vybér zméni. Kazdy neusporadany vybér se tudiz zopakuje
presné k! - (n — k)! krat. Proto plati = - k! - (n — k)! = n! a pocet vsech k-prvkovych
neusporadanych vybért z n-prvkové mnoziny je r = 24— = (”)

Kl(n—Fk)! k
]

Poznamka 2.23. Dodejme jesté, ze vzorec (Z) = plati i v pripadé, kdy n

nebo £ je rovno nule.

k'(n k)!
Priklad 2.24. Kolik mé 7-prvkova mnozina tii resp. ¢tyrprvkovych podmnozin?
Kolik mé n-prvkova mnozina k resp. (n — k)-prvkovych podmnozin, kde n = k7

Resend. Jde o ti{ resp. étyt prvkové kombinace bez opakovani na 7-prvkové mnoziné,
a proto je vysledek C(7,3) = ( ) resp. C(7,4) = (}). Spoéitejme ob& kombina¢ni
¢isla. Vsimnéme si, ze (;) = 31'1, = 7365 =35 = 4,;, = (Z), pricemz (Z) = (713).

Mnozina s n prvky m4 jisté (Z) k-prvkovych podmnozin a (n’_‘ k) (n—k)-prvkovych

podmnozin. Viimnéme si, ze (}) = k!(:ik)! = (nfz)!k! = (nfk)!(:i(nfk))! = (,2%)-
Identité (rovnosti) (}) = (,",) se iké symetrie kombinacnich ¢isela dé se snadno

obh&jit i slovné. Onéch k prvka z n muzeme vybirat tak, ze bud uré¢ime k prvka

z n, které si VYBEREME, nebo uréime n — k prvki z n, které si NEVYBEREME.

A

Priklad 2.25. Vypocitejte soucet ». (7).
k=0

Reseni. Vime, ze (Z) vyjadiruje pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny.
Proto (le) vyjadiuje pocet jednoprvkovych podmnozin, (;) pocet dvou prvkovych

podmnozin az (Z) pocet n-prvkovych podmnozin. Tudiz soucet i (Z) = (g) + (Tf)—i—
k=0

-+ (Z) vyjadiuje pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny ((8) je rovno 1, coz
odpovidd prazdné mnoziné). My vSak vime, ze pocet vSech podmnozin n-prvkové
mnoziny je 2", nebot jde o pocet prvki potencéni mnoziny néjaké n-prvkové mnoziny.

n
Proto > (}) = 2".

k=0
A

Poznamka 2.26. Mé¢jme n-prvkovou mnozinu X. Symbolem ()k() znacime systém
(mnozinu) vsech k-prvkovych podmnozin mnoziny X. Pozor, na rozdil od kombi-
nacniho ¢isla je nahofe oznaceni mnoziny a symbol reprezentuje systém mnozin,
nikoliv ¢islo.
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Priklad 2.27. Mame néjakou deseti prvkovou posloupnost nul a jednicek (napf.
(0001001101)). Kolik takovych posloupnosti existuje?

Reseni. Vezméme si ¢isla 1 az 10 a néjak je sefadme, tfeba podle velikosti. Z této
usporadané mnoziny (posloupnosti) budeme vybirat podmnoziny tak, ze pod prvky
této mnoziny napiSeme deseti prvkovou posloupnost nul a jednicek (viz obr 2.7).
Jednicka pod prvkem znadi, zZe jej do podmnoziny vybereme a nula, Ze jej do podm-
noziny nevybereme. Dejme si piiklad. Posloupnost (0001001101) reprezentuje podm-
nozinu {4,7,8,10}. Tedy ke kazdé nula-jedni¢kové posloupnosti je pfifazena presné
jedna podmnozina, a ke kazdé podmnoziné presné jedna nula-jednickova posloup-
nost. Proto je takovych posloupnosti presné tolik, kolik je podmnozin mnoziny [1, 10],
a to 210 = 1024.

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10}
0 001 001101 1 00110101 1

Obr. 2.7 Priklady bindarnich posloupnosti, které jednoznacné urcuji podmnoZiny
{4,7,8,10} a {1,4,5,7,9,10} mnoZiny [1, 10]

A

Priklad 2.28. Asistent télesné vychovy chce doplnit 10 uvolnénych mist na lyzarském
zajezdu. M4 prihlaSenych dalsich 27 studenti z vysSich ro¢nikl, mezi nimiz jsou
Petr Vodstrcil a Jiff Bouchala. Asistent ovsem vi, ze urc¢ité Petr Vodstrcil nebo Jiri
Bouchala nepojedou. Kolik ma moznosti jak studenty na uvolnéna mista vybrat?

Reseni. Reseni rozdélime do tii disjunktnich pripadi:

e Oba, Petr Vodstréil i Jiti Bouchala nepojedou. Pak ovSem asistent vybira z 25

studentt deset a vysledek je C'(25,10) = (fg)

e Petr Vodstrcil jede a Jifi Bouchala nejede. Nyni vybird z 25 student devét
a vysledek je C'(25,9) = (295).
e Petr Vodstréil nejede a Jiti Bouchala jede. Vysledek je stejny jako v predeslém
pifpadé, tudfz C(25,9) = (¥).
Celkovs tedy dostiviane (2)-12-(5) = Z+2,8h = 2 (i ]) = 22410 8 —

25-24---16 1 __ 25-24---16 = 1 __ —
D216 L 28216 L — 9311519 - 18 - 17 = 7354710.

A

Priklad 2.29. Rizena bezradné stoji nad osmi krasnymi kozenymi vyrobky v prode-
jné galanterie. Mezi témito vyrobky jsou také rtizové rukavicky a riazova kabelka.
Ma4 si néjaké tii z nich vybrat jako darek k narozenindm a vi, ze pokud si vybere
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razovou kabelku, pak si urcité také vezme riazové rukavicky a naopak, pokud si vy-
bere ruzové rukavicky, pak si urcité také vezme rizovou kabelku. Kolik ma moznosti,
jak si vybrat ony tii darky?

Reseni. Vidime, ze se nam feseni velmi prirozené rozpadne do dvou disjunktnich
pripadu:
6

3) moznosti

e RiiZena si nevybrala ani kabelku ani rukavicky. Pak méa C(6,3) = (
vybéru.

e Riizena si vybrala kabelku i rukavicky. Pak ma ovsem (?) moznosti, jak
k témto dvéma vyrobkiim vybrat posledni.

Celkové tedy ma (g) + (?) = 3?—;3, +6= % + 6 = 26 moznosti.

A

Priklad 2.30. DokaZte, Ze pro kazdé prirozené n a k, n 2 k, plati (}) + (kil) =
_ (n+1
= (k1)
Reseni. Diikaz provedeme odvozenim. Vyjdeme ze sou¢tu na levé strand rovnosti.
n ny\ __ n! n! _ nl(k+1)+n!(n—k) nl(k+14+n—k) _  nl(n+1)
(k) + (k—l—l) Sl T v R ooy ey iy e v il T vyl o 3 T o
_ (n+1)! _ <n+1)
= GO D) — (k1)) — \kt1/-

Pokud si pfipomenete Pascaliv trojihelnik (http://maths.cz/clanky/pascaluv-
-trojuhelnik.html), pak zjistite, ze pravé dokdzany vzorec popisuje princip, jak Pas-
caluv trojuhelnik konstruovat.

A

Pojmy k zapamatovani
— Vyrazu (Z) fikdme kombinacni ¢islo nebo binomicky koeficient a urcuje

pocet k prvkovych neusporadanych vybérta z n prvkové mnoziny.

— () = wsm = n(n—1)--(n—k+1)
k) 7 Kkl (n—k)! ol .

SO=@rOr =2

— (1) = (,",.) (symetrie kombinacniho ¢isla).

k
— () + (kil) = (Zﬁ) (Pascaluv trojuhelnik).

Priklady k procviceni
1. Urcete hodnoty kombinac¢nich éisel (8), (g), (71‘), (”), (g), (g)

n
2. V roviné je 2000 bodu a zaddné tri nelezi na pifimce. Kolik riznych primek jimi lze

prolozit?

Z péti ruznobarevnych (¢ervend, modré, zlutd, zelend, bild) kuli¢ek vybirdme ti. Kolik
mame moznosti, pokud
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3. nechceme vybrat ¢ervenou?

4. urcité chceme vybrat bilou nebo zelenou?

5. chceme vybrat modrou, pokud byla vybrana ¢ervena?

6. chceme vybrat zlutou, pravé tehdy, kdyz budeme mit vybranou ¢ervenou a modrou?

7. Trenér pred fotbalovym zdpasem vybird zalozni fadu do zakladni sestavy. Mezi sedmi
zélozniky je Petr a Jarda. Ze zaloznik®t mé vybrat ¢tyti, pricemz vi, ze Jardu nebo Petra

nevybere. Kolik ma moznosti?

8. Tenisovy turnaj se hraje systémem kazdy s kazdym. Kolik se bude hrat zapasu, jestlize
se turnaje zucastni 21 hraca?

9. Mame n lidi. Jak velké skupinky vybirat, abychom méli co nejvice moznosti?

Kli¢ k prikladiim k procviceni

(n=1) n(n—1)(n-2)
1. 1,1,n, 1, 222 nln=ln=2),

2. 1999000,
(5) =

2 (3)+ () =

w

s

2

8. 210.

9. Oznacime-li velikost skupinky k, pak k = [5].

2.3 Variace bez opakovani

Priklad 2.31. Opét vychézime z prikladu 2.1. Obéd mi stydne, nebof mne pohltila
dalsi avaha. Nejen ze uvazuji, kteri t¥i studenti si ke mné sednou, ale také, kdo si
sedne vedle mné, kdo naproti mné a kdo obsadi zbyvajici misto. Kolik nyni existuje
moznosti?

Reseni. Jde o usporadané triprvkové vybéry bez opakovani z pétiprvkové mnoziny,
nebot nés zajima nejen to, kteri tri studenti si ke mné sednou, ale i jak si sednou.



2.3 Variace bez opakovani

33

Vyberme nejdiive libovolnou triprvkovou podmnozinu ((g) moznosti). Kazdou
vybranou tii prvkovou podmnozinu umime usporadat 3! zpusoby. Celkové tudiz
mame (2)3! = 3‘?—;, -3l = g—: =5-4-3 = 60 moznosti.

A

Definice 2.32. Variace bez opakovini na n-prvkové mnoziné X je libovolny us-
poradany vybér nékterych prvkt mnoziny X, pricemz se zadny prvek v posloup-
nosti neopakuje.

Definice 2.33. Necht n, k jsou prirozena ¢isla a n = k. Pocet vSech k-prvkovych
usporadanych vybért z n-prvkové mnoziny X (pocet vsech k-prokovych variact bez
opakovdni na mnoziné X) budeme znacit V(n, k).

Véta 2.34. Pro kaZdd dvé prirozend cisla n,k, n 2 k, plati V(n, k)
(nf'k)! =n-n—1)---(n—k+1).

(k) k=

Diikaz. Pocet vSech k-prvkovych neusporadanych vybéri z n-prvkové mnoziny je (Z)
a kazdy takovy neusporadany vybér umime usporadat k! zpusoby. Proto je pocet
vsech k- prvkovych uspofédanych vybéri z n-prvkové mnoziny V(n,k) = (Z’)k:' =

n(n—1)---(n—k+1)(n—k)!
= o M = Gl = e == 1) (e = k1),
O
Poznémka 2.35. Vzorec pro vypocet variaci bez opakovani V(n, k) = (Z)k' =
= mot k! = Gl = R = n(n—1) - (n—k+1) plati i v piipads,

zen nebo k je rovno nule.

Priklad 2.36. Kolik existuje prostych (injektivnich) zobrazeni 5-prvkové mnoziny
X do 7-prvkové mnoziny Y7

Reseni. Prosténebo-li injektivni zobrazeni prirazuje ke kazdym dvéma ruznym prvkim

z X dva ruzné prvky z Y. Kazdé prosté (injektivni) zobrazeni 5-prvkové mnoziny
do 7-prvkové mnoziny muzeme chépat jako bijektivni zobrazeni (viz priklad 2.7)
5-prvkové mnoziny X na néjakou 5-prvkovou podmnozinu mnoziny Y.
5-prvkovou podmnozinu mnoziny Y umime vybrat (g) zpusoby a déle vime, ze
pocet bijekei 5-prvkové mnoziny na néjakou 5-prvkovou mnozinu je 5!.
Proto je pocet vSech prostych zobrazeni 5-prvkové mnoziny do 7-prvkové mnoziny
V(7,5)= () -5!=7-6-5-4-3=2520.
A
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Priklad 2.37. Trenér druzstva divéi kopané ma veliky problém. Pro nemoc mu
ze zakladni sestavy odpadly tii hracky na trech dilezitych postech, a to na postu
pravého obrance, a na postech levého a pravého zaloznika. Na sti¥idacce mé 6 nahrad-
nic mezi nimiz jsou Martina Litschmannova a Petra Sarmanové. Kolika zptisoby
muze trenér zakladni sestavu doplnit, pokud vi, ze Martina a Petra nemohou hrat
spolu.

Reseni. ReSeni rozdélime do t¥{ disjunktnich piipadi.

e Martina Litschmannova i Petra Sarmanové nehraji. Pak oviem trenér vy-
bird ze 4 hracek tii ((g) moznosti) a kazdy takovy vybér umi usporadat na
jednotlivé uvolnéné posty 3! zptisoby. Dostéavame vysledek V' (4,3) = (g) 3l =
=4l =24,

e Martina Litschmannova hraje a Petra Sarmanové nehraje. Protoze je Mar-
tina urcité vybrana, tak trenér vybird ze zbyvajicich 4 hracek jen dveé ((;1)
moznosti) a kazdy takovy vybér umi usporddat na jednotlivé posty 3! zpu-
soby a mame vysledek vysledek (g) - 3! = 36.

e Martina Litschmannova nehraje a Petra Sarmanové hraje. Vysledek je stejny
jako v predeslém pripadé, tj. (3) - 3! = 36 moznosti.

Celkové tedy dostavame (g) 3+ 2. (g) -3l =24 + 72 = 96 moznosti.
A

Priklad 2.38. Marcela vybira v obchodé darky k Vanocim a hned také uvazuje,
kde je doma schova. Ma tii vytipované skrysSe a chce koupit c¢tyti darky. Kolika
zpusoby umi doma tyto ¢tyri darky ukryt, kdyz vi, ze do kterékoliv skryse se vejdou
kterékoliv dva darky a vsechny tti skryse chce vyuzit?

Reseni. Ze ¢tyt darki vybereme 3 ((g) moznosti) a ty muzeme do tif skrysi rozmistit
3! zpusoby. Dale mame vzdy 3 moznosti, kam ptidat darek c¢tvrty. Proto celkové
dostavame (g) -3!-3 = 72 moznosti, jak vybrané ctyti darky ukryt.

Je tento postup spravny? Neni!!!

Nebude vsak tézké odhalit, ze nékteré moznosti pocitame vicekrat!

Oznacme si darky ¢isly 1,2,3,4 a skryse pismeny A, B,C. Jedna z (g) -3!-3
moznosti je ta, kdy nejdiive vybereme ¢isla 1,2, 3, rozmistime je do skrysi tak, ze
ljev A, 2jev B, 3jev C,a pak 4 umistime napiiklad do B. Jind z (g) -3!-3
moznosti je napriklad ta, kdy nejdiive vybereme cisla 1, 3,4, rozmistime je do skrysi
tak, ze 1 jev A, 4 je v B, 3 je v C, a pak 2 umistime do B. Jenomze ve skutecnosti
jde o jedinou moznost, nebot v obou pripadech je 1 v A, 2,4v Ba 3 v C.

Ptrirozena otazka, zni: ,,Zapocitavame kazdou moznost do vysledného ¢isla presné

4) 3.
dvakrat?“ Pak by totiz vysledek byl % = 36.
Odpovéd zni ano, nebof vzdy jedno a totéz rozdéleni darkt do skrysi pocitame
dvakrat, podle toho, zda byl darek do skryse, kde jsou nakonec darky dva, umistén

v ramci prvni trojice nebo az dodatecné, jako darek ctvrty.
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Ovérme jesté spravnost predchozi tivahy jinym zptisobem feseni.

Vyberme ze ¢tytr darka dva a z nich vytvorme dvojici ((;l) moznosti), pricem?z
tuto dvojici darkt chapeme jako jeden prvek. Pak takto vzniklou trojici rozmistéme
do skrysf (3! moznostf) a dostavame vysledek (3) - 3! =66 = 36.

A

Priklad 2.39. Trenér ma k dispozici 22 hraca do pole a mezi nimi jsou Petr Berem-
lijski a David Hordk. Kolika zptisoby umi trenér vybrat hrace do zakladni sestavy,
pokud rozlisuje 10 riznych posti (levy, pravy, levy stiedni, pravy stfedni obrance,
pravy, levy a stfedni zaloznik, pravy, levy a stfedni utoc¢nik), a pokud vi, ze kdyz
bude hrat Petr Beremlijski, pak bude hrat i David Hordk. O kolik vice by mél
trenér moznosti, pokud bychom v tloze vynechali podminku ,kdyz bude hrat Petr
Beremlijski, pak bude hrat i David Horak“?

Reseni. Podminka této tlohy ,kdyz bude hrat Petr Beremlijski, pak bude hrat
i David Hordk“ mé tvar implikace a musime tedy dévat pozor abychom spravné
stanovili jednotlivé disjunktni piipady, které prichézeji v tvahu. Casta chyba byva
ta, ze si implikaci vylozime jako konjunkci, pak by ovsem podminka znéla ,bude
hrat Petr Beremlijski i David Horak®.

e Predpokladejme, Ze hraje Petr Beremlijski. Pak ovsem musi hrat také David
Hordk. Proto bude trenér vybirat uZ jen 8 hrécii z 20 ((%) moznosti). Viechny
vybrané pak umi na 10 rtznych posti umistit 10! zptisoby. Vysledek tedy je

20
(%) - 100

e Petr Beremlijski nehraje. Pak ovSsem David Hordk muze, ale nemusi hrét.
Pokud bude trenér vybirat 10 hraca z 21 ((il]) moznosti), tak jsou v tomto
¢isle zapocitany obé moznosti, a to, ze David hraje i nehraje. Vybranych 10

/vo , s .7 o , o o s 21
hraca pak trenér umisti na 10 ruznych postu 10! zptsoby. Dostavame (10) -10!
moznosti.

Celkové ma proto trenér (2) - 10! + (%) - 100 = (19-17-14-13-3 -2 +
+19-17-15-13 - 2)10! = (352716 + 125970)10! = 478686 - 10! = 1737055756800
moznosti. Toto ¢islo jsou témér dva biliény! Jen pro predstavu, nase galaxie mé po-
dle nejnovéjsich odhadu asi 1 bilién hvézd (diivéjsi odhady byly 0,1 az 0,4 biliénu
hvézd).

Spocitejme jesté pocet moznosti bez uvedené podminky a porovnejme s predeslym
vysledkem.

Trenér bude vybirat 10 hracu z 22 ((fg) moznosti), a ty usporadd vzdy na 10
riznych postii (10! moznosti). Celkové tudfz dostdvame (32)10! moznosti. Rozdil
téchto dvou vysledki je (32)100 — (7)) - 10! — (%) - 10! = (322, — 2 — 22)10! =

10 9991 012.91—90 20'10!12! 10!11! 812!
1—-12-211—90-20! 1-12-211—90-20! .21—12-21—90)-20!
_ 221-12.211-90 20.10! — 221-12-211—-90-20! __ ( ) — (22 .21 — 12 .21 —

10!12! 12! 12!

—90)-20-19-18-17- -16-15-14-13 = 120-20-19-18-17-16-15-14-13 = 609493248000.
Pocet moznosti se zvysi o vice nez pil biliénu.
A
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Pojmy k zapamatovani

— Cislo V(n, k) uréuje pocet variaci bez opakovani, pricemz jde o uspoié-
dané vybéry k prvku z n-prvkové mnoziny (k < n).

—PlatiV(n,k):(Z)-k!:(717_‘—!,6)!:n-(n—1)-(n—2)---(n—k‘+1).

— Pocet vSech prostych zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny;,

n 2k, jeVin,k).

Priklady k procviceni

1. Tenisového turnaje se ucastni 8 hracu. Kolik je moznych ruznych poradi na stupnich
vitéza?

Vlajka mé byt sestavena ze t¥{ riiznobarevnych vodorovnych pruht. Jsou k dispozici
latky barvy cervené, modré, ¢erné, zluté a bilé. Kolik raznych vlajek je mozné sestavit,
pokud:

2. ma byt modry pruh uprostied?

3. nema byt dole pruh c¢erveny?

4. bude dolni pruh ¢erveny nebo horni pruh ¢erny?

5. bude néktery pruh bily a néktery zluty?

6. bude néktery pruh modry nebo néktery zluty?

7. bude mit néktery pruh bily, bude-li na ni néktery pruh cerny?

8. V druzstvu jsou 4 divky, 3 chlapci a na slavnostni nastup maji byt trenérem vybrani 3
chlapci a 3 divky, s tim, ze budou stat v fadé a zadné dvé divky nesmi stat vedle sebe.
Kolik ma trenér moznosti, jak naaranzovat slavnostni nastup?

Kli¢ k prikladdm k procviceni
1. 336.
2. 12.

5.(3)-31=18
6. (2 (3) + (3) 3 = 54
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8. ((3) -31)2 = 576.

Poznamka 2.40. Jisté jste si vSimli, ze v fesenych prikladech jsme obcas pocty
dvou riaznych vybéru scitali a obcas nasobili. V kazdém prikladé jsme ovSem pfesné
argumentovali pro¢ s¢itame a proc¢ nasobime. Zkusme nyni tyto argumenty zobecnit
ve dvou nasledujicich vétach.

Véta 2.41. (Pravidlo souctu) Jestlize existuje ny viybéri daného typu provedenijch
jednim zpusobem a no vybéri provedenych druhym zpiusobem, pricemz Zadnjyj z téchto
vybéri nelze provést obéma zpisoby, pak existuje praveé nq+no vybéri daného typu.

Véta 2.42. (Pravidlo soucinu) Méjme vyber, ktery se sestdvd ze dvou podvybérii.
Jestlize pruni podvybér muzZeme provést ny zpusoby a druhy vybér nog zpisoby,
pricemz pocet zpusobu jednoho podvybéru nezdvisi na volbé druhého podviybéru, pak
existuje ny - ng vybéry daného typu.

2.4 Permutace s opakovanim

Priklad 2.43. Ve ctvrtek jsem dostal e-mail jehoz predmét byl ,Dotaz k DIM*
a adresa ,anadananad@seznam.cz“. Byl jsem prekvapen, nebot zadného blizkovy-
chodniho studenta jménem Anadan Anad tento rok neucim, tak pro¢ se mne pta
na néco z diskrétni matematiky? A tu mne to trklo! To je pfece anagram jména
Dana Nadand (tu letos opravdu uéim), pficemz je zanedbana diakritika a jméno
a prijmeni jsou spojeny. (Pfipomenme, ze anagramem slova rozumime néjaké slovo,
které vznikne z daného slova pouze libovolnou vyménou poradi pismen.) Thned mne
napadlo, kolik takovych anagramii by Dana mohla vytvorit pro svou e-mailovou
adresu?

Reseni. Klademe si tedy otézku: Kolik anagramt méa slovo dananadana?“

Zvolime metodu dvojiho pocitani a pocet anagramu oznac¢ime x. Nase slovo se
sklada z deseti pismen, pricemz a se v ném vyskytuje 5 krat, n tfikrat a d dvakrat.
Rozlisme pismena pomoci dolnich indexti takto: dyainiasnsasdsasngas. Dostavame
10 ruznych znaku a ze slova dijainiasnsazdsasnzas jsme schopni vytvorit 10! ana-
graml.

Nyni si predstavme, ze mame néjaky anagram slova dananadana bez rozliseni
stejnych pismen a ptejme se, kolik z néj umime vytvorit riznych anagrami slova
d1a1n1a2n2a3d2a4n3a5.

Pismena a mtzeme na jejich pozicich oindexovat 5! riznymi zpiisoby. Ke kazdému
pevnému oindexovani acek muzeme oindexovat m na svych pozicich 3! zpusoby
a konecné, ke kazdému pevnému oindexovani a a n mizeme oindexovat d na svych
pozicich 2! zptisoby. Z jednoho anagramu slova dananadana tedy vznikne 5! - 3!- 2!
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anagramu slova dya;niasnqasdsasnsas. Proto pocet vsech anagrami slova dyai;niasnsasdsasnzas

je x-5!- 320

Z vyse uvedeného plyne, ze x - 5! - 3!- 2! = 10!, odtud =z = #0,'2, = 2520.

Definice 2.44. Permutace s opakovdnim na n-prvkové mnoziné je libovolné us-
poradani prvkl této mnoziny, pricemz se kazdy prvek v takto vzniklé posloupnosti
vyskytuje predepsany pocet krat.

Definice 2.45. Pocet vSech permutaci s opakovanim na n-prvkové mnoziné X =
={x;:i=1,2,...,n}, kde se kazdy prvek x; € X pro i = 1,2,...,n vyskytuje
v permutaci m; krat, budeme znacit P(mq,ma, ..., m,).

Véta 2.46. Necht m; € N pro kazdé i = 1,2,... ,n. Potom P*(my,mg,...,m,) =
_ (mi+mao+-+my)!
_ milma!l--mn!

Poznamka 2.47. Dodejme, ze véta 2.46 plati i v pripadé, ze nékteré m; = 0.

Diikaz této véty je dosti technicky, a proto jej predkladdame pouze zajemctim.

Pro zajemce:

Diikaz. Necht X* = {x1,z2,...,2,} je multimnozina, kterd obsahuje m; € N kopii prvku
x; pro kazdé i = 1,2,...,n. Nazvéme S mnozinu vSech posloupnosti vytvorenych ze vSech
prvki z X* a oznaéme xz = |S|. Nyni pro kazdé i = 1,2,...,n rozlisime kopie prvku
x; pomoci hornich indexi takto: a:il, x?, o,z S8 oznacime mnozinu vSech posloupnosti,
které vzniknou ze vsech prvka a:f ,kdei=1,2,...,naj=1,2,...,m;. Kazda posloupnost
z S’ obsahuje my + mgy + - - - + m,, riznych prvki, a proto |S’| = (my +ma + -+ - + my)L.
Z kazdé posloupnosti z S vznikne presné mq!ms!...m,! ruznych posloupnosti z S/, nebot
kazdy prvek x; na m; pozicich v posloupnosti z S muzeme vzdy oindexovat m;! riznymi
zpusoby a z kazdych dvou rtznych posloupnosti z S vzniknou dvé disjunktni podmnoziny
S’ o mohutnosti my!ms!...my!. Proto z - (mq! - ma!---my!) = (my +ma + -+ + my)\.
A odtud g = (matmatdma)t

myl-mal-my!

O]

Definice 2.48. Cislu (m:ntfﬁ;ﬁ::@m!")! rikdme multinomicky koeficient a také jej

)7P0kUdm1+m2+"-+mn:m.

m
M1,M2,...,Mn

znacime (
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Poznamka 2.49. Uvedme multinomickou vétu. Rika ndm, jak umocnit mnohoclen
na prirozeny mocnitel a zni takto

m
(I1+I2+'~'+In)m: § : ( >x1m1x2m2,..xnmn’
n my, Mo, ..., My
mi,...,mp€N, > m;=m
1=1
kde x1, xs, ..., 2, € R am je kladné prirozené ¢islo. Vidime, Ze v multinomické vété

figuruje vyraz ( a odtud nazev multinomicky koeficient.

ml,mg,...,mn)

Priklad 2.50. Kolik anagramii ma slovo ABRAKADABRA?

Reseni. Mame-li spocitat viechny anagramy zadaného slova, mame vlastné zjis-
tit, kolik existuje posloupnosti s prvky A, B, D, K, R, pricemz vime, ze prvek A se
v posloupnosti vyskytuje 5 krat, prvek B dvakréat, prvek D jednou, prvek K jednou
a prvek R dvakrat. Jde tudiz o vybér s opakovanim, pricemz pocet kopii kazdého
prvku je znam a na potadi zalezi. Typicky priklad na permutace s opakovanim, staci
proto jen dosadit do obecného vzorce. P*(5,2,2,1,1) = 6?;;;;!1;{1)! = 11'102'?2'8'7'6 —
=11-10-9-7-6 -2 = 83160.

A

Priklad 2.51. Kolik anagramtt ma slovo ABRAKADABRA, pokud

e zacinaji a konci pismenem B?

e zacCinaji nebo kond¢i pismenem B?

e které neobsahuji BB (dvé B po sobé)?

e které neobsahuji AA?

e ve kterych pismeno K predchazi pismenu D?
Reseni. Slovo obsahuje presné dvé B, kterd maji pevné umisténi na zacatku a na
konci slova. Zbyvajici pismena, tj. 5 krat A, dvakrat R, jedenkrat K a jedenkrat D

mohou libovolné ménit poradi na zbyvajicich deviti pozicich. Tentokrat jde o per-

mutace s opakovanim P*(5,2,1,1) = BTN — 9876 — g.8.7.3 = 1512,

Zkusenost s predeslymi Tesenymi priklady nam napovida, ze pokud se ve for-
mulaci prikladu objevi spojka ,nebo“, pak je dobré provést rozklad na disjunktni
pripady.

e Anagramy, které maji na zac¢atku B, ale na konci B neni (typ 1).
e Anagramy, které na zacatku B nemaji, ale na konci B je (typ 2).

e Anagramy, které maji na zac¢atku i na konci B (typ 3).

Spocitejme anagramy typu 1. Jedno pismeno B je pevné fixovano na prvni pozici
a na posledni pozici mohou byt pouze pismena A, D, K, R. Predpokladejme, ze
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na posledni pozici je A. Pak na zbyvajicich deviti pozicich permutuji (méni pofadi)
¢tyfi A, dvé R, jedno B, jedno D a jedno K. Dostavame vysledek P*(4,2,1,1,1) =
= %1 =9.8.-7-5-3 = 7560. Predpokladejme, ze na posledni pozici je D.
Potom na zbyvajicich deviti pozicich permutuje pét A, dvé R, jedno B, jedno
K. Vysledek tudiz je P*(5,2,1,1) = 1512. Pokud bychom predpoklddali, Ze na
posledni pozici je K, dostaneme tentyz vysledek, tzn. P*(5,2,1,1) = 1512. Zbyva
jesté predpokladat, ze na posledni pozici je R. Potom obdobnou tvahou obdrzime
vysledek P*(5,1,1,1,1) = g—i =9-8-7-6 = 3024. Anagramu typu 1 je tudiz
7560 + 2 - 1512 + 3024 = 13608.

Snadno ovérime, ze anagrami typu 2 je stejné jako anagramu typu 1, tzn. 13608.
7 vyse vypocitaného plyne, Ze anagramu typu 3 je 1512 a mame konecny vysledek
213608 4+ 1512 = 28728.

Nyni uré¢ime pocet anagramu, které neobsahuji BB tak, Zze vypocitame pocet
anagramu, které BB obsahuji, a toto ¢islo odecteme od poc¢tu vSech anagramu (viz
piiklad 2.50). Vytvorme z dvou pismen B novy znak BB. Budeme se ptat, kolik
existuje anagramu slova, které obsahuje znak BB, pét A, dvé R, jedno D a jedno
K. Odpovéd je snadnd P*(5,2,1,1,1) = 15120. Tudiz anagramu, kde B se vyskytuji
vedle sebe je 15120 a konec¢ny vysledek je 83160 — 15120 = 68040.

Mnohym by se mohlo zdat, ze pocet anagramu, kde se nevyskytuje AA zjistime
velmi podobné jako pocet anagrami, které neobsahuji BB. Chyba lavky, obdobny
postup by vedl k fatdlnim chybam! Predesly postup je mozné pouzit pouze tehdy,
jsou-li ve slové pouze dvé zminénd pismena, le¢c v ABRAKADABRA je pismeno
A pétkrat.

Popisme si chybu, které bychom se dopustili. Pokud bychom ze dvou A vytvorili
novy znak AA, pak bychom napiiklad anagramy A AA BRKDRAAB a anagram
AA A BRKDRAAB povazovali za ruzné, nebof v prvnim je znak AA zarazen jako
druhy, zatimco ve druhém jako prvni. AvSak vidime, Ze jde o jeden a tentyz anagram.

Zvolime proto jiny postup a vypocitdme anagramy bez AA piimo. Vezméme
vSechna pismena slova ABRAKADABRA vyjma A. Mame dvakrat B, dvakrat R,
jednou D a jednou K. Z téchto pismen vytvorime P*(2,2,1,1) = 2?—;, = 180 ruznych
slov. Aby se zadna dvé A nevyskytla vedle sebe musime vSech pét A umistit do
jednotlivych mezer ptred, za a mezi pismeny (do kazdé mezery nejvyse jedno A).
Protoze je pismen 6, mezer musi byt 7. Vybirdme tedy ze sedmi mezer pét tak,
abychom do nich mohli umistit vSechna A, coz dava (g) = (;) = 21 moznosti. Ke
kazdému slovu slozenému z pismen B, R, D, K, (téch je 180) existuje 21 moznosti
jak umistit pét A. Vysledek tudiz je 21 - 180 = 3780.

A jsme u posledni ¢asti prikladu. Zjistime kolik je anagramt, kdy K predchazi D.
K iD se ve slove ABRAKADABRA vyskytuji pfesné jednou, coz ulohu zjednodusuje.
Pokud by K bylo na prvni pozici, pak existuje 10 moznosti, kde mize byt D, bylo-li
by K na druhé pozizi, mame 9 moznosti pro umisténi D atd., bylo-li by K na desaté
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pozici, existuje jedind moznost, jak umistit D. Mame tudiz 10 +9+8+--- 4+ 1 =
= 29(10 + 1) = 55 moznost{ jak umistit K a D tak, ze K pfedchdzi D. Ke kazdému
pevnému umisténi K a D, mizeme zbyvajici pismena na zbyvajicich deviti pozicich
libovolné permutovat, tj. P*(5,2,2) = %:2, = 9'2:;'6 =9.7-6-2 = 756 moznosti.
Odtud vysledek 55 - 756 = 41580.

Dalo by se ziejmé ocekavat, ze anagramii, kde K predchazi D, je presné tolik jako
anagrami, kde D predchazi K. Skutecné, nebot uvazujeme-li libovolny anagram,
kde K predchazi D, tak pravé vymeénou téchto pismen na jejich pozicich dostaneme
presné jeden z anagrami, kde D predchézi K. Vysledek tudiz lze urcit také tak, ze
celkovy pocet anagramt délime dvéma a dostaneme 83160 : 2 = 41580.

A

Pojmy k zapamatovani

— Cislo P(my,my,...,m,) uddvd pocet permutaci s opakovanim, jde
o uspofadané vybéry VSECH my + ma 4+ - - - +m,, prvki multimnoziny
X*, pricemz vime, ze multimnozina X* ma n raznych prvki a prvni
prvek ma m; kopii, druhy ms kopii az n-ty prvek m,, kopii.

‘ _ m _ m! N E
— Plati P(mq,ma,...,m,) = (mlQOn) = et el my 4+ ma +
+... My, =m.
~7 | s 7 . . , .
— Cislo (m1 m;” - ) = el Se nazyva multinomicky koeficient.
’ ey Min : : n:

Priklady k procviceni
1. Kolik existuje anagramii slova MISSISSIPPI?

2. Kolik existuje osmimistnych ¢isel, ktera obsahuji t¥i nuly, ¢tyri jednicky a jednu dvojku?

Meéjme 4 cervené, 3 zluté, 2 modré a 2 bilé koralky. Kolika riiznymi zplisoby je miizeme
navléci na nit (nit si predstavte jako tsecku, konce nebudeme spojovat), pokud

3. chceme, aby prvni tii koralky byly ¢ervené?
4. chceme, aby prvni 2 byly cervené a posledni 2 byly zluté?
5. chceme, aby po dvou Cervenych bylo na obou koncich a uprostied byl jeden zluty?

6. chceme, aby na zacatku a na konci byl presné jeden zluty? (Nesmi byt dalsi zluty na
druhé nebo predposledni pozici!)

7. chceme, aby vedle sebe nebyly nikdy dva Cervené?

8. chceme, aby byly vedle sebe nejvyse dva cervené?
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9. Zaklinadlo pro zménu pocasi ve filmu Rumburak zni RABERA TAREGO. Kolik exis-
tuje anagrami tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov? Kolik existuje
dvojslovnych anagramu tohoto zaklinadla? (Slovo muze obsahovat i jediné pismeno.)

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. 34650.

2. 175.

8!
3. 31212111

7!
4. 21212111~

6!
5. 9.

6. %_2%;2!:72-6‘10.
7! 8
7. 312027 (4)~

8. g - ((3) +3() + G)-

9. 6652800, 73180800.

2.5 Kombinace s opakovanim

Ctyii z péti kardiologti, neurologti a psychiatri fikaji, Ze se mé postmoderni a postin-
dustridlni clovék v 21. stoleti predevsim chranit proti stresim, které jsou v ném
samovolné vyvolavany premrsténou délbou prace, zaplavou informaci a urbanizo-
vanym prostiedim, ve kterém Zzije.

Je zfejmé, Ze nejucinnéjsi formou protistresového boje je primérené sportovani,
zvlasté pak intenzivni pohyb v exhalaty nezatizené krajiné.

Jiz méné zrejmé vsak je, ze dobré protistresové opatieni je také navlékani koralku!
Pii manipulaci s jednotlivymi koralky totiz dochazi k prijemnym akupresurnim
vzruchum v koneccich prstii, jez jsou dostredivé vedeny a nasledné harmonizuji celou
nervovou soustavu, ¢imz navozuji prijemny meditativni stav a ¢lovék velmi uc¢inné
relaxuje.

Priklad 2.52. Bylo pochmurné, vétrné odpoledne. Chystam si koralky k navlékani,
a to tak, ze jsem si zcela ndhodné vybral 9 koralki, které se volné povalovaly na
posteli. Védeél jsem, ze jsou vSechny stejného tvar, jsou v péti barvich (Cervena,
zluta, modra, zelend, bild) a v kazdé barvé jich je alespon patnéct.

Véazeni ctenari, ted uz mozna i pratelé, nechcete tu otdzku polozit za mne? Ano,
ano, spravné! Kolik méme moznosti, jak onéch 9 koralkt vybrat?

Resend. V tomto ptipadé jde o vybéry neuspoiddané (navlékat se bude aZ za chvili,
nyni probfhd pripravna faze). Je-li vybér neusporddany, mizeme si jej usporadat
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jak chceme. Stanovme poradi zleva doprava naptiklad takto: cervené, zluté, modré,
zelené a nakonec bilé kulicky. Na obrazku 2.8 vidime jeden z moznych vybért a jeho
usporadani. Pripomenme, ze muzeme vybrat vSech devét koralkl i v jediné barve,
nebot jich mame v kazdé barvé dostatek (alespon 15).

PUVODNI VYBER: . . @ . . @ . @
uspoiinint @ @ © @ @ @ @ @
sezoarev: O O|O]OOO[OO|O

Obr. 2.8 Zndzorneni jednoho neusporadaného vybéru kordalki

Kazdy takovy vybér lze popsat i bez pouziti barev. Pokud oddélime cervené od
zlutych, zluté od modrych, modré od zelenych a zelené od bilych vzdy tzv. prepazkou
(svisla oddélujici ¢ara, viz obr 2.8), pak mizeme vymazat barvy a dostaneme posloup-
nost 9 nebarevnych kulicek a 4 prepazek, pficemz kulicky jsou rozdéleny ctyrmi
prepazkami do péti skupin.

Ano, samozrejmeé, kazdéa takova posloupnost 9 kulicek a 4 prepazek nam vlastné
symbolizuje pfesné jeden mozny vybér. (Poznamenejme, Ze pokud se napriklad
prvni, druha a treti prepazka v tetézci vyskytuji bezprostfedné vedle sebe, tak
kulicky ve zluté a modré barvé nebyly viibec vybrany.) Tudiz, kolik je takovych
posloupnosti, tolik je moznych vybéru. Ale kazda posloupnost vznikne tak, ze z 944
objektt vybereme 4 a ty prohlasime za prepazky, pricemz zbyvajici objekty budou
kulicky, viz obr 2.9! Z ¢ehoZ plyne, Ze posloupnosti je (*+*) = 18121140 — 13.17.5 =
= 715 a presné tolik je i moznych vyse uvedenych vybéri.

OBJEKTY: DDDFFDFDDFDDD
vyBER PREPAZEK: [ [T | | OO | OO0 | OO0
|

KONECNY VYBER: O O O Ol OO |1 OO0

Obr. 2.9 Reprezentace vybéru 3 cervenych, Zddného Zlutého, jednoho modrého, 2
zelengjch a 3 bilych kordlki

A

Definice 2.53. Kombinace s opakovdnim na multimnoziné X*, ktera ma n riznych
prvku kazdy v alespon k kopiich, je néjaka k-prvkova podmultimnozina X*.

Definice 2.54. Pocet vsech k-prvkovych kombinaci s opakovanim na multimnoziné
X* s n ruznymi prvky (kazdy v alespon k kopiich) oznac¢ime C*(n, k).
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Véta 2.55. C*(n, k) = ("+k_1) = (”+k_1) pro kazdé prirozené n, k.

n—1 k

Diikaz. Prevedme ditkaz této véty do teci prikladu 2.52. Mame koralky v n rtiznych
barvach a v kazdé barve alespon k koralkt. Kolika riznymi zptisoby umime vybrat
k koralku? Jde o neuspordadany vybér s opakovanim, pricemz kazdy prvek se muze
opakovat az k krat. Kazdy takovy vybér popisuje presné jedna posloupnost s k
kulickami, n — 1 prepazkami a naopak. Zjistime pocet takovych posloupnosti. Mame
n + k — 1 objektld a z nich vybereme n — 1 objektu jako prepazky a zbyvajicich k
objektt prohlasime za kulicky. Takovych vybért, a tedy i posloupnosti je (”+k_1) =

n—1
= (ot ) = ()
0]

Priklad 2.56. Kolika zptsoby lze vybrat kordlky k navlékani (viz priklad 2.52),
pokud:

e nechci zadny cerveny koralek?
e chci alespon 4 cervené koralky?
e chci alespon 2 zluté a 2 modré koralky?

e chci z kazdé barvy alespon jeden koralek?

Reseni. Koralky budeme fadit podle barev stejné, jako v prikladu 2.52.

Vybirame 9 koralka tak, aby zadny nebyl ¢erveny. Tudiz budeme mit koralky
v nejvyse 4 barvach. Kazdy takovy vybér proto symbolizuje posloupnost s deviti ko-
ralky a pouze tremi prepazkami, nebot na oddéleni ¢tyr barev ndm staci 3 prepazky.

, cL 943\ _ 12y _ 121110 _ _

Ale takovych posloupnosti je ( 3 ) = (3) = =5 =11-10-2 = 220.

Chceme-li mit ve vybéru alespon Ctyti cervené koralky, znamena to, ze do posloup-
nosti pred prvni prepazku ddme néjaké 4 koralky. Zbyvajicich 5 koralk pak libovolné
rozdélime mezi ¢tyti prepazky (viz obr 2.10). Zajima néas tudiz pocet posloupnosti

s péti koralky a ¢tyfmi prepazkami, jenz je (524) = (Z) = 9;1%—26 = 126.

PREDVYBER: O O O O || | |
DODATKOVY VYBER: Ol 101000 |
KONECNY VYBER: O OO QO | | O 1 OO0 |

Obr. 2.10 Reprezentace neusporddaného vyberu & cervenych, Zddného Zlutého, jed-
noho modrého, tri zelenych a Zadného bilého koralku

Chceme-li mit ve vybéru 2 zluté a 2 modré koralky, pak musime mit v posloup-
nosti mezi prvni a druhou prepazkou dva koralky a mezi druhou a treti také dva
koralky. Pocet vsech rozdéleni zbyvajicich 5 koralkti mezi ¢tyti prepazky nam popisi
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\ié%%?gf Eols;cgupnosti s péti kordlky a ¢tyfmi prepazkami, téch je (524) = (Z) =

132 :

Chceme-li mit v kazdé barvé alespon jeden koralek, vytvorime nejdiive posloup-
nost, kde mezi kazdymi dvéma, pred prvni a za posledni prepazkou je vzdy po
jednom korédlku. Takto méame rozdéleno 5 kordlki. Zbyva rozdélit ¢tyti koralky mezi
Styti prepazky, tj. (*1*) = () = 85% = 70 mo#nosti.

A

Priklad 2.57. Kolik existuje sou¢tt xy + z9 + 3 + x4 = 15, kde je bud x; € Ny
nebo z; € N pro kazdé i = 1,2, 3,47 (Soucty napriklad 0+7+3+5a7+5+0+3
povazujeme za ruzné, i kdyz obsahuji tatéz cisla.)

Reseni. Predstavime-li si, Ze mame 15 kuli¢ek a chceme je rozdélit do ¢tyi skupin
tak, ze jednotlivé skupiny oddélime tremi prepazkami, pak kazdé takové rozdéleni
symbolizuje pTesné jeden ze souétl x; + x2 +x3+ 24 = 15, kde z; € Ny. Nebot pocet
kulicek pred prvni prepazkou je prvni, pocet kulicek mezi prvni a druhou prepazkou
je druhy, pocet kulicek mezi druhou a treti prepazkou je treti a pocet kulicek za
treti prepazkou je ¢tvrty scitanec.

Poznamenejme, zZe pokud by napt. mezi druhou a tieti prepazkou nebyla zadna
kulicka, pak x3 = 0, coz je mozné, nebot z; € Nj.

Soucti je tudiz presné tolik, kolik je posloupnosti s 15 kulickami a tfemi prepazkami,

ale téch je ('°%) = () = 183218 = 3.17- 16 = 816.
Pokud z; € N, pak x; = 1. Kazdy takovy soucet by tedy byl symbolizovan
posloupnosti s 15 kulickami a 3 prepazkami, pricemz mezi, za a pred prepazkami je
vzdy alespon jedna kulicka. Kolik je takovych posloupnosti?
Vezméme nejdrive ¢tyti kulicky a dejme po jedné pred, za a mezi prepazky. Zbyva
o . RV Iy . oo 1143\ (14Y 141312
rozdélit 11 kulicek mezi tti prepazky. Uz vime, ze existuje ( 3 ) = (3) = =5 =
=14-13-2 = 364.

Ukazme si jesté jiny zpiisob Teseni druhé céasti prikladu. Je zfejmé, ze souctii
1+ T+ w3+ 14 —4=15—4, x; € N, je presné tolik, kolik je soucti x; + xo + x5+
+ 24 = 15, 2; € N. Prvnf soucet muzeme prepsat takto: (zq — 1) + (2 — 1) + (23 —
— 1) + (x4 — 1) = 11 a zvolit substituci y; = z; — 1. Pak ovSem dostaneme soucet
Y1 + Yo +y3 + ys = 11, kde y; € Ny. Sc¢itance mohou byt i nulové! Z ¢ehoz plyne, ze
souctl y; +yo +y3 +ys = 11, kde y; € Ny je presné tolik, kolik existuje posloupnosti
s 11 kulickami a 3 prepazkami bez jakychkoliv dal$ich podminek (pfepazky mohou
byt i vedle sebe). A mame vysledek (11+3) = 364.

3
A

Pojmy k zapamatovani

— Cislo C*(n, k) urc¢uje pocet vSech kombinaci s opakovanim, jde o neuspora-
dané k-prvkové vybéry z multimnoziny X*, ptricemz vime, ze X* ob-
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sahuje n rtznych prvka kazdy v alespon k kopiich. Kazdy prvek ve
vybéru se mize opakovat libovolny pocet krat, nejvyse vsak k krat.
— Plati C*(n, k) = ("777").
— Souctu typu xy + o + -+ x, = k, kde n, k € N a z; € Ny pro kazdé
i=1,2,...,n,je C*(n,k).

' Priklady k procviceni

1. V automatu na napoje jsou ¢tyii druhy nealkoholickych napoji, Coca cola, Magnesia,
Kofola a Sprite, od kazdého druhu alespon devét lahvi. Béhem prestavky bylo koupeno
8 napoji. Kolika riznymi zplsoby se to mohlo stat?

2. Kolik existuje souctit aj + as + a3 + aq + a5 = 26, jestlize pro kazdé i = 1,2, 3,4, 5 plati
a; € N, a; g 37

3. Kolik existuje souctti a; +ag + -+ a, =k, k,n € N, jestlize pro kazdé i =1,2,...,n
plati a; € N?

4. Kolik existuje souc¢ta a1 +ag +---+a, =k, k,n € N, jestlize pro kazdé : =1,2,...,n
plati a; € N, a; > 47

V osudi je libovolny koneény pocet micki. Na nich jsou natisténa ¢isla (na kazdém
jedno), 3,7,23 a 97. S kterymkoliv z téchto ¢tyt ¢isel je v osudi alespon 100 micki.
Vytahneme z osudi osm micki, pricemz nam nezalezi na poradi. Kolik existuje riznych
moznosti, pokud

5. chceme alespon pét micku s ¢islem 77

6. nechceme zadny micek s ¢islem 237

7. chceme alespon jeden micek s ¢islem 3 nebo 977

8. chceme pfesné ¢tyii micky s ¢islem 23.

((fé Kli¢ k prikladim k procviceni

1. 165.

2. 1365.

w

(",

e

(n—l—];—_E)ln—l).

5. 20.

6. 45.



2.6 Variace s opakovanim

7.2-(5) + (3) = 72 + 84 = 156.
8. 15.

2.6 Variace s opakovanim

Priklad 2.58. Hledim pres kalnd okna do kalného rana a tikdm si, kolika zpit-
soby mohu navléknout nachystané koralky (viz piiklad 2.52), pokud uvazuji vSechna
mozna ,nachystani“; tzn. vSechny mozné neusporadané vybéry?

Resend. Dejme tomu, Ze mame néjaké jedno konkrétni ,nachystdni“ (neusporédany
vybér), napriklad 3 cervené, 4 zluté, 1 modry, zadny zeleny a jeden bily koralek.
Pti navlékani budeme rozlisSovat rizna potradi a vime, kolikrat se ktery koralek
bude opakovat. Cili jde o typickou tlohu na permutace s opakovanim. Tudiz pocet
moznych navléknuti pro nase konkrétni ,nachystéani“ je P*(4,3,1,1,0) = ﬁiom'

My ovsem chceme zjistit pocet moznych navléknuti pro vsechna myslitelna ,na-
chystani“. Zkusme je vsechna obecné popsat.

Uvazujme takto, vybrali jsme m, cervenych, mso zlutych, ms modrych, my ze-
lenych a ms bilych kordlki, kde kazdé m; € [0,9] (mizeme vybrat pouze 0 az 9 ko-
ralka v jedné barvé). Potom ovsem musi také platit, ze my +mo+ms+my+ms = 9,
nebot dohromady mame vybrano 9 koréalk.

Odtud plyne, Ze pocet vsech navléknuti je

9!
Z 5 ml!mzlm3!m4!m5!
m1,m2,m3,m4,m5€[0,9],i§1m¢:9

Uvédomme si, ze vySe uvedena suma ma tolik sc¢itanci, kolik existuje souctu
mi+my+mg+my+ms =9, kde m; € Ny, a téch je (V1%) = (1) = 21210 — 715,
Proto by byl vypocet nesmirné pracny!

Nepodari se ndm pocet navléknuti pti vSech moznych ,nachystanich“ urcit néjak
rozumnéji?

Zkusme uvazovat jinak, nebudeme si koralky nejdiive chystat, ale budeme je
ihned navlékat. Kolik mame moznosti, jak zvolit prvni koralek? Pét, nebof mame
kordlky v péti barvach. Kolik moznosti mame, jak zvolit druhy kordlek ke kazdé
pevné volbé prvniho? Opét pét, tedy celkové 5 - 5 moznosti. Tuto tvahu miizeme
stale opakovat, az dosp&jeme k vysledku 5-5---5 = 5 = 1953125.

9

Definice 2.59. Necht n,k € N a n,k = 1. Variace s opakovdnim na n-prvkové
mnoziné X je néjaka k-prvkova posloupnost vybrand z mnoziny X, a kazdy prvek
mnoziny X se v ni muze opakovat libovolny pocet krat, nejvyse vsak k krat.
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Definice 2.60. Pocet vsech k-prvkovych variaci s opakovanim na n-prvkové
mnoziné X budeme znacit V*(n, k).

Véta 2.61. V*(n, k) = n" pro vsechna prirozend cisla n, k.

Chceme vypocitat, kolik je usporadanych k-tic (ay,as,...,ax), kde a; € X pro
kazdéi =1,2,..., k. Vime, Ze mame n moznosti, co dosadit za a;, ke kazdé moznosti,
co dosadit za a; mame n moznosti, co dosadit za as, ke kazdé moznosti, co dosadit
za a1, as mame n moznosti, co dosadit za ag, atd. (nezavislé vybéry). Celkové tudiz
mame p - n - --n = n* usporadanych k-tic (posloupnosti).
k

Poznamka 2.62. Velmi zajimavym disledkem predeslych tivah je nésledujici iden-
tita:

m!
>
mylme! .. .m,,)!

n
mi1,m2,...,mn €N, > m;=m
1=1
Vzpomenme vSak na multinomickou vétu (viz poznamka 2.49). Vyse uvedend
rovnost z ni plyne primo, pokud zvolime z; =29 = --- =z, = 1.

Priklad 2.63. Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B znamend, ze kazdému prvku
mnoziny A pritadime jednoznac¢né néjaky prvek z mnoziny B. Prvku z A, jemuz
pritazujeme, tikdme vzor a prvku z B, ktery pritazujeme, fikame obraz. O zo-
brazenich budeme podrobné hovorit v Kapitole 5. Kolik existuje vsech zobrazeni
7-prvkové mnoziny A do 5-prvkové mnoziny B?

Reseni. Necht A = [1,7] a B = {a,b,c,d,e}. K &islu 1 madme 5 moZnosti, co mu
pritadit z mnoziny B (bud a nebo b nebo ¢ nebo d nebo e). Pro kazdy pevné zvoleny
obraz ¢isla 1 mlizeme urcit péti zpiisoby obraz ¢isla 2. Ke kazdym pevné zvolenym
obrazum ¢isel 1 a 2 umime (nezavisle) zvolit péti zptsoby obraz ¢isla 3 atd. Celkove

‘ IS v ’ . kT o
nam tedy vychazi, ze mnozinu A umime zobrazit do B 5 - 57' -5 = 5" = T8125 =
= V*(5,7) zpusoby.

Kazdé zobrazeni 7-prvkové mnoziny A do 5-prvkové mnoziny B umime tudiz jed-
noznacné popsat néjakym usporadanym 7-prkovym vybérem z multimnoziny, ktera
ma 5 riznych prvka kazdy v alespon sedmi kopiich. A skutecné, napriklad posloup-
nost (usporddany vybeér) (a, b, a,d, e, a,b) popisuje zobrazeni, kdy prvek 1 ma obraz
a, prvek 2 ma obraz b, prvek 3 ma obraz a, prvek 4 méa obraz d, prvek 5 ma obraz e,
prvek 6 ma obraz a a prvek 7 mé obraz b. Pozice v usporadané sedmici urcuje vzor
a prvek na této pozici jeho obraz.

A
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Priklad 2.64. Pocitac¢ Kecalek ve filmu Rumburak dostal za tikol vyhledat vSechny
dvojice slov, slozené z dvanacti pismen (mezeru nepocitdme). Kolik takovych dvojic
slov existuje, pokud pouzivame 26 pismen?

Resend. Nejdifve si predstavme, Ze vytvaiime jedno slovo z dvanécti pismen. Na
kazdou z 12 pozic méme 26 moznosti, jaké pismeno tam umistit, tj. celkové 262
moznosti. Mezeru musime vlozit mezi dvojici po sobé jdoucich pismen. Takovych
mist je ovSem 11 a dostdvame vysledek 11 - 262,

A

Priklad 2.65. Kolik existuje péticifernych ¢isel délitelnych péti?

Resend. Péticiferné ¢islo ma 5 libovolnych ¢islic, pfi¢emz na prvni pozici zleva nesmi
byt 0 (chépali bychom je jako ¢tyfciferné). Pokud je délitelné péti, pak musi mit
na posledn{ pozici 0 nebo 5. Cili na prvni pozici miize byt jedna z deviti ¢slic na
posledni pozici jedna ze dvou ¢islic a na pozicich 2 az 4 jedna z desiti cislic. Celkové
proto mame 9-2-10% = 18000 moznosti, jak vytvorit péticiferné &islo délitelné péti.

Muzeme vsak uvazovat i jinak. Prvni péticiferné ¢islo je 10000 a posledni 99999.
Celkové tudiz mame 99999 — 10000 + 1 = 100000 — 10000 = 90000 péticifernych
¢isel. Uvédomte si, ze napfiklad v mnoziné [2, 7] neni 7 — 2 ¢isel, ale 7 — 2 + 1 ¢isel.
Nu a kazdé paté z onéch 90000 péticifernych ¢isel je délitelné péti. Odtud snadno
odvodime vysledek |29 | = 18000.

Vazeni ¢tenari dovolte jesté poznamku. Ptali-li bychom se kolik ¢isel délitelnych
napriklad ¢tyFmi je v mnoziné [16, 32], pak odpovéd [22=% | = 4 je Spatnd, nebot
obé ,krajni“ ¢isla jsou délitelnd Ctyfmi. Spravny vysledek by tudiz byl [22=10+H | 4
+1 =5 = [E=284]. Pravdivost této pozndmky snadno ovéifme, nebot v mnoziné
[16, 32] jsou tato ¢isla 16,20, 24, 28, 32 délitelnd Ctyrmi.

A

Pojmy k zapamatovani

— Cislo V*(n, k) urcuje pocet variaci s opakovanim. Jde o usporddané k
prvkové vybéry (posloupnosti) z multimnoziny X*, kterd ma n ruznych
prvkla kazdy v alespon k kopiich. Kazdy prvek ve vybéru se miize
opakovat libovolny pocet krat, nejvyse vsak k krat.

— Plati V*(n, k) = nk.

— Pocet vsech zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny je

V*(n, k).

Priklady k procviceni

1. Automobily v Moravskoslezském kraji maji poznavaci znacky tvaru ?T7 7777, pricemz
misto kazdého otazniku muze byt libovolna cislice. Kolik takovych poznavacich znacek
lze vytvorit?
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Kolik existuje Sesticifernych cisel délitelnych
2. dvéma? (vypocitejte alespori dvéma zpusoby)
3. péti? (vypocitejte alespon dvéma zpusoby)
4. ¢tyfmi?
5. tfemi?
6. sedmi?

7. Kolik existuje péticifernych ¢isel, jejichz ciferny soucet je 9.

Kli¢ k prikladim k procviceni
1. 1000000.
2. 450000.
3. 180000.
4. 225000,
5. 300000.
6. 128571.

7. 495.

2.7 Slozené vybéry

Pokud provadime sloZeny vybér, znamena to, ze v jedné mnoziné ¢i multimnoziné re-
alizujeme nékolik rtiznych vybért, kterym budeme tikat podvybéry slozeného vybéru.
Dva podvybéry mohou byt zdvislé nebo nezdvislé. Pokud jsou podvybéry zavislé, pak
jeden podvybér ovliviiuje pocet moznosti druhého podvybéru. Jsou-li nezavislé, pak
tomu tak neni.

Piiklad 2.66. Trenér hokejového druzstva vybird prvni pétku (byva nejproduk-
tivnéjsi a sklddd se ze dvou obrénci a tii ttocniki) z 24 hract. RozliSujme tii
pripady:

e Hraci jsou rozdéleni na obrance a utoc¢niky tak, ze trenér ma k dispozici 9
obrancu a 15 ttoc¢niku.

e Kazdy hra¢ muze byt jak obrance, tak utocnik.

e Hraci jsou rozdéleni na 11 obrancti a 13 utocniki, pricemz trenér muze dva
konkrétni obrance pouzit i jako utocniky.
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Kolika zptisoby muze trenér vybrat prvni pétku, uvazujeme-li postupné vsechny
tTi pripady?

Reseni. Prvni piipad je nejjednodussi, provadime totiz dva podvybéry z dvou dis-
junktnich mnozin, tzn. vybér obranct nijak neovlivni mozny pocet vybéru ttocénika
a naopak. To znamenad, ze jde o vybéry nezavislé. Pripomenme jesté, ze oba pod-
vybéry (obrancu a tto¢nikt) budou neusporadané a bez opakovani, jde tudiz o kom-
binace bez opakovani.

Pocet moznosti, jak vybrat obrance, je (g) = 9.4 = 36 a pocet moznosti,
jak vybrat dtocniky, je () = 2MI3 = 5.7.13 = 455. Protoze ke kazdému
pevnému vybéru obranct existuje 455 moznosti, jak vybrat utocniky, pouzijeme
kombinatorické pravidlo soucinu a dostavame vysledek 36 - 455 = 16380, coz je

pocet moznosti slozeného vybéru.

Ve druhém pripadé vybirame z téze mnoziny jak obrance, tak utoc¢niky. Rozhod-
neme-li se naptiklad, Ze nejdiive budeme vybirat obrance, pak tim jisté ovlivnime
pocet moznych vybért itocnikl. To znamena, Ze jde o vybéry zavislé. Dame-li pozor,
opét vypocet nebude slozity a vystacime si s kombinatorickym pravidlem soucinu.
Vyberme nejdiive obrance, tj. (24) moznosti. Po kazdém takovém podvybéru nam
ovsem v mnoziné zustane jen 22 hraci. Odtud, pocet podvybéra ttocniki je (22)
a pofet slozenych vybért je (%) - (%) = 12-23- 2232.1220 =12-23-22-7-10 = 425040.

Zkusme postupovat opacné, nejdrive budeme vybirat itoéniky a potom obrance.
Méli bychom, pochopitelné, dojit k témuz vysledku. Vyzkousejme to. Pro vybér
utocniki mame (234) moznosti a pro vybér ttocnikt (221) moznosti. Vysledek tudiz

e (24) i (221) _ 24;# . QB& = 425040.

vvvs

tak v utoku. Cislo (H) (133) nam udava pocet vsech moznostl, jak vybrat prvni pétku,
v pripadé, ze ani jeden z hraca x, y nehraje v ttoku. Musime jesté spocitat vsechny
pripady, kdy alespon jeden z hracu x,y hraje v utoku. Dostavame tyto disjunktni
pripady:

e x hraje v utoku, y hraje v obrané. Dostavame

)

( ( )moinosti.
e 1 hraje v itoku, y nehraje. Dostavame ( ) ( ) moznosti.
() - (5

)

e y hraje v utoku, x nehraje. Dostavame (g) . (123) moznosti.

e y hraje v utoku, x hraje v obrané. Dostavame ) moznosti.

e oba, z i y hraji v atoku. Dostavame (g) . (113) moznosti.

Vsimnéte si, v této tloze jsme nejdrive celkovou tlohu rozdélili do dvou disjunk-
tnich pripadi, kdy x,y nehraji v itoku a kdy alespon jeden z x,y v ttoku hraje.
Potom jsme druhy pripad jesté rozlozili do péti disjunktnich pripadi.

Na zaveér pocty jednotlivych disjunktnich podvybérii secteme a dostaneme vysledek

o= () () + @) (5 +2 0)- () + () () = 55286+ 1878+ 7275 +
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+ 36 - 13 = 15730 + 1404 + 5616 + 468 = 23218.
A

Vazeni ¢tenari, nasledujici cvi¢eni chapejte jako cviceni souhrnna. Méli by jste si
v nich procvicit vsechny zékladni kombinatorické vybéry véetné vybéra slozenych.
Priklady k procviceni
1. Hazime dvakrat dvanactisténnou kostkou (Predstavte si napiiklad hranol, jehoZ pod-
stavy jsou pravidelné dvanéctithelniky a na bocnich sténdch jsou ¢isla od 1 do 12,

zatimco na podstavich neni ¢islo zadné. Hranol valime.) a vysledky si zapisujeme. Ko-
lik riznych vysledki muzeme dostat, jestlize nerozliSujeme poradi hod.

Na konferenci vystoupi Sest prednésejicich: A, B, C, D, E, F. Urcete pocet vSech moznych
poradi jejich vystoupeni, ma-li:

2. prednéasejici F' vystoupit po prednasejicim B.
3. prednagejici F' vystoupit bezprostredné pred prednasejicim B.

Kolika zpusoby muzeme vybrat ze Ctyr divek a sedmi chlapcii péti¢lennou skupinu tak,
aby v ni byly:

4. presné dvé divky?
5. alespon dvé divky?
6. nejvyse dvé divky?

7. Mame sedm raznych figurek a tfi rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vsechny
figurky obarvit?

8. Mame sedm stejnych figurek a t¥i rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak nékteré
figurky obarvit?

9. Mame sedm stejnych figurek a t¥i rtizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny
figurky obarvit, pokud od kazdé barvy by méla byt alespon jedna figurka?

10. V sacku je 5 cervenych, 4 modré a 4 zelené kulicky. Kolika zptisoby lze ze sicku vybrat
pét kulicek?

Méjme slovo BORABORA. Kolika zptsoby z néj lze vybrat ¢tyfi pismena, pokud:
11. ndm nezalezi na poradi?

12. pokud ndm na poradi zalezi?
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Méjme slovo ABRAKADABRA. Kolika zpiisoby z néj lze vybrat ¢tyfi pismena,
pokud:

13. ndm nezalezi na poradi?

14. pokud nam na poradi zalezi?

Kli¢ k prikladim k procviceni

10. (3) —2.
1L 14+403) + (5)-

1

\]

C1-P(4) +4(3) - P*(2,1,1,0) + (3) - P*(2,2,0,0).

A+ +OE 6

14. 1 P*(4,0,0,0,0) + (7) - P*(3,1,0,0,0) + (3) - P*(2,2,0,0,0) + (}) (5) - P*(2,1,1,0,0)+
+(3) - P*(1,1,1,1,0).

1

w
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Kapitola 3

Diskrétni pravdépodobnost

...ucitite ji vsude...
Dobu Zlou
...vanek ji prindsi...
Prilis mnoho lidi kolem kola stésti.

NADEJE a NAHODA, velmi frekventovans a svym zptisobem propojend slova v feci
lidské. Nahody nebo-li ndhodné jevy jsou udalosti, které mohou, ale nemusi nastat
a jsou dvojiho typu.

Bud nam neni znama pricina, pro¢ nastavaji, a tedy na néas ptisobi jako nahodné.
Pritom pfi seznameni se s jejich pricinami bychom dokazali jednoznac¢né rozhod-
nout, zda nastanou ¢i ne. Jako ptriklad bychom mohli uvést nasledujici. Prijdeme do
restauracniho zarizeni, a jaka ndhoda, sedi tam davny pritel z détstvi. Pokud bychom
ovsem znali denni zvyklosti svého pritele, védéli bychom, ze kazdy tyden v tento den
a tuto hodinu chodi pravé sem. Tudiz zdanlivé nahodny jev ve skutecnosti nadhodny
neni.

Nebo jde o ndhodné jevy ze samé podstaty. Jako priklad mtizeme uvést skutecnost,
7e jsem pii hie ,Clovéfe nezlob se“ hodili Sestku, nebo dostali z ndhodné za-
michaného balicku karet presné ty karty, které jsem ocekavali, nebo ze jsem uhéadli
vsech Sest Cisel v jednom tahu Sportky. Pravé takovymi jevy, jez jsou ndhodné od
podstaty, se budeme zabyvat v této kapitole.

Cim dal tim Castéji se setkavame s lidmi, kte¥i si chté&ji zajistit spokojeny, Stastny
a bohaty zivot v co nejkrat$im Case, nejlépe ihned (Kde se vytratila moudrost?).
Toho Ize dosdhnout, jak vsichni vime, legalné i nelegalné. Legédlni poptavka generuje
legalni nabidku. Prichézeji tedy jini lidé, kteri nabizeji obrovské obnosy, pokud
doty¢ny uhddne néjaky ndhodny jev. Zajemcu jsou zastupy, le¢ nadéje na vyhru
miziva, coz velmi dobre zivi hejna novodobych podnikavci. Tento fenomén zde ex-
istuje jiz od nepaméti a fikame mu hazardni hry.

Pravé hazardni hry byly zasadnim motivem pii prvnich pokusech mérit nadéji
s jakou nahodny jev nastane. Tato ,mira nadéje“ byla nazvana PRAVDEPODOB-



3.1 Nahodné jevy a pravdépodobnostni prostor

NOSTT ndhodného jevu.

3.1 Nahodné jevy a pravdépodobnostni prostor

Radu problémt tykajicich se nahodnych jevii 1ze modelovat pomoci mnozin a podm-
nozin, coz nam umoznuje pouzivat pti jejich reSeni presny, strucny a vystizny matem-
aticky jazyk. Poznamenejme, ze diskrétni pravdépodobnost témér vylucné vyuziva
pouze konec¢né mnoziny. Dejme si dva jednoduché priklady, ve kterych si predvedeme,
jak modelovat nahodné jevy jako podmnoziny néjaké mnoziny, avsak samotny vypocet
pravdépodobnosti nechdme na pozdéji.

Priklad 3.1. Hodime Sestisténnou spravedlivou kostkou. Jaka je pravdépodobnost,
ze padne cislo vetsi nez 47

Resend. Spravedlivou kostkou rozumime takovou kostku, kde kazd4 jeji sténa padé
se stejnou pravdépodobnosti. Vytvorime si mnozinu 2 vSech moznosti, které mohou
nastat, tedy 2 = [1, 6]. A ndhodny jev A definujeme jako A C Q, pficemz A = |5, 6].

A

Priklad 3.2. Mame ndhodné zamichany balicek 32 karet (hodnoty karet jsou 7, 8,9,
10, J,Q, K, A, kazd4 ve Ctyfech barvich ©, <, &, #). Jakéd je pravdépodobnost, ze
prvni ¢tyti karty jsou esa?

Resend. Tentokrat budou prvky mnoziny vSechna moznéa zamichani onéch 32 karet,
tedy |Q2] = 32! a A C Q bude obsahovat ta zamichani, kde jsou na prvnich ¢tyfech
pozicich esa. Neni tézké spocitat, ze |A| = 4!-28!. Zde uz mizeme prozradit, Ze Cisla
|/, |A| budou pro nés zésadni pii vypoctu pravdépodobnosti ndhodného jevu A.

A

Nastal ¢as, abychom predesla pozorovani zformalizovali.

Definice 3.3. Konecny pravdépodobnostni prostor je usporadana dvojice (€2, P),
kde zdkladni prostor € je koneéna mnozina elementdrnich ndhodnych jevi a P je
funkce pravdépodobnosti, kterd kazdé podmnoziné (ndhodnému jevu) A C Q) pritadi
¢islo P(A) € (0, 1), pricemz

e P)=0a P(Q)=1

e P(AUB) = P(A) + P(B), pokud jsou mnoziny (ndhodné jevy) A, B dis-
junktni.

Poznamka 3.4. 7 definice je mozné, mimo jiné, vycist ze:

e kazdé podmnoziné zakladniho prostoru 2 je prifazena néjaka pravdépodob-
nost, tedy kazda podmnozina mnoziny €2 predstavuje néjaky nahodny jev. Zde
podotykame, ze v predmétu Statistika se Ctenar setka se zakladnimi prostory,
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kde nékteré jeho podmnoziny nebudou reprezentovat nahodny jev, v diskrétni
matematice to je vSsak vylouceno!

e pravdépodobnost P je zobrazeni potenéni mnoziny 2 do mnoziny (0, 1).

e clementarni ndhodné jevy jsou prvky mnoziny 2 a ndhodné jevy jsou podm-
noziny Q. Je-li tedy Q = {ey,eq,...,e,}, pak k vypoctu pravdépodobnosti li-
bovolného ndhodného jevu A C € je nutné stanovit pravdépodobnost P({e;})

prokazdéi =1,2,...,n, zatimco P(e;) neexistuje, protoze existuji pravdépodob-

nosti pouze podmnozin mnoziny €2, nikoliv pravdépodobnosti jejich prvku.

e by néjaky z elementdrnich jevii nenastal je nemozné (P(0)) = 0).

e néktery z elementarnich jevi nastane je jisté (P(2) = 1).

e P(A) = Z?Zl P({e;}), je-liA={e;, :e;; €Q,j=1,2,...,k} (pravdépodob-
nost P(A) umime urdit, pokud zndme pravdépodobnost vsech jednoprvkovych
podmnozin).

e mnozinovy zapis A N B ziejmé znamend oba jevy A i B nastaly zdroven.

e AU B znamena nastal alespon jeden z jevi A, B.

e A\ B ziejmé znamend jev A nastal, ale jev B nikoliv.

e pravdépodobnost P(A) libovolného ndhodného jevu A bude pro néds vzdy
realné ¢islo z intervalu (0, 1) a nebudeme pravdépodobnost uvadét v procen-
tech.

Prejdéme k teseni prikladi, které ndm ozrejmi pouziti vyse uvedené teorie.

Priklad 3.5. Hazime dvakrat spravedlivou sestisténnou kostkou.

e Jaka je pravdépodobnost, ze soucet hozenych hodnot bude vétsi nez 97
e Jaka je pravdépodobnost, ze soucet hozenych hodnot bude mensi nez 57

e Na co by jste si vsadili, ze bude soucet vétsi nez 9 nebo ze bude mensi nez 57

Reseni. Nejdifve musime urcit, jak bude vypadat mnozina Q a jak A, B C Q, které
popisuji nase ndhodné jevy. Je asi prirozené stanovit, ze Q = [2,12] (vSechny mozné
hodnoty soucti) a A = [10,12], B = [2,4] (vSechny hodnoty soucti s pozadovanymi
vlastnostmi). VSimnéte si, ze v tuto chvili nemame k ruce zadny aparat, jak vypocitat
pravdépodobnost jevla A, B.

Pokud bychom ovsem znali P({10}), P({11}), P({12}) a P({2}), P({3}), P({4}),
pak jsme zachranéni, nebot vime, ze P(A) = P({10})+P({11})+P({12}) a P(B) =
= P({2})+P({3})+P({4}). OvSem jak urcit hodnoty vyse zminénych pravdépodob-
nosti? Pro tuto chvili neni jiné cesty, nez-li je stanovit a jejich vypocet ukéazat az
poté, co ukousneme dalsi cast teorie

Plati P({Q}) P({12}) = 55, P({3}) = P11})

=35 a P({4}) = P({10}) =
. Proto P(A) = P(B) = 35+ 55 + 35 = 35 _%

36
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Je tedy lhostejné na ktery jev si vsadime, nebot jejich pravdépodobnosti jsou
stejné.
A

Definice 3.6. Pravdépodobnost P na pravdépodobnostnim prostoru (2, P) je uni-
formni pravé tehdy, kdyz pravdépodobnost libovolného ndhodného jevu A C € je

_ A

P(A) = 5.

Poznamka 3.7. Neni tézké odvodit, ze v pravdépodobnostnim prostoru s uniformni
pravdépodobnosti plati

P({e}) = ﬁ

kde e je libovolny elementarni ndhodny jev ze zakladniho prostoru. Zjistime-li, ze
pri Teseni néjakého prikladu zkonstruujeme €2 tak, Ze pravdépodobnosti elemen-
tarnich jevii nejsou totozné, pak nesmime k vypoctu pravdépodobnosti pouzit vzorec
z definice 3.6.

Cislu |A| ¢asto fkdme pocet priznivijch moznosti a &islu || pocet vsech moznosti.
Casto budeme ndhodnému jevu ikat pouze jev.

Vratme se k piikladu 3.5. Vidime, ze Q je tak neSikovné (i kdyz prirozené)
vytvoreno, ze pravdépodobnosti jednotlivych ndhodnych elementarnich jevii nejsou
stejné (napr. P({2}) # P({3})). Zkusme nahlédnout piiklad 3.5 z jiného zorného
uhlu.

Priklad 3.8. Pouzijme zadani prikladu 3.5.

Reseni. Protoze hazime dvakrat kostkou, popisme kazdy elementéarni ndhodny jev
jako usporddanou dvojici ¢isel z mnoziny [1,6], Q = {(z,y) : =,y € [1,6]}. V tuto
chvili je pravdépodobnost kazdého elementarniho nahodného jevu stejnd, a to %,
nebot Q2] = 36 a pravdépodobnost, Ze vybereme jeden konkrétni z 36 prvku musi
byt 5.

Pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem s uniformni pravdépodobnosti, proto
muzeme pouzit vzorec z definice 3.6. Necht A = {(z,y) : z+y = 10Vz+y = 11Va+
+y =12} = {(4,6),(6,4),(5,5),(5,6),(6,5),(6,6)} a B={(z,y) :z+y=2Var+
ty = 3Vaty =4} = {(1,1),(1,2),(2,1), (1,3),(3,1),(2,2)}. Protoze | A| = |B| = 6,
tak P(A) = P(B) = 5l = ol = & =&

A
Poznamka 3.9. Pokud bychom k piikladu 3.5 vytvorili Q nésledovné, Q = {{x,y} :
z,y € [1,6]} (neusporddané dvojice, nerozlisujeme poradi hodi), pak dostaneme
opét neuniformni pravdépodobnost, nebot naptiklad dvojice {2,1} ma dvojnésob-
nou pravdépodobnost oproti dvojici {2,2}, nemluvé o tom, ze {2,2} neni mnozina
a museli bychom zavést pojem multimnoziny (viz Kapitola 1).
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Pti tfeSeni prikladti musime znat pravdépodobnosti elementarnich nahodnych
jevi, nebo je musime umét odvodit. Nejvyhodnéjsi je, zkonstruovat k prikladu
pravdépodobnostni prostor s uniformni pravdépodobnosti!

Definice 3.10. Nahodny jev dopliikovy nebo-li komplementdrnik ndhodnému jevu
A znacime A a plati A =Q\ A.

Véta 3.11. Pro kazdy dopliikovy jev A ndhodného jevu A plati P(A) =1 — P(A).

Diikaz. Plati Q = AU (Q\ A) = AU A, pficemz A a A jsou disjunktni mnoZiny.
Proto P(Q2) = P(A) + P(A), kde P(Q) = 1, a z toho P(A) =1 — P(A).

O

Poznamka 3.12. Podminénou pravdépodobnost jevu A jevem B budeme znadit
P(A|B) a je to pravdépodobnost jevu A, pokud vime, Ze nastal jev B.

Véta 3.13. Podminénou pravdépodobnost P(A|B) vypocitime ze vzorce

P(AN B)

P(AIB) = ~ 5

Z predeslé vety plyne, ze pokud chceme zjistit pravdépodobnost priniku jevii
A, B, pak sta¢i vynasobit pravdépodobnost jevu B podminénou pravdépodobnosti
jevu A jevem B, tedy P(ANB) = P(B)- P(A|B). Pak ovsem také plati P(ANB) =
= P(A)- P(B|A).

/@ Pro zajemce:

Uvazujme nyni t¥i ndhodné jevy Ay, As, As. Pak podle véty 3.13 musi platit P(AsNAsNA;q)
= P(Agﬁ (A2 ﬂAl)) = P(AzﬂAl) P(Ag‘(AQﬂAl)) = P(Al) P(Ag‘Al) P(Ag’(AQﬁAl))

Popularné feceno, pokud budeme chtit vypocitat pravdépodobnost priniku vice nahod-
nych jevl, pak pravdépodobnost prvniho jevu postupné nasobime pravdépodobnostmi jevi
nasledujicich, které jsou vzdy podminény prunikem vsech jevi predchozich. Pozorovani
shrneme do néasledujici véty.

Véta 3.14. (Pravidlo souc¢inu) Necht Ay, As, ..., A, jsou libovolné ndhodné jevy. Pak
plati

n n

i—1
P(()Ai) = P(A1) - []P(Ail ) Av).
k=1

i=1 1=2
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Diikaz. Provedeme jej matematickou indukei na n. S touto diikazovou technikou jsme se
jiz setkali v Kapitole 1 a vime, ze danou vétu musime nejdiive dokazat pro nejmensi
uvazované n, coz je v nasem pripadé n = 2, a pak pro n+ 1 predpokladame-li, ze plati pro
néjaké n = 2.

Z véty 3.13 vime, se P(As|Ar) = PE2I5. Odtud P(Ay N Ar) = P(Ay) - P(Aa]Ay)
= P(A; N Asg), nebot prunik mnozin je komutativni. Prokézali jsme platnost nasi véty pro
n=2.

P2 A)) = P(Ann 0 (M2 A)) = PNy Ai) - P(Aga| My Ax) (Sitact index
i jsme v druhém ¢initeli pfeznacili na k). Z pfedpokladu ovSem vime, ze P((;_; A;) =
= P(A1) [T P(Al 2 Ar)-

Proto

n+1

n i—1 n
P([) Ai) = P(A1) - [T P(Ail [) Ak) - P(Anga] [ Ar)-
i=1 =2 k=1 k=1

Posledni rovnost si rozepfSeme P((/] A; ) = P(A) - P(Ag|Ay)--- P(A,| 2] Ar)-
P(Ans1| NiZy Ax) = P(A1) - TIS P(Ai| Nz Ag), ¢imz je ditkaz ukonéen.
O

Priklad 3.15. Vracime se k prikladu 3.2. Mame nahodné zamichany balicek 32 karet
(hodnoty karet jsou 7, 8,9, 10, J, Q, K, A, kazda ve ¢tyrech barvach Q, . &, #). Jaka
je pravdépodobnost, ze prvni ¢tyti karty jsou esa?

Reseni. Vime, ze prvky mnoziny {2 budou vSechna mozna zamichani onéch 32 karet,

tedy |€2| = 32!. Pfedpokladame, ze kazdd dvé ruznd zamichani jsou stejné pravdépodobna

a P({e}) = 1/32! pro kazdé e € Q. Mame tedy opét pravdépodobnostni prostor
s uniformni pravdépodobnosti.

V mnoziné A C Q budou vSechna zamichéani, kterd maji na prvnich ctyfech
pozicich esa. Na prvnich ¢tyrech pozicich jsou tedy esa ve 4! riznych usporadanich
a na zbyvajicich 28 pozicich jsou ostatni karty ve 28! rtiznych usporadanlch Proto
Al = 41- 281 A dostdvame P(A) = Réi =43 = a0 ® = FIHT0d = 60"

32!

Jiné reseni. Zde vyuzijeme pojmu podminénd pravdeépodobnost. Necht nahodny

jev A; pro i = 1,2,3,4 je i-td karta v ndhodné zamichaném balicku karet je néjaké

eso. Vidime, ze ndhodny jev A je vlastné prunik A; N A; N Az N Ay. Proto P(A) =
P(A;) je pravdépodobnost, ze prvni karta je néjaké eso, P(Az|A;) je pravdépodob-
nost, ze druhd karta je eso, pokud vime, ze prvni karta je eso, P(As|A; N Ay)
je pravdépodobnost, ze treti karta je eso, pokud vime, ze prvni dvé karty jsou esa,
P(A4|A1N AN A3) je pravdépodobnost, Ze ¢tvrta karta je eso, pokud vime, Ze prvni
tTi karty jsou esa. Jestlize si takto jednotlivé podminéné pravdépodobnosti pojmenu-
jeme, snadno zjistime jejich hodnotu. Vime, ze P(A;) = % (47 32), P(A3]Ay) = 3%
(32z31), P(A3]A1 N Ap) = % (2 ze 30) a P(A4|A1 N AN Ag) = % (12 29).
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Z véty 3.14 (pravidlo sou¢inu) plyne P(A) = P(A; N AN A3 N Ay) = P(Ay)-
‘P(A5|Ay) - P(A3]A1 N Ay) - P(A4|A1 N Ay N Ag) = % . 3% . % . % = m.
Vidite, ze podrobny rozbor pouziti podminénych pravdépodobnosti je pomérné

tailnéjsi rozvahu na c¢tenari.

Jiné reseni. Na tvod si staci uvedomit, ze nahodny jev Pruni ctyri karty v nahodné
zamichaném balicku jsou esa je stejné pravdépodobny jako ndhodny jev Vybrané
ctyri karty z nahodné zamichaného balicku jsou esa. Proto bude nyni €2 obsaho-
vat vSechny mozné vybéry ctyr karet z 32. VSimnéte si, Zze na rozdil od prvniho
feseni pouzivime NEUSPORADANE étvefice! Pak je oviem | = (%), pficems

pravdépodobnost kazdého vybéru ¢tyr karet je ﬁ (uniformni pravdépodobnost).
4

Snadno nahlédneme, Ze |A| = 1, nebot jedina Ctverice spliuje nase pozadavky. Proto
P(A) = [CY D U |
@ = () ~ 35960°
A

Priklad 3.16. Mé&jme osudi ve kterém je 5 ¢ernych a 3 bilé kulicky. Kulicky z osudi
tahame po jedné a nevracime je.

e Jaka je pravdépodobnost, ze po tretim tahu budou vytazeny tri kulicky ve
stejné barve?

e Jakd je pravdépodobnost, ze az po ¢tvrtém tahu budou vytazeny tii kulicky
ve stejné barve?

Resend. K prvni ¢asti piftkladu zkonstruujme mnozinu Q tak, 7e Q = {(z,,2) : 7,7,
z € [0, 1]}, pficemz 0 symbolizuje bilou kulicku a 1 ¢ernou kulicku. Takze napiiklad
posloupnost (0, 1,0) 1ik4, Ze jako prvni jsme vytahli bilou, jako druhou ¢ernou a jako
tfeti bilou kulicku. UZ vime, Ze viech takovych posloupnosti je 23 = 8, proto |Q| = 8.
V mnoziné A, kterd popisuje jev po tretim tahu budou vytaZeny tri kulicky ve stejné
barve, budou pouze dvé posloupnosti, a to (0,0,0) a (1,1,1), proto |A| = 2. Proto
P(A) =g =§=1

Bohuzel opét fatalni chyba! Vzdyt posloupnosti, nebo-li elementarni nahodné
jevy (0,1,0) a (1,0,1) jisté nebudou mit stejnou pravdépodobnost, nebot tazeni
¢erné kulicky (1) je pravdépodobnéjsi nez tazeni bilé kulicky (0).

Zkonstruovat néjak prirozené pravdépodobnostni prostor s uniformni pravdépodob-
nosti k této tloze prosté neumime. (Slo by to provést pouze uméle, coZ si ukadzeme
pozdéji.) Proto bude dobré k feseni pouzit podminénou pravdépodobnost.

Rozdélime si tlohu do dvou disjunktnich ndhodnych jevi X a Y, pricemz X je
jev po tretim tahu jsou vytaZeny tri cerné kulicky a Y je jev po tretim tahu jsou
vytazZeny tri bilé kulicky. Urcité plati P(A) = P(X) + P(Y), kde A je jev po tretim
tahu jsou vytaZeny tri kulicky ve stejné barve a A =X UY.

Vypocitejme P(X) s vyuzitim pravidla souc¢inu. Pravdépodobnost, ze jako prvni
tahneme cernou kulicku je %, ze jako druhou tahneme ¢ernou, pokud jako prvni byla
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tazena cerna, je %, a ze jako treti tdhneme cernou, pokud prvni dvé byly cerné, je
2. Pak ovSem podle pravidla soucinu 3.14 dostdvdme P(X) =2-2.2 = 2.

Nyni se vrhneme na P(Y). Pravdépodobnost, ze jako prvni tAhneme bﬂou kulicku

Je 2. ze jako druhou tahneme bilou, pokud jako prvnl byla tazena bila, Je , a ze jako

tretl tahneme bilou, pokud prvni dvé byly bilé, je 1. Proto P(Y) = % : % 1o

6~ 56°
A dostéavame konecny vysledek P(A) = P(X) —|— PY)=2++&="01=2.

Jing zpusob. Ponékud uméle vytvorime pravdépodobnostni prostor tak, ze € je
mnozina vsech posloupnosti s osmi prvky, pricemz pét prvkia jsou nuly a tii jsou
jednicky, tudiz napiiklad (0,0, 1,0,1,1,0,0) € Q. Vidime, ze || = P*(5,3) = &5 3, =
= 56. V 2 ma kazda posloupnost (elementarm nahodny jev) pravdépodobnost 2 =6
tzn. 2 ma uniformni pravdépodobnost.

Mnozina A bude obsahovat vSechny posloupnosti, které maji na prvnich tfech
pozicich, bud tii nuly nebo tfi jednicky. V posloupnostech, které maji na prvnich
tfech pozicich nuly, permutuji na zbylych péti pozicich tii jednicky a dvé nuly, proto
jich je P*(3,2) = 3, 2, = 10. Zatimco posloupnost, ktera ma na prvnich trech pozicich
samé jednicky je jedind. Proto |A| = 11.

Odtud P(A) = g = &.

Pro ¢tyti tahy opét mnozinu B, kterd reprezentuje jev az ve cturtém tahu jsou
vytaZeny tri kulicky ve stejné barve rozdélime do dvou disjunktnich mnozin W a Z,
pricemz W reprezentuje jev az ve cturtém tahu jsou vytaZeny tri cerné kulicky a Z
reprezentuje jev az ve cturtém tahu jsou vytazeny tri bilé kulicky. Urcité plati P(B) =
=PW)+P(Z)yaB=WUZ.

Spocitejme P(W). Musime uvazovat tii disjunktni pripady bila-Gerna-cerna-

-¢ernda s pravdepodobnostl 2. % . % . g, éerné—bﬂé—éerné—éerné s pravdépodobnosti
5.3.4.34 cerna—cerna—blla cerna s pravdepodobnostl 2. % . g 2. Odtud P(X) =

3.5.4.3.3_29
8776 5 28
Nyni se vénujme P(Z). Musime uvazovat tii disjunktni pifipady ¢ernd-bila-bila-
-bild s pravdépodobnosti g 5. % - 2.1 bila-Cerna- bﬂé bila s pravdépodobnosti 2-2-%- 2
a bila-bila-cerna-bild s pravdepodobnostl 3.2.5.10dtud P(Y) =3-2.2.2.3 = 3

7765
A dostévdme P(B) = P(W) + P(Z) = 55+ & = 82 = 2.

3.2 Zavislé a nezavislé nahodné jevy

Definice 3.17. Nahodny jev A je nezdvisly na ndhodném jevu B pravé tehdy, kdyz
podminénd pravdépodobnost jevu A jevem B je rovna pravdépodobnosti jevu A
(P(A|B) = P(A)). Pokud A neni nezavisly na B, pak je A na B zdvisly.

Véta 3.18. Ndhodny jev A je nezdvisly na ndhodném jevu B prdve tehdy, kdyz
P(ANB) = P(A)- P(B).
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Diikaz. Plyne primo z 3.13 a 3.17.
O

Véta 3.19. Ndhodnjy jev A je nezavisly na ndhodném jevu B pravé tehdy, kdyZ B

je nezavisly na A.

Diikaz. O dikazovych technikdch budeme podrobné hovorit v Kapitole 4, proto
nyni pouze strucné. Chceme-li dokéazat ekvivalenci X < Y, pak musime dokazat, ze
soucasné plati implikace X =Y a Y = X, kde X,Y jsou néjaké vyroky.

Implikace X = Y zni v nasem pripadé takto: Je-li A nezavisly na B, pak B je
nezavisly na A.

Dikaz implikace X = Y. Necht A je nezavisly na B, pak P(A|B) = P(A)
a vime, ze P(ANB) = P(A)- P(B|A) = P(B)- P(A|B). Dosadme do rovnosti misto
podminéné pravdépodobnosti P(A|B) pravdépodobnost P(A). Potom dostavdme
P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A), z ¢ehoz plyne P(B) = P(B|A). Pak je ovSem dle
3.17 B nezavisly na A.

Implikace Y = X by byla dokazovana obdobné, a proto je dikaz ponechan
Ctenari.

0]

Pro zajemce:

7 vyse uvedeného plyne zobecnéni véty 3.17.

Véta 3.20. (Pravidlo souc¢inu pro nezavislé jevy) Ndhodné jevy Ay, A, ..., Ay jsou po
dvojicich nezdvislé pravé tehdy, kdyz

Priklad 3.21. Hazime spravedlivou Sestisténnou kostkou, pricemz jev A je padlo
cislo vetsi mez 2 a jev B padlo cislo liché. Jsou jevy A a B zavislé?

Reseni. K ovéfovani zavislosti a nezéavislosti nahodnych jevit pouzivime vztah z véty
3.18. Pro vypocet pravdépodobnosti P(A), P(B), P(AN B) uzijeme pravdépodob-

nostni prostor s uniformni pravdépodobnosti, kde Q@ = [1,6], A = [3,6], B =

= {1,3,5}, AN B = {3,5}. Proto P(A) = |5l =4 =3, P(B) = ol =2 =1

a P(ANB) = 62l = 2 = 1. Nebot P(A)- P(B) = %-§ =1 = P(AN B), musi byt

jevy A a B nezéavislé. Odpoved tudiz zni, ne nejsou zavislé.

A
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Priklad 3.22. Hazime trikrat spravedlivou Sestisténnou kostkou, pricemz jev A je
ve vSech hodech padlo cislo vétsi nezZ 2 a jev B ve vSech hodech padlo cislo liché. Jsou
jevy A a B zavislé?

Reseni. K vypoéctu pravdépodobnosti P(A), P(B), P(ANB) miizeme pouzit pravidlo
soucinu z véty 3.20, staci si jen uvédomit, ze pokud v nékterém hodu padlo ¢islo
vétsi nez dva, pak to nijak neovlivni pravdépodobnost, ze v jiném hodu padne také
c¢islo vétsi nez 2. Tedy jevy v prunim hodu padlo cislo vétsi nezZ dva, ve druhém hodu
padlo cislo vétsi neZ dva a ve tretim hodu padlo cislo vétsi neZ dva jsou po dvojicich
nezavislé. Vsimnéte si, zde jsme porusili imluvu, Ze ke zjistovani zavislosti a nezavis-
losti jevii budeme pouzivat vztah P(AN B) = P(A) - P(B). Ano je to tak, ale zde
jsme si to mohli dovolit, nebof vyse uvedené pozorovani je ziejmé. V pripadech méné
zrejmych budeme vzdy uzivat uvedeny vztah!

Obdobny zavér plati i pro jevy v pronim hodu padne cislo liché, ve druhém hodu
padne cislo liché, ve tretim hodu padlo cislo liché nebo pro jevy v prunim hodu padlo
liché cislo vetsi nezZ dva, ve druhém hodu padlo liché cislo véetsi nezZ dva, ve tretim
hodu padlo liché cislo vétsi nezv dva.

Proto P(A) = %%% =, P(B)=3-1-3 =1taP(ANB) =35 3 = 5. Odkud
dostévime P(ANB) = = = & -3 = P(A) : P(B) a tudiz jsou A a B jevy nezav1sle
tzn. pokud nastane jev B, pak neovlivni pravdépodobnost jevu A a naopak.

A

Priklad 3.23. Mame nahodné zamichany balicek 32 karet, pricemz jev A bude
“treti karta v balicku je kral srdcovy' a jev B “pata karta v balicku je sedmicka
kiizova". Jsou jevy A a B zavislé?

Reseni. Pravdépodobnosti P(A), P(B), P(AN B) vypoéitdime dvéma riiznymi zpt-
soby.

1. zpusob. Pouiijeme pravidlo o souc¢inu podminénych pravdépodobnosti. P(A) =
= % . % : % 32, kde Je pravdépodobnost, Ze prvni karta neni kral srdcovy, 2 51 e
pravdépodobnost ze druha karta neni kral srdcovy s tim, ze vime, Ze prvni karta neni
kral srdcovy a 55 Je pravdépodobnost, ze tieti karta je kral srdcovy s tim, ze vime, Ze

ani prvni ani druha karta nenf kral srdcovy. Obdobné P(B) = 31.20.20.28. 1 — L

29 1 28 1 1 32 31 30 29 28 32
aP(ANB) =53 353 5 = 515"

2. zpusob. Necht ) je mnozina vSech moznych zamichéni pricemz kazdé z nich
je stejné pravdépodobné, a to s pravdépodobnosti X = 32, Dodejme, Ze technikou
michdni mizeme ovlivnit pravdépodobnost jednotlivych zamichani (zv14$té michaci
strojky v kasinech mohou byti velmi ,nespravedlivé“), avSak zde uvazujeme zcela
korektni situaci. Zamichani, kde tfeti karta je kral srdcovy je 31!, kde pata karta je
sedmicka krizova opét 31!, proto |A| = | B| = 31!. Zamichéni, kde tfeti karta je krél
srdcovy a pata karta sedmicka kiizova je 30!, proto |AN B| = 30!. Odtud dostavame
P(A)=PB)=%8 =L aPAnB)=58 =2

32! 32! 31-32°
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V obou pripadech nam vysli tytéz vysledky, které fikaji P(ANB) # P(A)-P(B),

a proto jsou jevy A a B zavislé, tzn. pokud nastane jev B, pak ovlivni pravdépodob-
nost jevu A a naopak.

A

Priklad 3.24. Méjme osudi ve kterém je 5 cernych a 3 bilé kulicky. Kulicky z osudi
tahame po jedné a nevracime je zpét. Necht jev A znamenda po prunich trech tazich
mame vytazZené alespon dvé cerné kulicky a B znamend po prunich dvou tazich mdme
vytaZenou alespon jednu bilou kulicku. Jsou jevy A a B nezavislé?

Reseni. Opét pouzijeme k vypoctu pravdépodobnosti P(A), P(B), P(ANB) pravidlo
o soucinu podminénych pravdépodobnosti. Ozna¢me A; jev po pronich trech tazich
mdme presne dve cerné kulicky a As jev po prunich trech tazich mdme presné tri
cerné kulicky. Potom P(A)

—5.4.3,5,3.4,3 5 4 _ 5433 _ 15 mixany 5,4 3

. Ale P(Ay) = § 776718 7 6_}—/8 5T R 2y PHICCIMZ 3= 7+ g

je pravdépodobnost situace Cerna, cerna, bila, 3 - 2 - ¢ je pravdépodobnost situace

cerna, bila, cerna a % . % . % je pravdépodobnost situace bild, ¢ernd, cerna. P(As) je
feime 5.4.3_ 5 _ 15,5 _ 2 _5
samoziejmé 3 - 2 - 2 = 2. Proto P(A) = 2 + % = & = 2.

Podobné, predpokladejme, ze B; znamena po prvnich dvou tazich mdme presné
jednu bilou kulicku, By znamend po pronich dvou tazich mdme presné dveé bilé kulicky.
Prgto P(B) = P(B;)+ P(B2), pfiSemi P(B))=3-2+43.2=332_204 P(B,) =

9 3 s 8 7 7T 87

Zbyva jesté spocitat P(AN B). Pruniku obou jevi odpovidaji pouze dvé situace,
a to bild,éernd,éernd nebo cernd, bila, éernd. Proto P(ANB) =2.2.442.3.4 =
_ 5432 _ 5
- 876 }_4 i 5 9 5 .

Pak ovSem dostavaime P(A)P(B) = - - 37 # 13 = P(AN B). A, B jsou tedy
zavislé, tzn. pokud nastane jev B, pak ovlivni pravdépodobnost jevu A a naopak.

A

3.3 Nahodna proménna a stredni hodnota nahod-
né promeénné

Pokud miizeme kazdy elementarni nahodny jev vyjadrit realnym cislem, pak budeme
kazdému takovému elementarnimu ndhodnému jevu popsanému redlnym c¢islem rikat
hodnota ndhodné promeénné. Necht hq, ho, ..., h, jsou hodnoty nahodné proménné,
pak proménnou X € {hi, hg,...,h,} budeme nazyvat ndhodnou proménnou ¢i
nahodnou velicinou.

Pripomenme, Ze mnozina €2 je v diskrétni matematice prevazné konecna, ale muze
byti i spocetnd. Spocetnd mnozina je takova, kterd ma stejné prvki jako mnozina
prirozenych ¢isel. Dodejme, zZe i kdyz to trosku odporuje nasi bézné predstavivosti,
tak spocetné mnoziny jsou i Z a QQ, avsak R uz spocetna neni.
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Cili, pokud budeme hézet jakoukoliv k-sténnou kostkou a budeme sledovat hozené
hodnoty, pak jde o nahodnou proménnou, nebot kazdy elementarni nahodny jev je
néjaké ¢islo z mnoziny [1, k]. Budeme-li hazet n krat k-sténnou kostkou a bude nés
zajimat bud soucet nebo souc¢in nebo aritmeticky ¢i geometricky primeér hozenych
hodnot, pak jde opét o ndhodnou proménnou. Zatimco, budeme-li hazet n krat k-
-sténnou kostkou a budeme sledovat dosazené hodnoty v jednotlivych hodech, pak
o nahodnou proménnou nejde, nebot kazdy elementarni nahodny jev je usporadana
n-tice ¢isel z mnoziny [1, k], ale to uz neni realné cislo.

Nahodna proménna v diskrétni matematice je Uiplné popsana, pokud zname
vsechny hodnoty ndhodné proménné a pravdépodobnosti s jakymi jednotlivé hod-
noty nastavaji.

Nahodnou proménnou miizeme také popsat pomoci zobrazeni. Existuje-li zo-
brazeni X systému podmnozin €2 na mnozinu {hq, he,...,h,}, kde h; € R a Q je
zakladni prostor, pak zobrazeni X fikdme nahodna proménna.

Zkuste sami najit priklady pravdépodobnostnich tloh, kde bud lze nebo nelze
nahradit ndhodné elementarni jevy nahodnou proménnou.

Poznamka 3.25. Ano madte pravdu, ono to jde vlastné vzdy, ale pak (uméle)

pritazené realné ¢islo k elementarnimu ndhodnému jevu casto nema zadnou vypoveédni
hodnotu. Dejme si priklad, ke kazdému zamichani balicku 32 karet pritadime néjaké

¢islo z mnoziny [1, 32!], ale co takto zvolené ¢islo bude fikat o tom kterém konkrét-

nim zamichani? Odpovéd zni, viibec nic. Takze v téchto pripadech nenahrazujeme

nahodné jevy hodnotami ndhodné proménné.

Definice 3.26. Necht X € {hy, ho, ..., hi} je ndhodnd proménna a h; € R pro
kazdé i € [1,k]. Potom EX je stredni hodnota ndhodné proménné X a EX =
= Zle pih;, kde p; je pravdépodobnost hodnoty nahodné proménné h;.

Poznamka 3.27. Vsimnéme si, ze je-li p; = 1/k je stfedni hodnota vlastné arit-
metickym primerem nahodnych proménnych. Stredni hodnota tedy umi, na rozdil
od aritmetického primeéru, zohlednit i riizné pravdépodobnosti jednotlivych hodnot
ndhodné proménné, a proto ji také fikdme vazZeny primér. Oznaceni stfedni hodnoty
E X vychazi z anglického expected value, tedy ocekdvand hodnota. Pro¢ ,oc¢ekavana*
vynikne pti feSeni konkrétnich prikladi.

Priklad 3.28. V supliku je rozhazenych 8 para ponozek (16 kust, nerozliSujeme
levou a pravou) a vime, ze dva pary jsou v modré, dva ve zluté, dva v hnédé a dva
v Sedé barvé. Podivin Murphy je hluboce zamyslen a vytahuje nahodné ponozky kus
po kusu. Jaky je prumérny pocet tahti, pokud vime, ze Murphy skon¢i az bude mit
vytazeny presné dveé ponozky ve stejné barveé.

Resend. Za prvé, pokud uvidite v ramci DIM piiklad, ktery se ptd na primér, pak
vézte, ze mate vypocitat stfedni hodnotu néjaké ndhodné proménné.
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V nasem pripadé je nahodnou proménnou X pocet taht, které musi Murphy
vykonat, aby dosahl kyzeného vysledku. Je ndm asi jasné, ze musi provést alespon
dva tahy. Déle, po péti tazich jisté dosahne onoho vysledku, nebof pokud se pokousi
po paté, pak v predeslych étyfech tazich vytdhl ponozky ve ¢tyfech (tedy vSech)
riznych barvach a pata ponozka se svou barvou musi shodovat s nékterou predeslou.
Proto X € {2,3,4,5}.

Oznacme nyni ps pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barvé jiz
ve druhém tahu, p3 pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barvé az
ve tretim tahu, ps pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barvé az ve
c¢tvrtém tahu, ps pravdépodobnost, ze vytahl dvé ponozky ve stejné barve az v patém
tahu.

Pravdépodobnosti p;, i = 2,3, 4,5 budeme pocitat pomoci sou¢inu podminénych
pravdépodobnosti.

Murphy vytahne vzdy v prvnim tahu néjakou ponozku, pak pravdépodobnost,
ze ve druhém tahu vytahne ponozku téze barvy, je % = % Proto p, = %
Pravdépodobnost, ze ve druhém tahu ziska ponozku v jiné barvé nez v tahu

prvnim, je 2 = 2 a pravdépodobnost, Ze ve tfetim tahu vytdhne ponozku v jedné
3 _ 12

15— 5
; “ v codedléd Ge 6 3 _ 4

z barev jako byly dvé ponozky predeslé, je 17 = . Proto p3 = ¢ - 2 = ==
Pravdépodobnost, ze ve druhém tahu vytahne ponozku v jiné barvé nez v tahu
prvnim, je }—g = 4/5, pravdépodobnost, ze ve tfetim tahu ziskd ponozku v jiné barve

nez ve dvou predeslych tazich, je 18—4 = ‘—; a pravdépodobnost, ze ve ¢tvrtém tahu

vytdhne ponozku ve stejné barvé jako byla nékterda z ponozek predeslych je 9/13.
Protop, — 4.4 .9 _— 144
Pa=7%5"7"13 = 5713°

Vsimnéme si, ze jevy wvytahl dvé ponozky ve stejné barve ve druhém tahu, vytdhl
dveé ponozky ve stejné barveé az ve tretim tahu, vytdhl dvéeé ponozky ve stejné barve
aZ ve cturtém tahu jsou disjunktni. Dale, jev vytahl dvé ponozZky ve stejné barvé az

v patém tahu je dopliikovy ke sjednoceni tii predeslych jevi. Proto ps = 1 — (py +
Fpstpl) = 1_4.3_4.4.9 _ 1_ 713443134449 _ | _ 391 _ 455-391 _ 64

P3 TP 13 5713 5713 5713 5713

Ovérme jesté (abychom se procvicili) vypocet pravdépodobnosti ps jinou metodou.

Pouzijeme tu, kterda ndm dobte poslouzila pti vypoctu po, p3 a ps. Uvazujeme tedy, ze

v prvnich ¢tytech tazich ziskal 4 ponozky v riznych barvach. Proto ps = % . % . % =
_ 64
= 5713

Nyni uz mizeme sméle prikrocit k vypoctu stiedni hodnoty EX, EX = py -2+
P33 +pa-ddps5 = 52453 3t gy At gy 5 = HTIOER — IR0 = 33978,
Porovnejme stfedni hodnotu s aritmetickym primérem nahodné proménné, ktery
je 234445 — T — 3 5 Vidime, Ze odlisnost je mald, coZ je oviem zptisobeno pomérné

e~y =
N T v v Y s v 1 12
w=rovnomérnym“ rozlozenim pravdépodobnosti, ¢imz minime, ze ps +p3 = ¢ + % =

1 2
= 5—77 + % = %, coZ je jen o malinko vic nez 1/2, a proto py + ps musi byt o malinko
méné nez 1/2. Stiedni hodnota se ,,posunula® k nizsim hodnotdm, nebot jsou vice
pravdépodobné.

Pokud bychom opakovali pokus s vytahovdnim ponozek mnohokrat (treba 1000
krat), zjistili bychom, ze zhruba polovina pokusi dopadla tak, Ze jsme stejno-

barevny par vytahli po tfech nebo ¢tytech tazich. Tedy hodnoty ndhodné proménné
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blizké sttedni hodnoté jsou v tomto pripadé vyrazné pravdépodobnéjsi nez hodnoty
nahodné proménné, které jsou vzdalenéjsi. Odtud nazev ocekdvand hodnota. Nemusi
to tak ovsem byt vzdy, coz si ukdzeme v nasledujicim prikladu.

A

Priklad 3.29. V osudi je 10 mickt s ¢islem 1, t¥i micky s ¢islem 3 a jeden micek
s ¢islem 23. Jaka je stfedni hodnota ndhodné tazeného micku z osudi?

Reseni. Ozna¢me p; pravdépodobnost, Ze byl tazen micek s ¢islem 1, p3 pravdépodob-
nost, ze byl tazen micek s ¢islem 3 a konecné po3 pravdépodobnost, ze byl tazen micek
s Cislem 23. Je zfejmé, ze p; = %,pg = % a Pog = ﬁ, proto EX = % -1+ % -3+
X ﬁ .93 — 10+&+23 _3
V tomto pripadé je ovsem pravdépodobnost, ze tahneme micek se stfedni hodno-
tou, tj. 3, pouze %, zatimco napriklad tazeni micku s hodnotou 1 je %, ¢ili NENI NE-
JPRAVDEPODOBNEJSI, ZE TAHNEME MICEK SE STREDNI HODNOTOU!
A

Véta 3.30. Necht jsou X a'Y néjaké dveé ndhodné proménné. Potom E(X +Y) =
= E(X) + E(Y), tedy stredni hodnota souctu ndhodngch proménngch je souctem
strednich hodnot techto ndhodngch proménngch.

Véta 3.31. Necht jsou X aY dvé nezdvislé nahodné proménné. Potom E(X-Y) =
= F(X)- E(Y), tedy stredni hodnota soucinu nahodnych proménnich je soucinem
strednich hodnot téchto nahodnych proménnych.

Priklad 3.32. Urcete stfedni hodnotu souctu a sou¢inu dosazenych hodnot, pokud
hazite dvakrat spravedlivou Sestisténnou kostkou.

Resend. Pocitali-li bychom stiedni hodnoty sou¢tu a soucinu pifmo z definice stfedni
hodnoty, pak bychom se docela zapotili, nebot urcit pravdépodobnosti jednotlivych
moznych soucti a soucinti by bylo docela pracné. My vSak mame k ruce véty 3.30
a 3.3. Necht X je ndhodna proménna, ktera urc¢uje hodnotu dosazenou v 1. hodu
a Y je ndhodna proménnd, kterd urcuje hodnotu dosazenou ve 2. hodu. Chceme
tedy zjistit F(X +Y) a E(X -Y), pficemz ale vime, ze X, Y jsou nezavislé ndhodné
proménné a B(X) = E(Y) = H283H4546 — 3 5 (aritmeticky pramér). Proto (X +
+Y)=35+35=7TaFEX-Y)=3,5-3,5=12,25.

A

Priklad 3.33. V osudi je 10 mick na nichz jsou natisténa cisla. Na péti je Cislo
7, na tfech ¢islo 3 a na dvou ¢islo 1. Vzdy ndhodné vytahneme dva micky. Jaka je
primérnd hodnota souctu ¢isel na tazenych miccich.
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Resend. Necht je soucet ¢isel na tazenych mi¢cich ndhodnou proménnou X. Potom
X € {14,10,8,6,4,2}. Spocitejme pravdépodobnosti p; pro i € {14,10,8,6,4,2}.
Predstavme si, ze mic¢ky tahdme po jednom a vyuzijme souc¢inu podminénych pravdépodob-

: 7 = 5 .4 _ 2 =5 .34 3 .5 _1 2,2 —-——2
nosti. TudeZ P14 = 0°9 ; 972]9102— 1&) 9 —L_ 10 9 — 37]78 - 10 + 10 K
Ps = 57p4——o'§+m A L ZcehOZplyne

EX — 18 14+ 10+ 2 2,94 1 L. 6+ 2 2. 4+ L Loo— 140+950+80+18+§4 4154 9.92.
Zkusme nym tutéz strednl hodnotu vypocitat s pouzitim 3. 30 Nyni bude nahodna
proménnd X ¢islo na prvnim tazeném micku a nahodné proménna Y ¢islo na druhém
tazeném micku. Chceme tedy spocitat F(X + Y') s tim, Ze neni tézké urc¢it F(X)
a E(Y), protoze E(X) =BE(Y) =3 - T+ 3 -3+ %1 =342 = 30 — 4 6. Proto
EX+Y)=EX)+EY)=4,6+4,6=9,2.

A

Priklad 3.34. Varovny!

V osudi je 10 mickii na nichz jsou natisténa ¢isla. Na péti je ¢islo 7, na tiech
¢islo 3 a na dvou ¢islo 1. Vzdy ndhodné vytdhneme dva micky. Jaka je primérna
hodnota soucinu ¢isel na tazenych miccich.

Reseni. Necht je soucin ¢isel na tazenych mi¢cich ndhodnou proménnou X. Potom
X € {49,21,9,7,3,1}. Spocitejme pravdépodobnosti pZ pro i € {49,21,9,7,3,1}.
priklgdu§.33vlime,iep49:%-%zéépgl QE §+— —2—%,p7 150 §+% g 3,
%X: 1_% .459 :1157 b 2: NN 0,9 N 15 : pi90:31%_0 7.0527 18451 5 ;:;hoz plyne

249+ 52142 7+— 9+ 1% - 3+ -1 = SESDATEETHSEL — P2 — 20, 46.

Zkusme nynl tutéz strednl hodnotu Vypoc1tat s pouzitim 3.3. Opét bude nahodna
proménnd X ¢islo na prvnim tazeném micku a nahodné proménna Y ¢islo na druhém
tazeném micku. Chceme tedy spocitat E(X -Y) s tim, ze vime E(X) = E(Y) =
=2.74+43.34+2.1=4,6.Proto E(X-Y)=FE(X)-E(Y)=4,6-4,6 =21,16.

Nyni se ovSsem vypocitané stiedni hodnoty 1isi, musela se tudiz nékde stat chybal
Ano, stala, ndhodné proménné X a Y jsou totiz zdvislé ndhodné proménné (cislo
tazené na prvnim micku ovlivni pravdépodobnost ¢isla tazeného na micku druhém)
a veta 3.3 plati pouze pro nezavislé ndhodné proménné. Prvni vypocet je tudiz
v poradku, ale druhy ne!

Vypocitejme jesté aritmeticky primér moznych soucinu: w = % =
= 15. Vypocet splnil nase ocekdvani. Aritmeticky primér je vyrazné mensi nez
stfedni hodnota, nebof pravdépodobnost tazeni vyssich hodnot je vétsi nez-li pravdépodob-
nost tazeni hodnot nizsich.

A

Pojmy k zapamatovani

— Pravdépodobnost ndhodného jevu A je ‘Q‘ ma-li kone¢ny pravdépodob-
nostni prostor (€2, P) uniformni pravdépodobnost.

— Plati P(A|B) = ‘?m)g ,jsou-li A, B ndhodné jevy a P(A|B) pravdépodob-

nost jevu A, pokud nastal jev B.
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— Plati P(AN B) = P(A) - P(B), pokud jsou jevy A, B nezavislé.

— Plati EX = Zle pi - h;, kde EX je sttedni hodnota ndhodné proménné
X, p; je pravdépodobnost hodnoty h; nahodné proménné X, a plati
X € {hi,ho, ..., hi}.

— Plati E(X+Y) = EX+ FEY, jsou-li X a Y néjaké ndhodné proménné.

— Plati E(X -Y) = EX - EY, jsou-li XY nezdvislé ndhodné proménné.

Priklady k procviceni

1.

Méme zamichany balicek 32 karet. Jaka je pravdépodobnost, ze tieti karta je desitka,
pokud vime, ze prvni dvé karty jsou sedm a deset?

. Hazime tfemi spravedlivymi Sestisténnymi kostkami. Je lepsi si vsadit, ze nepadne zadné

Sestka nebo, ze padne alespon jedna Sestka?

. Hazime ¢tytikrat minci. Jaka je pravdépodobnost, ze padne dvakrat orel a dvakrat hlava

(v libovolném poradi)?

. Méme zamichany balicek 32 karet. Hra¢ dostane pét karet, potom karty vrati, balicek

je znovu zamichan a dostane znovu pét karet. Jakd je pravdépodobnost, ze mél v obou
pripadech fullhouse, tzn. tii a dvé karty ve stejné hodnoté?

. Méame zamichany balicek 32 karet. Hra¢ dostane pét karet, vidi, Ze dostal t7i esa. Tyto

tTi esa si nechd a zbylé dvé karty vymeéni za nové. Jaka je pravdépodobnost, Ze mé nyni
kralovského pokera, tzn. 4 esa a krale?

. Mame nédhodnou posloupnost ¢tyt bitu (étyFprvkova nula-jedni¢kova posloupnost). Jaka

je pravdépodobnost, ze obsahuje dvé jednicky a dvé nuly.

. V balicku je 8 karet, dvé od kazdé barvy. Balicek peclivé zamichame. S jakou pravdépodob-

nosti dostaneme takové rozmichani, ze zadné dvé karty ve stejné barvé nejsou vedle
sebe?

. Hodime dvéma Sestisténnymi kostkami, jedna je ¢ervend, druhd modra. Nahodny jev

A je na obou padne stejné c¢islo a ndhodny jev B je na modré kostce padne Sestka. Jsou
jevy A, B nezdavislé?

. Hazime n-sténnou kostkou, n € N je sudé. Nahodny jev A je padne cislo z mnozZiny

[1, 5] a ndhodny jev B je padne liché cislo. Pro kterd n jsou jevy A, B nezavislé?

10. Jaky je primérny pocet hozenych Sestek, hdzime-li péti Sestisténnymi kostkami?

11. Pri objednavani obédu u terminalu vedle jidelny jsme zjistili, ze tfi z péti jidel uz

nejsou, le¢ nevime které. Jaky je prumeérny pocet pokust o objednavku, nez zvolime

vvvvv

@ ——
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12. Jaka je stfedni hodnota poctu policek, o které se posune vase figurka ve hie ,,Clovéce

nezlob se*, pokud se po treti Sestce za sebou uz nehazi?

Kli¢ k prikladiim k procviceni

1

L. 15
2. 1% > I Vsadili bych zadnou Sestk
- 318 > 216 ychom na zadnou Sestku.
3
3. 3
_87(3)(5)528  gru65 168
4. P(A) = : 322! — 32:31:3029 — 899"
2
5. 553
3
6. 5
1
7. 5.
8. Jsou to jevy nezavislé.
9. Jevy A, B jsou nezavislé pouze pro n délitelné ¢tyimi.
10 EX =55 -0+ - 14+38 24+ 8 -3+ 5 -4+ 5-5=3=2,5
_ 2 3.2 3.2.2 3.2, 1 4_10 _
ILEX=%-14+5-7-2+%-9-5-3+5-7-3-4=5 =2
1

12 EX = §(1+2434+4+5) + &(T+8+9+ 10+ 11) + (13 + 14+ 154+ 16 + 17 +

2, . .
4 18) — % + ég + % — 6--154+6-45+93 — 540+2z0+93 — 903 - 47 181.

63 6 216
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Kapitola 4

Dikazy v diskrétni matematice

Vazeni ¢tenari, na uvod této kapitoly si, prosim, zopakujte vyrokovou logiku. Nékteré
jeji vysledky budeme na tomto misté velmi casto potfebovat. Pripomenme alespon,
ze vyrok je néjaké tvrzeni, o kterém lze rozhodnout, zda je pravdivé ¢i nepravdivé,
ze kazdy vyrok ma pravdivostni hodnotu 0 (nepravda, false) nebo 1 (pravda, true),
ze pouzivame logické spojky A konjunkce (¢teme a), V disjunkce (Cteme nebo), =
implikace (Cteme Jestlize..., pak...), < ekvivalence (¢teme ...pravée tehdy, kdyz...)
a kvantifikdtory V (¢teme Pro kazdy...), 3 (¢teme Existuje alespon jeden...), 3! (¢teme
Ezistuje pravé jeden...).

Pro exaktni védy, jako matematika, teoreticka informatika, teoreticka fyzika, je
typické, ze pravdivost jakéhokoliv tvrzeni musi byt ovérena nade vsi pochybnost, to
znamena, ze tvrzeni v ramci teorie je platné navzdy.

Dikaz pravdivosti tvrzeni tudiz nelze provést pouze pomoci koneéného poctu
,pokusii“, byt sebesofistikovanéjsich, jak se to déje v jinych védach.

Popisme si nejdiive, jak je kazda exaktni teorie vystavéna. Na pocatku musi
stat tzv. zdkladni pojmy a axiomy. Zakladni pojmy jsou definovany pouze intuitivneé,
jsme totiz na pocatku teorie a presnou definici neni o co ,oprit“, nicméné existuje
obecné shoda, jak danym pojmtm rozumét. Typickymi priklady zakladnich pojmi
v matematice je ,mnozina“, ,bod‘ a v teoretické fyzice ,prostor®, ,cas“. Axiomy
jsou vyroky, které se jako jediné v ramci teorie nedokazuji (Opét, stojime na poc¢atku
teorie, neni zatim nic, pomoci ¢eho bychom tvrzeni dokézali.), ovSem existuje obecna
shoda, Ze plati.

Bézné pojmy pak presné definujeme pomoci zdkladnich pojmii a pojm1i, jiz predtim
presné definovanych. Véty a lemmata jsou vyroky v ramci teorie, které jsou odvozeny
(dokézany) z axiému a predesle dokdzanych vét ¢i lemmat, k Cemuz uzivame tzv.
odvozovaci pravidla. Odvozovaci pravidla nam prinasi dalsi exaktni véda formadailni
logika (Logiku muzeme chapat jako védu o spravném raciondlnim mysleni). Dodejme
jesté, ze Lemma je méné ,dilezity ¢i pomocny vyrok. Lemma vétsinou pouzivame
pri dokazovani néjaké Véty, abychom dtikaz zprehlednili.

Poznamka 4.1. Jediny pozadavek, ktery klademe na systém axiomi v exaktnich
teoriich, je jejich bezespornost. Coz znamena, ze ze systému axiomu se neda odvodit
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néjaky vyrok a zaroven jeho negace. Obcas byva také pozadovana minimalita sys-
tému axiémi, tzn. nesmi byt néjaky axiom odvoditelny z jinych axiémt téhoz sys-
tému.

Mozna si nékteri z Vas, vazeni ctenari, fikaji, ze jiz v ivodu této kapitoly si pro-
tite¢ime. Nebot tvrdime, ze véta v exaktni teorii musi byt dokazana jednou provzdy
a na druhé strané fikame, ze jediné ovéreni pravdivosti axiomu je, ze panuje obecna
shoda. Za par let prece tato obecné shoda, platna v jistém tidobi, nemusi existovat.
Potom je ovSem porusena i platnost vét z nich odvozenych.

Vyjasnéme si to. Platnost vyroku je zajisténa navzdy pouze v ramci daného
axiomatického systému! V ramci jedné teorie axiomy nemeénime! Nelibi-li se ndm
néjaka teorie se svym axiomatickym systémem, pak zalozime jinou teorii s jinym
axiomatickym systémem. Existuji rizné exaktni teorie, které si odporuji, a pritom
vsechny poméhaji poznavat objektivni realitu. Dejme si priklad.

Geometrie, kterou vSichni prochazime jiz od nastupu do skoly, se jmenuje Fuklei-
dovska geometrie. Jeden z axiému Eukleidovské geometrie zni takto: Meéjme v roviné
zaddnu primku p a bod A, ktery na ni nelezi. Pak existuje jedind primka q, kterd
prochdzi bodem A a s primkou p nemd Zadny spolecny bod.

Myslim, ze v tuto chvili si vétSina z nas 1ika, ze to je a musi byt pravda. K dané
piimce danym bodem mimo primku muzeme vést jedinou rovnobézku a Smytec!
Ano, ale nase predstava se opird o to, ze primka je jakasi nekoneCna uplné rovna
¢ara a rovina je jakasi nekone¢nd tuplné rovna plocha.

Co kdybychom ale geometrii definovali v néjaké omezené roviné (tfeba list papiru
v seSité) nebo na kulové plose (sfére)? Kulovou plochu bychom chépali jako rovinu
a primky v roviné by byly kruznice na sfére. Predstavte si nyni, Ze zadana ptrimka
je rovnik a na severni polokouli mimo severni pél zvolime bod. Vidime, ze v tuto
chvili jsme schopni danym bodem, vést nekonecné mnoho pirimek (kruznic), které
s rovnikem nemaji zadny spoleény bod.

Proto také existuje mnoho jinych geometrii, nez-1i Eukleidovska, napriklad sférickd
geometrie v niz, mimo jiné, nachazime trojuhelniky jejichz soucet velikosti vnit¥nich
uhlt muze znacné presahovat 180°. Predstavte si, ze kiiru pomerance nariznete podél
rovniku, nultého (stoosmdesitého) a devadesatého poledniku (libovolné zemépisné
délky). Pokud sloupnete jednu z osmi vytvorenych ¢asti kury, pak drzite v ruce
sféricky trojuhelnik, jehoz kazdy vnittni tihel je pravy.

Principy dokazovani a roli Véty ¢i Lemmatu v matematice si nejlépe objasnime
na prikladu. Vazeni ¢tenari, nedejte se, prosim, zastrasit délkou reseni nasledujiciho
prikladu, budou v ném totiz objasnény témeér vsechny bézné metody dokazovani
a uvazovani v exaktnich védach. Tudiz béhem jednoho prikladu ziskate pomérné
celistvy prehled o této problematice.

Jiz na zakladni skole jsme se vsichni dovédéli, ze cislo je delitelné tremi prdave
tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny tremi. Nevim ale, zda je ndm vSem jasné,
pro¢ tomu tak je. Zkusme toto tvrzeni presné zformulovat a ukazme si, jak pracuje
matematik pti jeho dokazovani.
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Priklad 4.2. Dokazte, ze celé ¢islo zapsané v desitkové soustavé je délitelné tremi
prave tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny tremi.

Resend. Vidite, Zze jsme formulaci zpfesnili dodatkem ¢islo je zapsdno v desitkové
soustave. Pokud by bylo zapsano v jiné soustaveé, véta nemusi platit. Dejme si priklad,
¢islo 9, zapsané v osmickové soustavé ma tvar 11 a jeho ciferny soucet 2 délitelny
tfemi neni. Déle si musime uvédomit a presné definovat, co to znamend, ze c¢islo
a je delitelné ¢islem b a v jaké ¢iselné mnoziné vlastné pracujeme. Dodejme, Ze se
muzeme omezit na celd nezdporna ¢isla, nebof pokud véta plati pro nezaporna cela
¢isla, pak musi platit i pro ¢isla zaporna.

Uvazovali-li bychom v Q nebo R tak nase véta postrada smysl, nebot v téchto
mnozinach je kazdé ¢islo délitelné kazdym. Upresnéme tedy, ze pracujeme v Ny a pro
kazdé a,b € Ng,a = b, plati, Ze a je délitelné b pravé tehdy, kdyz existuje x € Ny
tak, ze a = b- x (coz je ekvivalentni s a : b = x pro b # 0).

Zavedme pti této prilezitosti jesté dalsi vztah mezi dvéma celymi ¢isly, ktery tzce
souvisi s délitelnosti. Cislo b déli ¢islo a prave tehdy, kdyz a je délitelné b. Ze b déli
a zapisujeme b | a. Jinymi slovy, b | a pravé tehdy, kdyz existuje celé nezéporné ¢islo
x tak, ze a = b-x. A jesté jinak, b | a pravé tehdy, kdyz déleni a : b vyjde v mnoziné
celych cisel beze zbytku.

Ze ¢islo b nedéli éislo a budeme znadit bfa a bt a, a,b € Ny, pravé tehdy, kdyz
existuje celé nezdporné z tak, ze a = b-x + z, kde z € [1,b — 1] (tzn. a : b dava
nenulovy zbytek v Np).

Na pocatku dikazu je nutné presnymi, jednoznacnymi definicemi zabranit ne-
dorozumeénim.

Poznamka 4.3. V matematické teorii maji veskeré axiéomy, véty a lemmata tvar
implikace nebo ekvivalence. Formalné zapsano, maji véty a lemmata tvar P = D
nebo P < D, kde P, D jsou néjaké vyroky. Dale vime, ze vyrok P < D je ekviva-
lentni (fika totéz) s vyrokem P = D A D = P. Pokud tedy chceme dokazovat véty
nebo lemmata, staci umét dokazovat implikaci, nebot dokazat ekvivalenci znamena,
dokéazat soucasnou platnost dvou implikaci.

Definice 4.4. Vezméme si implikaci P = D. Vyroku P tikdme predpoklad nebo-li
antecedent a vyroku D diusledek nebo-li konsekvent . Popisuji-li vyroky P, D vlast-
nosti néjakych objektt, pak vyroku P tikame podminka postacujici pro vlastnost
popsanou vyrokem D a vyroku D podminka nutnd pro vlastnost popsanou vyrokem
P.

Predstavime-li si mnozinu B vSech objektii, které maji vlastnost P a mnozinu ©
vsech objektii, které maji vlastnost D, pak 8 C ®. Hledame-li objekty s vlastnosti
D, pak postaci vejit do mnoziny B a hleddme-li objekty s vlastnosti P, pak je nutné
vejit do mnoziny ®. V pripadé ekvivalence P < D je P podminka nutnd a postacujici
pro vlastnost popsanou vyrokem D a naopak, plati P = 2.
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Poznamka 4.5. Dokazovana véta v prikladu 4.2 ma tvar ekvivalence, kde vyrok P
je ,cislo zapsané v desitkové soustave je delitelné tremi“ a vyrok D je ,cislo zapsané
v desitkové soustavé md ciferny soucet délitelny tremi“. Budeme muset tudiz dokazat
jak P = D (Je-li ¢islo zapsané v desitkové soustavé délitelné tfemi, pak je jeho
ciferny soucet délitelny tremi.), tak D = P (Je-li ciferny soucet ¢isla zapsaného
v desitkové soustavé délitelny tfemi, pak je toto ¢islo délitelné tfemi.)

Abychom ale dokazali implikace z poznamky 4.5 musime mit také néjaky napad,
jak to provést! Na tivod pripomenme, ze naptiklad ¢islo 2731 zapiseme v desitkové
soustavé takto: 2731 = 2103 4+ 7-10% + 3 - 10' + 1 - 10°.

Protoze diikaz musi byti zcela obecny, budeme uvazovat zcela libovolné cislo
a € Ny. V desitkové soustavé plati @ = a,, - 10" +a,_1 - 10" ' 4+ 4a, - 101 +-- - +
+ag-102=>"" ja; - 10, kde a; € [0,9] pro kazdé i = 1,2,...,n an € Ny.

Co ale udélat, aby v rozvoji figuroval ciferny soucet? Zkusme nésledujici

a:i;ai‘lOi:i;ai-(loi—l—i—l):éai-(loi—l)—i—i&ai.

Nelze si nevsimnout, Ze vyraz » . a; = ap+ aj + - - - + a,, je ciferny soucet ¢isla
a. Déle si vSimnéme, ze ve vyrazu » . ,a; - (10° — 1) je s¢itanec pro ¢ = 0 roven
ap(10° = 1) = ap(1 —1) =ap-0=0, proto a = Y i a; - (10° = 1) + 37" a;.

Cili ¢fslo a lze napsat jako soucet dvou éfsel Yo7 a; - (100 — 1) a Y. a;, kde
druhé ¢&islo je ciferny soucet. Zkusme se peclivéji podivat na sumu y ;- | a; - (10°—1).

Plati >0 ja;- (10 = 1) = a; - 94 a2 - 99 + as - 999 + ...a, - 99...9. Ale ¢islo

n

99...9 je délitelné tremi pro kazdé prirozené ¢islo n, nebot 99...9 = 3-33...3.
S—— S—— S——

n n n
Jinymi slovy, pro kazdé prirozené n plati 3 | 10" — 1.

Predesly dikaz je ponékud neobratny, proto jej provedeme posléze jesté jednou,
pomoci tzv. matematické indukce.

Pokra¢ujme dal. Pokud vime, Ze ¢islo 10°—1 je délitelné t¥emi pro kazdé piirozené
¢islo 4, pak by asi mél byt délitelny t¥emi i kazdy sc¢itanec a; - (10° — 1) a pokud je
délitelny tfemi kazdy séitanec, pak by mél byt délitelny tfemi cely soucet > | a; - (10°—
—1). Ale pokud je tento soucet délitelny tfemi, pak o tom, zda ¢islo a je délitelné
tfemi bude rozhodovat pouze suma » ., a;, coz je ciferny soudet!

V tuto chvili jsme myslenky nechali ponékud nekontrolované bézet, a navic
byly plné kondicionélia (podminovacich zpusobi), le¢ néjaky néapad se v nich zracil.
Vratme se tedy zpét. Jednotlivé myslenky zformulujeme v klidu do pomocnych vét,
tzv. lemmat, a ty dokazeme.

Nejdrive chceme ukazat, ze je-li ¢islo a délitelné cislem x, pak kazdy soucin ¢isla
a s jinym ¢islem b je délitelny x.

Lemma 1 Necht a,z € Z. Pokud z | a, pak = | a - b pro kazdé b € Z.
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Diikaz. Predpoklad P v Lemmatu 1 je vyrok = | a, disledek D je vyrok = | a-b
pro kaZdé b € Z, lemma ma tvar P = D. Dodejme, zZe tivodni tvrzeni, které zacina
slovem ,necht® je jakysi pred predpoklad, ktery se vztahuje jak k predpokladu, tak
disledku.

Predvedeme si tzv. primy dikaz implikace. Zacneme predpokladem P. Nechf
plati x | a, potom z definice na pocatku reseni plyne, Ze existuje ¢islo m € 7Z tak, ze
a = x-m. Potom ovSem plati, Ze a-b = x-m-b pro kazdé b € Z. Vidime, zZe existuje
¢islom -b € Z tak, ze a-b=x - (m-b). Z definice pojmu déli plyne, ze = | a - b, coz
je dusledek D lemmatu 1.

m

Definice 4.6. Primy  dukez ma  formélné  nasledujici  schéma
P=V=V,=.-.=1V, = D.Z predpokladu P tudiz odvodime né&jaky
vyrok Vi, z Vi dalsi vyrok V5 atd., az po koneéném poctu kroka z vyroku V,
odvodime dusledek D.

Chceme také dokazat, ze je-li délitelny néjakym ¢islem kazdy séitanec, pak je
délitelny timto cislem cely soucet.

Lemma 2 Necht a = > | a;, kde a; € Z pro kazdé i = 1,2,...,n a necht = € Z.

Jestlize x | a; pro kazdé i =1,2,...,n,pak z | a = | a;.

Diikaz. Opét pouzijeme piimy dukaz. Predpokladdme, ze plati = | a; pro kazdé
i = 1,2,...,n (predpoklad lemmatu 2). Potom existuji ¢isla m; € Z pro kazdé
i =1,2,...,n tak, Ze a; = - m;. Z Cehoz plyne a = >" a; = Y o x-m; =
=z-mi+z-mot... +x-m, =x(mi+mo+---+m,) =2y . m;. Existuje tudiz
¢islo Y0 m; € Z tak, ze a=x -y ., m;. Proto z | a, coz je disledek lemmatu 2.

L]

Dale chceme ukazat, ze pokud je soucet dvou ¢isel délitelny néjakym cislem x
a timto ¢islem je délitelny i jeden ze séitanci, pak musi byt délitelny z i druhy
s¢itanec. Toto lemma budeme dokazovat v mnoziné prirozenych cisel.

Lemma 3 Necht a,b,c¢,z € N anecht x| a, z | b, a =0b+ c. Potom x| c.
Tentokrat pouzijeme dikaz sporem. V matematice se Casto stava, ze nemame

zadny pékny, prukazny napad, jak dokdzat vétu (lemma) pfimo, pak se velmi ¢asto
uchylujeme k diikazu sporem.
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Definice 4.7. Dikaz sporem. Mame dokazat vétu (lemma) ve tvaru P = D.
Nebudeme se zabyvat timto vyrokem, ale jeho negaci —=(P = D). Formélni logika
rika, ze vyrok =(P = D) je ekvivalentni s vyrokem P A —D. Negaci implikace
P = D muzeme tudiz zapsat P A —D. Dtkaz sporem probiha formélné takto
PN-D =V, =V,=...=V, = T, kde T je néjaké, jiz dokadzané, tvrzeni
v ramci teorie. Platnost obou vyrokti =7 a T je vyloucena a pravé tady nastava
onen avizovany spor. Protoze vyrok T je jiz dokédzany nade vsi pochybnost, musi
byt pravdivy. Pak je ovSsem vyrok =T nepravdivy. Je-li =T nepravdivy, tak aby
byla pravdiva implikace V,, = =T musi byt nepravdivy vyrok V,, (zopakujte si
pravdivostni hodnoty implikace). Je-li nepravdivy vyrok V;,, tak aby byla pravdiva
implikace V,,_; = V,, musi byt nepravdivy vyrok V,,_;. A tak dale, a tak dale, az
ukazeme, ze vyrok P A =D je nepravdivy. Vyrok P A —D je ovSem negace vyroku
P = D, proto je vyrok P = D pravdivy!

Diikaz. Uvazujme negaci lemmatu 3. Dle vyse uvedeného navodu, budeme pred-

pokladat soucasnou platnost predpokladu a negace dusledku. Predpoklddame tudiz,

ze plati (z|aAx|bAa=b+c)Axtc Odtud plyne, Ze existuji m € N, n € N
~ ~ B

P -D
apeNtak,zea=xz-m,b=x-n,b=x-p+ z plicemz z € [1,z — 1]. Protoze
a=>b+c, kde a,b,c € N, musi platit a > b, a odtud m > n.

Z vyse uvedeného dostavame x-m = x-n+x-p+z, z ¢ehoz plyne x(m—n) = z-p+z
a mame spor. PopiSme si jej. Protoze je m > n, musi byt m —n prirozené ¢islo a tudiz
je ¢islo z(m—n) na levé strané rovnosti délitelné x, zatimco na pravé strané rovnosti
je cislo, které neni délitelné x, nebot pti déleni = dava nenulovy zbytek z. Coz je
ve sporu s pravdivym tvrzenim, ze jestlize se dvé prirozend c¢isla rovnaji, pak musi
déavat pri libovolném déleni prirozenym cislem x tentyz zbytek.
Timto jsme ukazali, ze negace lemmatu 3 je nepravdiva, a tudiz je lemma 3
pravdivé.
m

Nakonec dokazeme pomoci matematické indukce, ze ¢islo 10" — 1 je délitelné
tremi pro kazdé prirozené n.

Lemma 4 Pro kazdé pfirozené n plati 3 | 10" — 1.

Nez zapocneme dikaz Lemmatu 4, objasnime si princip matematické indukce.

Véta 4.8. (Princip matematické indukce) Necht M C N a plati
elc M
enc M= (n+1)e M.

Potom M = N.
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Princip matematické indukce muzeme preformulovat tak, aby bylo vice patrné,
jak dokazovat fakt, ze néjaky vyrok je platny pro vSechna prirozena cisla.

Véta 4.9. (Princip matematické indukce) Necht V(n) je vgrok platny pro nékteré
prirozené c¢islo n. Pokud ukdzZeme, Ze

e V(1) je pravdivy a
e 2 pravdivosti vijroku V(n), plyne pravdivost vijroku V(n + 1),

pak miuzeme tici, Ze vgrok V(n) plati pro vsechna prirozend cisla n.

Poznamka 4.10. Uvédomme si genialitu tohoto principu, ktery dokaze nekonecné
mnoho kroku zredukovat na kroky dva. Pokud splnime krok 1 (1 € M), vime, ze M
obsahuje jednic¢ku. Pokud jsme ovérili platnost kroku 2 (n € M = (n+ 1) € M)
vime, ze mnozina M obsahuje také 2. Opét pouzijeme krok 2 a vime, ze M obsahuje
také 3 a tak dale, a tak dale. Obecnéjsi znéni principu matematické indukce uvedeme
pozdéji v této kapitole.

Diikaz. V prvnim kroku, kterému tikame zdklad indukce, ukdzeme, Ze nase lemma
plati pron = 1. Je-lin =1, pak 10" — 1 = 10! — 1 =9 a 9 je délitelné 3.

V druhém kroku, kterému ftikdme indukcni krok, nejdiive predpokladame, ze
lemma plati pro néjaké prirozené n. Predpokladdame tudiz, ze plati 3 | 10" — 1. Za
tohoto predpokladu chceme dokézat, Ze také plati 3 | 10! — 1. Jednoduse Feceno,
predpoklddame platnost véty pro n a chceme ji dokézat pro n + 1.

Vime, ze 10" —1=10-10" — 1= (9+1)10" =1 =9- 10" + (10" — 1). Cislo 9
je délitelné tremi, podle lemmatu 1, je pak délitelné 3 i ¢islo 9 - 10™. Z predpokladu
vime, Ze ¢islo 10” —1 je délitelné 3. Pokud jsou ovSem v sou¢tu 9-10"+ (10" —1) oba
s¢itance délitelné tremi, pak podle lemmatu 2, musi byt délitelny tfemi také jejich
soucet. Jejich soucet je ale roven ¢islu 10" — 1. Ukdzali jsme, Ze pokud 3 | 10" — 1,
pak 3 | 10" —1 a v tuto chvili méme jistotu, Ze Lemma 4 plati pro kazdé ptirozené
c¢islo n.

[]

Vratme se k ditkazu véty z prikladu 4.2. Uvédomme si, ze pokud bude nase véta
platit pro kladna celd ¢isla, pak bude platit i pro zaporna cela ¢isla. Dale vime, ze
véta urcité plati pro nulu, nebof 0 je délitelnd tremi a jeji ciferny soucet, ktery je
také nula, je opét délitelny tfemi. V dikazu se tedy mizeme omezit na celd kladn4,
tudiz prirozena cisla.

Diikaz. Necht a je libovolné prirozené ¢islo. Uz vime, ze a = Y ;' a; - (10" — 1) +
+ >0 o ai, kde YO8 ja; =ag+ a1 + - -+ + ay, je ciferny soudet ¢isla a.

Nejdrive dokdazeme implikaci tvaru P = D, tzn. vétu ,,Je-li ¢islo zapsané v desitkové

soustave délitelné tremi, pak je jeho ciferny soucet délitelny tremi.“ Pouzijeme piimy
dikaz. Vime, Ze ¢islo a je délitelné tiemi. Z lemmatu 4 plyne, ze 10" — 1 je délitelné
tfemi pro kazdé prirozené i, potom je ovsem, dle lemmatu 1, délitelny tremi kazdy
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sc¢itanec a;(10° — 1). Dle lemmatu 2, ale pak musi byt délitelny tfemi i soucet
S a;- (10" = 1). Odtud plyne a = Y7 a;- (10" — 1) + Y7 a;, pfifemz 3 | a
a3|> ", a-(10"—1). Podle lemmatu 3, pak musi 3 | """ ja; = ap+ai +- -+ ay,
coz je dusledek D nasi véty.
Nyni dokazeme implikaci D = P, tzn. vétu ,Je-li ciferny soucet ¢isla zapsaného
v desitkové soustavé délitelny tremi, pak je toto ¢islo délitelné tfemi.“ Nyni vime, ze
v souctu 1 a; - (108 —1) +>°"  a; je jak séitanec > a; - (10 — 1), tak s¢itanec
oo a; délitelny tfemi. Potom ovSem musi byt, dle lemmatu 2, délitelny tfemi
i jejich soucet, coz je ¢islo a.
O

Uf, to byla lopotna préace, ale stalo to za to! V teseni prikladu 4.2 jsme si totiz
objasnili témeér veskeré zakladni zptisoby dokazovani. Zbyvajici detaily dovysvétlime
v dalsich fesenych prikladech.

A

Priklad 4.11. Dokazte, ze log, 3 je iracionalni ¢islo.

Resend. Pfipomenme, 7e pokud hleddme néjaké redlné ¢islo x, pro které plati o =
= log, y, kde y € (0, 00), pak musi toto ¢islo splnit rovnici 2 = y (zédklad umocnény
na vysledek logaritmu se musi rovnat ¢islu logaritmovanému). Takové realné cislo
urcité existuje, nebot ke kazdému kladnému y takové  umime dohledat (nacrtnéte
si graf funkce y = 2%). Déle si uvédomme, 7e log,2 = 1 a funkce f(z) = log, x je
rostouci. Proto log, 3 > 1.

Pouzijeme ditkaz sporem. Misto véty ve tvaru implikace P = D tudiz pouzijeme
jeji negaci P A —D.

Ale vzdyt nase véta nema tvar implikace, jakoby ji chybél predpoklad a méla jen
dusledek! Véty takového typu se v matematice vyskytuji pomérné casto, predpoklad
neni zminovan v pripadé, ze je ziejmy. Nasi vétu miizeme tudiz preformulovat takto:
Jestlize je log, 3 redlné cislo, pak je iraciondlni.

Predpokladejme negaci nasi véty: log, 3 je redlné cislo, ale neni iraciondlni.
Neni-li log, 3 iraciondlni ¢islo, pak musi byt racionalni. Je tudiz vyjadritelné né-
jakym zlomkem g, kde p,q € N, nebot jsme ukazali, ze log, 3 je kladné realné ¢islo.

Necht log, 3 = f]—’, kde p,q € N. Potom plati 2¢ = 3. Z toho plyne ¥/2? =3 a po
umocnéni dostavame 2P = 3%. Vime, zZe soucin lichych ¢isel je ¢islo liché a soucin
sudych ¢isel je ¢islo sudé. Proto 2P =2-2..-2 je ¢islosudé a 37 =3 -3 - -3 je ¢islo

—— ——
liché. ’ !

Odvozena rovnost 2P = 39 iika, ze se dvé ¢isla rovnaji a jedno je liché a druhé
sudé. Coz je ve sporu s tvrzenim, ze pokud se rovnaji dvé ¢isla, pak maji stejnou
paritu (obé jsou sudd nebo obé lichd).

Nami odvozeny vyrok 2P = 37 je nepravdivy, tudiz i negace véty je nepravdiva.
Pak ovSem musi byt ptuvodni véta pravdiva.

A
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Priklad 4.12. Dokazte pomoci matematické indukce, ze pro kazdou konecnou
mnozinu X plati [2%| = 21X1,

Resend. Kazdou kone¢nou mnozinu X si umime piedstavit jako n-prvkovou mnozinu
(|X] =n), kde n € Ny. Pfipomefime je$té, Ze mnoZina 2% je systém vSech podmnozin
mnoziny X.

Ukazme, v prvnim kroku (zaklad indukce), Ze nase véta plati pro n = 0, nebot
mnozina Ny neza¢in jednickou, ale nulou. Je-li [X| = n = 0, pak X = () a 2° =
= {0}. Mnozina 2° je tudiz jednoprvkova a plati |2°] = 1. Zaroven vsak vime, Ze
20 =20 = 1.

Ve druhém kroku (indukéni krok), budeme predpokladat, Ze nase véta plati pro
libovolnou mnozinu X, kde | X| = n, a budeme chtit dokdzat, ze pak plati i pro libo-
volnou mnozinu X', kde | X’| = n + 1. Pfedpokladame tedy, ze pro néjaké libovolné
n € Ny plati, ze je-li |X| = n, pak [2¥| = 2" = 21X],

Avsak, nez zapoc¢neme samotné dokazovani, provedme nasledujici konstrukei.
Kazdou (n + 1)-prvkovou mnozinu X’ muzeme vytvorit z néjaké n-prvkové mnoziny
X, pridanim néjakého uréitého prvku a ¢ X. Proto X' = X U {a}.

Necht A, B C 2% a mnozina A je systém viech podmnozin mnoziny X', které
prvek a obsahuji, zatimco mnozina B je systém vsSech podmnozin mnoziny X', které
prvek a neobsahuji. Vidime, ze AUB = 2X" a ANB = (). Mnoziny A, B tvoii rozklad
mnoziny 2X . Proto |A| + |B| = |2¥'|. Budeme chtit ukézat, ze |A| = |B| = 2™

Z faktu X’ = X U {a} plyne, Ze vSechny podmnoziny, které prvek a neobsahuj,
jsou vsSechny podmnoziny n-prvkové mnoziny X. Ale z predpokladu vime, ze téch
je 2™. Proto |B| = |2X| = 2.

Libovolna podmnozina M, ktera prvek a obsahuje, vznikne z presné jedné podm-
noziny N, ktera prvek a neobsahuje tak, ze do N prvek a pridame. A naopak, N
vznikne z M vyskrtnutim prvku a. Proto podmnozin, které a obsahuji, je stejné jako
podmnozin, které a neobsahuji a plati |A| = |B| = 2".

Odtud [2%'| = |A|+|B| = 2"+2" = 2.2" = 27! = 21Xl Dokazali jsme, ze pokud
véta plati pro n-prvkovou mnozinu X, pak plati i pro (n + 1)-prvkovou mnozinu X'
a dikaz je ukoncen.

A

Piiklad 4.13. DokaZte, Ze soucet prvnich n lichych pfirozenych &sel je n?.

Resend. Prvni diikaz provedeme matematickou indukei. Mame vlastné dokazat, Ze
1+3+5+-+(2n — 1) = n? pro kazdé prirozené n.

Zaklad indukce. Zvolme n = 1. Leva strana rovnosti je 2-1 —1 = 1 a prava
12 =1.

Indukcni krok. Predpokladejme nyni, Ze pro néjaké ptirozené n plati 1+3+5+. ..
+(2n — 1) = n?. Budeme chtit dokdzat, Ze potom musi byt splnéno 1 +3 +5+---+
+@2n—1)4+ 2(n+1)—1) = (n+ 1)% Vyjdéme z levé strany dokazované rovnosti
14+3+5+... +(2n — 1) + (2(n + 1) — 1). Vyuzijeme-li pfedpoklad, dostaneme
n*+(2n+1)—1)=n?*+2n+1= (n+ 1)? a dikaz je hotov.
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V druhém dikazu pouzijeme aritmetickou posloupnost. Cisla 1,3,5,...,2n —

— 1 tvori aritmetickou posloupnost. Soucet na levé strané rovnosti je tudiz soucet

prvnich n ¢lena aritmetické posloupnosti. Proto miizeme levou stranu prepsat takto
21+ (2n—1))=%-2n=n>

A

Piiklad 4.14. DokaZte, %e pro kazdé n € N,n = 5 plati 2" > n?.

Reseni. Pouzijeme matematickou indukci.

Zaklad indukce. Nebof mame prokazat platnost pro vSechna prirozend ¢isla vétsi
nebo rovna péti, polozime v prvnim kroku n = 5. Na levé strané dostaneme 2" =
= 25 = 32 a na pravé n? = 52 = 25 a vidime, Ze skutecénd 32 > 25.

Indukénid krok. Opét budeme predpokladat, Ze 2™ > n? pro néjaké piirozené n > 5
a budeme chtit dokdzat, ze pak také 2" > (n 4 1)2. P¥i dokazovani nerovnosti
matematickou indukci, je vzdy dobré vytvorit néjakou strategii, jak zddany vztah
dokazat. Zpravidla za¢neme tak, ze dokazovanou nerovnost upravime a doufame, ze
nas u toho néjaka strategie napadne. Poznamenejme, ze upravy provadime takovym
zpusobem, abychom v dalsich ivahach mohli vyuzit platnost predpokladu. Pokud
bychom platnost predpokladu v dikazu nepouzili, neslo by o matematickou indukei!

Ze vztahu 2" > (n+1)? plyne 2-2" > n? 4+ 2n + 1 a dostdvdme 2" + 2" > n? +
+2n + 1. Z piedpokladu vime, Ze 2" > n? a pokud by se ndm podaiilo prokazat, ze
2" > 2n + 1 pro kazdé prirozené n = 5, pak mame vyhrano, nebot strategie by byla
na svete.

Prokazme, 7e n? > 2n + 1. Protoze uvazujeme n 2> 5, vime, ze plati n? =
=mn-n = 5n. Ale 5n > 2n + 1, nebot 3n > 1 dokonce pro kazdé piirozené n. Takze
n? 2 5n > 2n + 1 pro kazdé piirozené n = 5. Z predpokladu, ale také vime, Ze
2" > n? 2 5n > 2n + 1 pro kazdé n = 5. V tuto chvili je strategie diitkazu hotova.

Vyjdeme z pfedpokladu 2" > n?. K levé strané nerovnosti pfic¢teme 2" a k pravé
2n+1. Tim jsme nerovnost nemohli porusit, nebot na levou stranu jsme pridali vétsi
¢islo a na pravou mensi (2" > 2n+1). Plati tudiz 2" +2" > n*+2n+1 a dostavame
2m 42" = 2.2" = 2" > (p + 1)? a podle principu matematické indukce plati, Ze
2" > n? pro vSechna piirozend &isla n > 5.

A

Piiklad 4.15. Dokazte, ze plati Bernoulliho nerovnost (1+x)" 2 1+ nx pro kazdé
realné r > —1 a pro kazdé prirozené ¢islo n.

Reseni. Opét pouzijeme matematickou indukei. Budeme stru¢néjsi.
Zdklad indukce. Necht n = 1, pak dostdvame (1 + z)' = 1 + z, coz plati.
Indukéni krok. Predpokladejme platnost nerovnosti (1 +2)™ 2 14 nx pro néjaké
pfirozené n. Chceme dokéazat vztah (1 + z)"™ 2 1+ (n + 1)z. Odtud (1 + z)(1 +
+ 2)" 2 1+ +nx + z a obdrzime (1 + 2)" + (1 + )" 2 1 + nz + . Pokud se
nam podari prokdzat platnost vztahu z(1+ )" 2 = mame strategii nalezenu, nebot
z predpokladu vime, ze (1 + x)" 2 1 + nx.
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Uvazujme z € (—1,0). Cislo x je tedy zaporné. Pak k nerovnici z(1 + z)" = x
dostaneme nerovnici ekvivalentni (mé tatéz feseni) (142)" < 1, ktera je splnéna pro
kazdé prirozené ¢islo n (1+x € (0, 1) a jestlize ¢islo z takového intervalu umocnime,
tak vysledek v ném nadéle zistéva, proto (1 + )™ € (0,1)).

Necht x € (0, 0). Pak z nerovnice z(1+x)" 2 z dostdvame ekvivalentni nerovnici
(1+x)™ 2 1, kterd opét plati pro kazdé prirozené n, nebot umocnujeme ¢isla vétsi
nebo rovna jedné.

Nyni vime, Ze plati (1 + z)" =2 1+ nz (pfedpoklad) pro néjaké pfirozené n
a z(l + x)" 2 x pro kazdé pfirozené n, x € (—1,00). Odtud plyne, ze (1 + z)" +
+z(14+2)" Z 1+nz+ 2 a dostdavdme (1+x2)" 2 1+ (n+ 1)x pro néjaké prirozené
n.

A

Priklad 4.16. Dokazte specidln{ binomickou vétu (1+z)" = > (})z*, kde z € R
k=0
an €N

Resend. Pro prvni diikaz pouzijeme matematickou indukei.
Zdklad indukce. Pro n = 1 dostavame na levé strané (1 +x)! = 1+ x a na pravé
1
()= ()" + (D' =1-141-2=1+uz.

Indukénid krok. Predpokladejme platnost identity (14+2)" = Y (7)z* a dokazme
k=0

n+1
platnost vztahu (1 + z)"™ = > (nzl)xk

Vyjdéme z levé strany (1 + z)" ™ = (1 + x)(l +2)" = (1+2)" + z(1 + z)"

Pokud nyni vyuzijeme predpoklad, obdrzime Z ( )x +x- i (Z)xk = i (Z)xk +
k=0 k=0

+I§(k)xk+1:[(0)x + (Dt + G)a* -+ (e +[Q)r! + () + () +--- +
+ () + (). "

Pro pevné zvolené k € [1,n] bude ve vyrazu Y (})z" pied z* koeficient (7),
k=0

n
zatimco ve vyrazu (Z) 2F+1 bude pred z* koeficient ( " ) 7 téchto dvojic ¢lent
k=0

vytkneme 2% a dostaneme () + (" 1)) =¥ pro k € [1,n].

Proto mtiZeme psat Z (1)a* + Z (artt = (§)a° + kzi:l (D) + (")) ="+ +

—I—(n) 2" Clen s 2° 7 prvmho Vyrazu a ¢len s 2" z druhého vyrazu zlstaly os-
amoceny, nebof nemeély zadny dalsi ¢len do paru.

Ze vztahu (k) (k, +1) (Zﬁ) (Pascaluv trojihelnik) plyne, Ze (Z) + (k:) =

= (”+1) Daéle vime, ze ( ) 1= (”“) ( ) =1= ("H)

k n+1

Tt (3)a+ 35 ((2) + () a4+ (s = (3)a+ 35 () o+ (11
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n+1
= > (("I")) 2* a ditkaz matematickou indukef je hotov.
k=0

Druhy dikaz provedeme kombinatoricky.
Vime, ze plati (1 + )" = (1+z)-(14+x)--- (1 + x). Pokud takovy souc¢in chceme

(.

vyTesit, musime kazdy ¢len roznasobit g kazdym. PTi roznasobovani vznikne soucet
soucint, pricemz kazdy sc¢itanec vypada obecné takto:
cox--ex-1-1-1---1 =gk
k n—k

kde k je néjaké ¢islo z [0,n], nebot k néjakych zavorek prispélo do soucinu svym
x a zbyvajicich n — k zavorek svou jednickou. Kolik bude v ramci souc¢tu séitanc,
které obsahuji presné k-krét x a (n — k)-krat jednicku pro pevné zvolené k € [0,n]?
Presné tolik, kolika zptisoby jsme z n zavorek schopni vybrat k téch, které do soucinu
piispéjl svym z. Proto s¢itancii pro pevné zvolené k € [0, n], které obsahuji z* je
presné (Z) Cili kazdy s¢itanec mé tvar (Z) - 2% a k projde vSechna ¢isla z mnoZiny

[0, 7). Odtud (1 +2)" = 3° (7)*.

Na zavér porovnejme oba dikazy. Jisté se shodneme, ze kombinatoricky diukaz je
nejen kratsi, ale i velmi elegantni. VSimnéme si, ze vyzaduje néjaky pékny napad, jak
problém dokazované matematické formule prevést do fec¢i kombinatorickych vybéru.
Pravé takové dikazy se v diskrétni matematice vyskytuji nejcastéji.

A

Priklad 4.17. Dokazte kombinatoricky platnost vztahu (}) + (kil) = (ZE) (Pas-
calv trojuhelnik) pro vSechna n,k € Ng,n = k + 1.

Reseni. Pouzijeme diikaz, o némz jiz byla nékolikrat fe¢ v prvni kapitole. Kom-
binatoricky dikaz dvojim pocitanim. Prava strana rovnosti fika, kolika zptisoby je
mozné z (n + 1)-prvkové mnoziny vybrat (k + 1)-prvkovou podmnozinu. Pokusime
se ukazat, ze leva strana popisuje totéz.

Vezméme si (n + 1)-prvkovou mnozinu X a jeden z jejich prvka oznadime a.
Vsechny k-prvkové podmnoziny mnoziny X muizeme roztiidit do dvou disjunktnich
mnozin (budou mnoziny k-prvkovych podmnozin), podle toho, zda prvek a obsahuji
¢i ne. Kazdou (k + 1)-prvkovou podmnozinu, kterd neobsahuje a, lze vybrat z n-
-prvkové mnoziny X \ {a}, tj. (kil) moznosti. Podmozin s k+1 prvky, které obsahuji
a, je presné tolik, kolik je k-prvkovych podmnozin mnoziny X \ {a} ((Z) moznosti),
nebot kazdou (k + 1)-prvkovou podmnozinu s prvkem a vytvorime z presné jedné
k-prvkové podmnoziny bez prvku a jeho pridanim a naopak kazdou k-prvkovou
podmnozinu bez a vytvorime z presné jedné (k + 1)-prvkové vyskrtnutim a. Tudiz
(k + 1)-prvkovych podmnoZin s prvkem a je (}).

Se¢teme-li pocet vsech (k + 1)-prvkovych podmnozin mnoziny X s prvkem a
a pocet viech (k + 1)-prvkovych podmnozin mnoziny X bez prvku a ((}) + (,7,))
dostaneme pocet vsech (k 4 1)-prvkovych podmnozin mnoziny X.
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Piiklad 4.18. Dokazte, ze plati > (}) = (1) + (") + (*7*) +--+ (1) = (;1)

k k k+1
pro kazdé n,k € N,n = k.

i=k

Resend. Prvni diikaz provedeme matematickou indukei. V nasf formuli nyni vys-
tupuji dvé prirozena cisla n a k. Musime se tudiz rozhodnout, které z nich budeme
povazovat za fixni, a které za proménné. Své rozhodnuti dame na jevo tvrzenim:
,Diikaz provedeme indukci na n.“ Z toho plyne, Ze n je proménné a k fixni.
Zdklad indukce. Protoze je tfeba platnost vztahu prokéazat pouze pro prirozena
¢isla n 2 k, zacneme dukaz pro n = k. Na levé strané bude (Z) = 1 a na pravé

(kJrl) =1
k+1 : "
Indukeéni krok. PYedpokladejme - (;) = (5) + (") + (") +-+ (1) = (1)
i=k
n+1

pro néjaké prirozené n = k a budeme chtit dokdzat > (;) = (k) + (Hl) + (’”2) +

k k k
i=k
+ 4 W)+ + ) = (59

n+1l n .
Vyjdéme z levé strany dokazované rovnosti i (;) => (;) + ("Zl) Z predpok-
i=k i=k
ladu vime, ze Zn;c (;) = (Z]:), proto é(;) + ("Zl) = (ZE) + (”Zl) Ale z prikladu
AT vyplyvd, ze (33) + (") = ():

A
n
Priklad 4.19. Dokazte, ze plati kz—() (Z)Q = (277) pro kazdé n € Nj.
Reseni. Opét pouzijeme kombinatorickou metodu dvojtho poéitani. Na pravé strané
rovnosti je kombinac¢ni ¢islo (2:), které tikd, kolika zpusoby jsme schopni vybrat
z 2n-prvkové mnoziny n-prvkové podmnoziny. Budeme chtit ukazat, ze leva strana
popisuje totéz.
n —
() =

Vime, ze (2)2 = (Z) .
= (i) - (2)-

Predstavme si, ze prvky 2n-prvkové mnoziny jsou kulicky, n z nich obarvime bilou
barvou a zbylych n ¢ernou barvou. Vybirejme nyni n kuli¢ek tak, Ze nejdrive z bilych
kuli¢ek vybereme k kuli¢ek pro néjaké pevné zvolené k € [0, n] ((}) moznosti), a pak
z cernych kulicek zbylych n — k kulicek ((T: k) moznosti). Cili existuje (2) . (nf k) =
= (2)2 moznosti, jak z 2n-prvkové mnoziny vybrat n-prvkovou podmnozinu pro

pevné zvolené k. Uvédomime-li si, ze z bilych kulicek miizeme vybrat, zadnou, jednu,

(Z) Ze symetrie kombinacnich ¢isel plyne (Z) .

n

2 v oy (s v v
k) skutec¢né udava pocet vsech n-

n
dvé atd. az n kulicek, pak je zfejmé, Ze ¢islo > (
k=0
n

-prvkovych podmnozin 2n-prvkové mnoziny. Proto (2)2 = (2:) pro kazdé n € N.
k=0
A
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Piiklad 4.20. Dokazte, Ze plati ) (Z) 2% = 3" pro kazdé prirozené n.
k=0

Vv

néjaka n-prvkova mnozina. Ukazeme, Ze obé strany rovnosti udavaji pocet vsech us-
poradanych dvojic (A, B), pricemz A, B jsou néjaké podmnoziny mnoziny X a plati
ACB.

Predstavme si, ze mnoziny A, B, A C B, vybirame z mnoziny X tak, ze nejdrive
vybereme B jako néjakou k-prvkovou podmnozinu mnoziny X ((Z) moznosti), a pak
k B vybirdme A jako jeji libovolnou podmnozinu. Oviem B mé 2* podmnozin. Cili
ke kazdé pevné vybrané k-prvkové podmnoziné B umime najit jeji podmnozinu 2%
zpusoby. Tudiz usporddanych dvojic mnozin (A, B), kde A C B C X, musi byt (Z) 2k
pro kazdé pevné zvolené k € [0, n]. Nebot k musi projit vSechna celd ¢isla z mnoziny
[0,n], dostdvame Y, (7)2" vSech usporddanych dvojic (A, B), kde A C B C X.

Spocitejme pocet dvojic (A, B), kde A C B C X, jinym zpusobem. Nebot A C
C B C C X, tak z definice mnozinové inkluze musi pro kazdy prvek = € X platit
budx € ANz € BAz € X nebox ¢ ANz € BAx € X nebox ¢ ANz ¢ BAx € X.
Tudiz, pokud tvorime vSechny usporadané dvojice (A, B), kde A C B C X, pak ke
kazdému prvku z X muzeme nezavisle zvolit jeden ze tii vysSe zminénych stavii.
Protoze X ma n prvki, dostavame 3" moznosti.

Predvedme si jesté jeden dikaz. Z prikladu 4.16 plyne, ze (1 + )" = > (Z) "
k=0
Pokud zvolime z = 2 dostdvame 3" = > (})2*.
=0

Véta 4.21. (Zobecnény princip matematické indukce) Necht V (n) je virok platny
pro néjaké prirozené cislo n. Jestlize dokdzZeme, Ze

e plati V(1) a
e 2 platnosti vijroku V (k) pro kazdé prirozené k < n plyne platnost vjroku V(n),

pak V(n) plati pro vsechna prirozend cisla n.

Poznadmka 4.22. Zaprvé si uvédomme, Ze je tplné lhostejné, zda dokazujeme (n —
—1)eM=née Mnebon € M = (n+1) € M. Zobecnény princip matematické
indukce se lisi od predeslého principu matematické indukce pouze tim, Ze v ném
predpokladame platnost véty pro vSechna ¢isla mensi nez n, zatimco v predeslém
pripadé jsme predpokladali, ze véta plati pouze pro nejblizsi mensi ¢islo nez n, tj.
n—1. Jinak v obou pripadech se za téchto predpokladi pokousime vétu dokazat pro
n.
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To ze muzeme predpokladat pravdivost véty ne jen pro n — 1, ale pro libovolné
¢islo mensi nez n, nam pri dokazovani uvoliuje ruce, coz dobte ilustruje nasledujici

pitklad.

Priklad 4.23. Tabulka cokolady se skldda z mn c¢tvereckli. Dokazte, ze tabulku
umime rozlamat na jednotlivé ¢tverecky miniméalné mn — 1 zlomy.

g

Reseni. Zacneme zdkladem indukce. Nejmensi moznou tabulku ¢okolady s 1-1 étvereckem

skutecné umime rozldmat na jednotlivé ¢tverecky mn —1=1-1—1 = 0 zlomy.

Predstavme si, ze tabulku s mn ¢tverecky jsme jedinym zlomem rozdélili na dvé
mensi ¢asti tieba tak, ze jedna ¢ast ma k < mn ¢tverecki a druha mn — k ¢tverecki,
pricemz k je néjaké prirozené cislo.

Indukéni krok. Nebot k < mn a mn — k < mn (obé ¢asti jsou mensi nez celd
tabulka), muzeme predpokladat, ze pro tyto mensi ¢asti nase véta plati. Tabulku
s k ctverecky tudiz umime rozlamat na jednotlivé ¢tverecky k — 1 zlomy a tabulku
s mn — k ¢tverecky mn — k — 1 zlomy.

Celkové jsme tedy provedli (k—1)4(mn—k—1)4+1 = mn—1 zlomu. Pfedpokladali
jsme pravdivost véty pro ¢isla mensi nez mn a dokazali jsme, ze véta plati i pro mn.
Diikaz matematickou indukei je tudiz ukoncen.

A

Priklad 4.24. Varovny! V roviné je n = 2 primek py,pa, ..., p, a kazdé dvé jsou
ruznobézné. Dokazte, ze tyto primky musi mit jediny spole¢ny bod.

Reseni. Mame-li dvé riiznobézné primky py, ps, pak ty jisté maji pravé jeden spoleény
bod. Pro n = 2 véta plati.

Vezméme si primky pq, po, . .., pp_1. Protoze je jich méné nez n, miazeme predpok-
ladat, Ze pro né véta plati. Piimky py, po, ..., p,_1 tudiz maji jediny spolecny bod,
ozna¢me jej X. Nyni vezmeme piimky py, ps, p4, - - ., P (chybi py), téch je ovSem také
méné nez n, takze pro né predpokladame platnost véty. Ptimky p1, p3, ps4, . . ., p, maji
jediny spolec¢ny bod, ktery oznac¢ime Y. Vsimnéte si, ze v obou vybérech primek fig-
uruji napriklad primky pq, ps3. Protoze figuruji v prvnim vybéru, je jejich spolec¢ny
bod X, nebot jsou i v druhém vybéru jejich spolecny bod je Y. Ale dvé riznobézné
primky p1, p3 maji jediny spolecny bod, proto X =Y a ptimky pq, po, ..., p, maji
jediny spole¢ny bod.

Mnozi z vas si ted asi fikaji, jak je to mozné, Ze jsme dokéazali iplnou ,ptakovinu ‘.
Vzdyt kazdy z nés si urc¢ité umi predstavit tii primky v roviné, které jsou po dvo-
jicich riznobézné, ale nemaji jediny spoleény bod (prolozte si piimky body, které
tvori vrcholy libovolného trojihelnika). Kde se stala chyba?

Neni to v tom, Ze matematické diikazy jsou prosté spekulace a s pravdou nemaji
nic spolecného? Ne, neni! Prehlédli jsme jedinou drobnost, nase indukéni tivaha
nedokaze zdtvodnit, ze pokud véta plati pro n = 2, pak plati pro n = 3.

Pojdme si to rozebrat. Mame 3 vzajemné riznobézné primky pi, ps, p3 a z nich
vybirdme piimky dvé. Ukazme si vSechny mozné vybéry: {p1,p2}, {p1,p3} a {p2, ps}-
Kdyz jsme obhajovali, Ze n primek ma jediny spoleény bod, predpokladali jsme, ze
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néjaké dva rizné vybéry n — 1 ptimek obsahuji tutéz dvojici primek. Vsimnéte si, ze
pro n = 3 to neplati! Zadné dva rizné vybéry dvou pifmek ze tif spole¢nou dvojici
primek neobsahuji!

Nu, a tato ,drobna dira“ v uvaze zapricinila, ze dikaz je uplné Spatné.

Jestlize z platnosti pro n = 2 neplyne platnost pro n = 3, pak platnost pro
n = 3 musime ovérit v zakladu indukce a pti ovérovani bychom snadno zjistili, ze
véta neplati.

A

4.1 Dirichletav princip

Véta 4.25. (Dirichletiv princip)
Vice neZ n holubi se schovalo v n dérdch, které jsou v holubniku. Pak ovsem v ale-
spon jedné dire jsou dva nebo vice holubii.

Zkusme tuto péknou vétu zformulovat v matematickém jazyce.

Véta 4.26. (Dirichletiv princip) Necht |J._, A;| > n. Potom existuje
i€ {l,2,...,n} takové, Ze |A;| = 2.

Diikaz. Dirichlettiv princip nam tika, Ze jestlize sjednoceni n néjakych mnozin ob-
sahuje vice nez n prvki, pak musi v alespon jedné mnoziné byti dva nebo vice prvkii.
Vétu budeme dokazovat neprimo, coz je posledni zédkladni zptisob dokazovani, ktery
jsme si dosud nevyjasnili. Vychazi z faktu, ze vyroky P = D a =D = =P jsou
ckvivalentni, tzn. fikaji totéz. Pfedpoklad P nasi véty je ||J;_, A;| > n a dusledek
D je Existuje i € {1,2,...,n} takové, Ze |A;| = 2.

Poznamka 4.27. Nebudeme vlastné dokazovat ptvodni vétu P = D, ale vétu ek-
vivalentni =D = —P tak, ze dikaz bude mit formu -D =V, =V, = --- =V, =
= =P, kde V; jsou pro kazdé ¢+ = 1,2,...,n néjaké vyroky. Vidime, ze schéma
neprimého diikazu je podobné schématu primého ditkazu, jen vychazime z negace
disledku a dojdeme k negaci predpokladu.

Nejdiive znegujme disledek, ktery zni takto: Ezistujei € {1,2,...,n} takové, Ze
|A;| 2 2. Dostaneme pro vsechna i € {1,2,...,n} plati |A;| < 2 (negace kvantifika-
toru 3 je V). Potom ma ovSem kazdd mnozina nejvyse jeden prvek a nutné musi
platit |{J;, A;| < n, coz je negace predpokladu a dikaz je hotov.

[

Poznamka 4.28. Dirichlettiv princip je v angli¢tiné nazyvan Pigeon-hole principle,
princip holubii a dér, a proto jsme jako prvni zaradili ponékud nematematickou
formulaci tohoto principu.
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Priklad 4.29. Vybrali jsme ndhodné z mnoziny [1,n] Sest ¢isel. Ukazte, ze rozdil
nekterych dvou z vybranych Sesti ¢isel musi byt délitelny péti.

Reseni. Pokud dvé piirozena ¢isla a, b davaji pii déleni pfirozenym ¢islem m tentyz
zbytek, pak je jejich rozdil délitelny ¢islem m (viz cviceni nize). Libovolné prirozené
¢islo pri déleni péti dava jako zbytek jedno z cisel 0,1, 2,3,4. Vybranych 6 cisel
rozdélime do péti mnozin tak, ze spolecné budou v mnoziné jen ta ¢isla, co davaji
pii déleni péti tentyz zbytek. Protoze rozdélujeme 6 ¢isel do 5 mnozin (Sest holubt
se schova do péti dér), musi byt v alespon jedné mnoziné dvé nebo vice ¢isel a rozdil
dvou ¢isel z jedné mnoziny (davaji tentyz zbytek) je délitelny péti.

A

Priklad 4.30. V mistnosti je 2n + 1 lidi. Kazdy ¢lovék v mistnosti si podal ruku
s alespon n lidmi. Dokazte, ze jestlize jsou v mistnosti dva lidé ktefi si ruku nepodali,
pak existuje v mistnosti ¢lovek, s kterym si podali ruce oba.

Reseni. Méjme mnozinu L, |L| = 2n + 1, v8ech lidi v mistnosti. Dva lidi, ktei{ si
nepodali ruku oznacime = a y. Oznac¢me M = L\ {z,y}. Existuje mnozina X C
C M téch lidi, s kterymi si podal ruku z. Ze zadéani plyne |X| = n. Déle existuje
mnozina Y C M téch lidi, s kterymi si podal ruku y a ze zadani plyne |Y| = n.
Vime, ze |M| = 2n — 1. Pokud by byli podmnoziny X a Y disjunktni, platilo by
I X UY|=|X|+|Y]| 2 2n, coz neni mozné, protoze by sjednoceni podmnozin mélo
vice prvku nez celkovd mnozina M. X a Y tudiz maji neprazdny prunik a prvek
z tohoto pruniku je clovék, ktery si podal ruku s = i y.

V tomto prikladu vystupuji jako diry prvky mnoziny M, kterych je 2n — 1,
a holubi jsou prvky mnozin X a Y, kterych je v souctu alespon 2n.

Pojmy k zapamatovani

— Axiém, véta, lemma.

— Piimy dikaz (P =V, =V, = --- =V, = D).

— Nepfimy dukaz (=D =V, = Vo= .- =V, = -P).

— Dikaz sporem ((PA-D) =V, = Vo = --- =V, = =T, pricemz T
je platny vyrok v teorii).

— Kombinatoricky diikaz, levou a pravou stranu dokazovar}é identity mod-
elujeme jako pocet néjakych kombinatorickych vybért. Casto pouzivame
dvoji pocitani.

— Diikaz matematickou indukci.

— Dirichletuv princip (n dér a vice nez n holubu).
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Priklady k procviceni

1.

9.

. Dokazte alespon dvéma zpusoby, ze >

Dokazte, ze soucet dvou sudych cisel je sudy.
Dokazte, ze soucet dvou lichych ¢isel je sudy.

Dokazte, ze soucet sudého a lichého ¢isla je lichy.

. Dokazte, ze rozdil dvou prirozenych cisel, které davaji pri déleni cislem m € N tentyz

zbytek, je délitelny m.

Dokaizte, ze /2 je iraciondlni &slo.

. Z mnoziny N jsme vybrali ndhodné 3 ¢isla. Ukazte, ze mezi témito tfemi ¢isly musi byt

néjaké dve, jejichz soucet je sudé ¢islo.

. Dokazte Lemma 3 primo.

n - n+1_ “
3= 3T1 pro vsechna n € Ng.

=0

Dokazte, ze pro kazdé piirozené ¢islo n > 3 plati 3" > n3.

10. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené éislo n plati 6 | n® — n.

11. Dokazte, Ze pro kazdé liché piirozené &islo n plati 4 | n® — n.

12. Dokazte, ze kazda n-prvkovd mnozina mé piesné 2"~ ! podmnozin s lichym poc¢tem

prvki.

n

13. Dokazte alespon dvéma zpusoby, ze plati ) (’Z) =2"

=0

n

14. Dokazte alesponi dvéma zptisoby, Ze plati > (—1)"1(") = 0.

i
1=0

Kli¢ k prikladdm k procviceni

1.

2.

Primy dikaz, vhodné oznaceni obou cisel.
Primy dikaz, vhodné oznaceni obou cisel.
Primy dikaz, vhodné oznaceni obou éisel.
Piimy dikaz, vhodné oznaceni obou c¢isel.
Drtikaz sporem.

Dirichlettv princip.

P1i volbé znaceni vychézejte z ditkkazu sporem Lemmatu 3.

@ ——
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8. matematickou indukei nebo piimo odvozenim.
9. matematickou indukci.
10. matematickou indukeci nebo piimo.

11. matematickou indukei nebo primo.

12. Dokazte, ze podmnozin s lichym a sudym poctem prvki je stejné.

13. z binomické véty nebo dle piikladu 4.12 nebo indukci.

14. z binomické véty nebo indukci.
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Kapitola 5

Relace a zobrazeni

KazZdy sam jsme nic
KazZdy sam ani nejsme
jen sém vzajemngjch doteki je to
...CO NAS 0Z1Vi...

Autor vyse uvedenych radki nam chce ziejmé Tici, ze objekty jako takové jsou vlastné
,mrtvé“, tedy bez projevii, poptipadé nedavaji ,smysl“, pokud je vniméame osamo-
cené bez jejich vztahti k predmétiim ostatnim. Proto se vétsina véd, a nejen ex-
aktnich, zabyva vice vztahy mezi objekty nez-li objekty samotnymi. Pfipomenme,
ze vztah se fekne latinsky relatio, proto relace je néjaky vztah mezi dvéma ¢i vice
objekty.

V exaktnich védach potiebujeme exaktni a zaroven dostateéné obecné definice
pojmu, proto musime pojem relace formalizovat v néasledujicich definicich.

Poznamka 5.1. Dovolte, v tuto chvili, malou odboc¢ku. O matematice se casto
riké, ze je prilis abstrakini. Pojem ,abstraktni® miva pri bézné teci casto pejorativni
nadech. Abstraktni, tudiz zbytecné nebo nesrozumitelné. Uvédomme si, ze abstrak-
tni uméni ¢i véda se vzdy snazi vyhledat v zobrazovaném ¢i zkoumaném objektu
to, co je v ném ,podstatné“. Podstatné rysy pak zdirazni a méné podstatné de-
taily potlac¢i nebo vynecha. Proto se nam abstraktni objekty jevi tak cizi a nesrozu-
mitelné, jsme totiz zvykli vnimat véci v celé jejich, smysly dostupné, slozitosti. Ale na
druhé strané pravé abstraktni objekty jsou dostatecné ,cisté* a prehledné, abychom
pravé na nich zapocali cestu k poznani realnych objektii se vSemi jejich slozitostmi.
Pripomenme také, ze proces abstrakce nam dovoluje odhalovat pribuznost objektt
i presto, ze se jevi velmi odlisné.
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5.1 Binarni a n-arni relace na mnoziné A

Definice 5.2. Necht Ay, A, ..., A, jsou néjaké mnoziny. Potom kartézsky soucin
A x Ay x ... x A, téchto mnozin je mnozina vsech usporadanych n-tic
(a1, a9,...,a,), kde a; € A; pro kazdé i = 1,2,...,n, coz symbolicky zapiSeme

A1><A2><...XAn:{(al,ag,...,an):aiEAi,izl,Q,...,n}.

Definice 5.3. n-drni relace R na mnozinach Ai, A,, ..., A, je libovolnd podm-
nozina kartézského soucinu A; x As X ... X A,.

Definice 5.4. n-drni relace R na mnoziné A je libovolnd podmnozina kartézského
sou¢inu A x Ax...x A= A",

Definice 5.5. Bindrni relace R na mnozinich A, B je libovolnd podmnozina
kartézského soucinu A x B.

Definice 5.6. Bindrni relace R na mnoziné A je libovolnd podmnozina kartézského
soucinu A x A = A%

Poznamka 5.7. V dalsim textu se budeme vénovat predev§im binadrnim relacim
na mnoziné A, a proto pod strué¢nym pojmem relace budeme rozumét prave bindrni
relace na mnoziné A.

Prejdéme nyni k vlastnostem relaci.

e Binarni relace R na mnoziné A je reflexivni prave tehdy, kdyz pro kazdé x € A
plati (z,z) € R.

e Bindrni relace R na mnoziné A je symetrickd pravé tehdy, kdyz pro kazdé
x,y € A plati, pokud (z,y) € R, pak (y,z) € R.

e Bindrni relace R na mnoziné A je antisymetrickd prave tehdy, kdyz pro kazdé
x,y € A plati, jestlize (z,y) € R a (y,x) € R, pak z = y.

e Alternativni definice antisymetrie:Ve,y € A:x #y = (v,y) ¢ RV(y,x) ¢ R

e Bindrni relace R na mnoziné A je tranzitivni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
x,y,z € A plati, jestlize (z,y) € R a (y,2) € R, pak (z,2) € R.

Poznamka 5.8. Casto misto (z,y) € R piseme xRy. Dodejme jests, Ze na prazdné
mnoziné A muzeme definovat pouze tzv. prdzdnou relaci, tzn. neobsahuje zadnou us-
pordadanou dvojici (resp. n-tici). Uvédomme si, Ze prazdné relace paradoxné spliiuje
vSechny vlastnosti, které jsme si vySe vyjmenovali. Ptate se proc¢?
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Vse je postaveno na faktu, ze implikace P = D je pravdiva vzdy, kdyz vyrok
P je nepravdivy (symbolicky zapséno 0 = 0 a 0 = 1 jsou pravdivé vyroky). Cili
vubec nezalezi na tom, zda je splnén dusledek! VSimnéte si, ze vSechny vlastnosti
relaci maji tvar implikace (i reflexivitu muzeme prepsat do implikace nasledovné:
Je-li a libovolny prvek z A, pak (a,a) € R). Mame-li prazdnou mnozinu A, tak nikdy
nemuze byt splnén predpoklad libovolné vlastnosti, a proto je kazdéa vlastnost, bez
ohledu na pravdivost disledku, splnéna.

Pozor! Préazdnou relaci miuzeme nadefinovat i na neprazdné mnoziné (viz 5.10)
a tam musime byt opatrnéjsi.

Skutecnost, ze na mnoziné A je definovana relace R budeme také ¢asto zapisovat
pomoci usporadané dvojice (A, R).

Piiklad 5.9. Necht A = [1,4] a R = {(1,1),(3,3), (4,4), (2,3),(3,2), (1,2),(2,1)}
je relace na A. Zjistéte vlastnosti zadané relace R.

Resend. Ma-li byt relace R reflexivni, pak musf obsahovat viechny dvojice typu (i, i),
kde i = 1,2, 3, 4. Protoze neobsahuje dvojici (2,2), neni reflexivni.

Ma-li byt symetrickd, pak ke kazdé dvojici typu (i, 7), kde 4, j € {1,2,3,4}, musi
obsahovat také dvojici (j, 7). Tato vlastnost je splnéna ve vsech ptipadech, R je tudiz
symetricka.

Ma-li byt antisymetricka, pak podle alternativni definice muize z dvojic typu (i, j)
a (j,7) pro i # j, i,7 € [1,4], obsahovat vzdy nejvyse jednu, tzn. bud zZadnou nebo
pfesné jednu z nich. Coz neni splnéno napiiklad pro dvojice (1,2) a (2,1). R neni
antisymetricka.

Ma-li byt tranzitivni, pak ke kazdym dvéma dvojicim typu (i,7) a (j,k) (¢im
prvni kondci, tim druhd za¢ind) pro 4, j, k € [1,4] musi obsahovat dvojici (7, k). Snadno
se presvédéime, ze v nasem pripadé tato vlastnost neni splnéna, nebot R obsahuje
dvojice (2,3) a (3,2), ale neobsahuje dvojici (2,2). R neni tranzitivni.

A

Priklad 5.10. Necht A je néjaka neprazdnd mnozina lidi. Na A je definovana relace
R tak, ze Va,b € A : aRb < a je starsi nez b. Urcete vlastnosti relace R.

Reseni. Zadny ¢lovek a € A neni star$i nez on sam, proto (a,a) ¢ R a relace R neni
reflexivni.

Pro kazdé dva (ruzné) lidi a,b € A plati bud a je star$i nez b nebo b je starsi
nez a nebo a, b jsou stejné stari. V prvnim pripadé (b,a) ¢ R, ve druhém (a,b) ¢ R
a ve tfetim (b,a) ¢ R a (a,b) ¢ R. Z alternativni definice antisymetrie plyne, ze R
je antisymetrickd, nebot vzdy alespori jedna z dvojic (a,b), (b, a) v relaci chybi.

Pokud by obsahovala mnozina A jediného c¢lovéka a, pak by mohla byti R i sy-
metrickd, nebot v tomto piipadé je R relace prazdné (jedina usp. dvojice, kterou
by mohla relace obsahovat, a to (a,a), obsahovat nemuze) Protoze prazdné relace
nesplni predpoklad definice symetrie, je R symetricka (viz 5.8).

Pokud je |A| > 1, pak R neni symetricka.
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Priklad 5.11. Necht A je mnozina vsech piimek v roviné. Na A je definovana relace
R tak, ze Vp,q € A : pRq < p je rovnobéznd s ¢. Jaké vlastnosti ma relace R?

Reseni. Piimky splyvajici povazujeme za rovnobézné, proto pRp pro libovolnou
piimku p € A a relace R je reflexivni.

Je-li pfimka p rovnobézna s ¢, pak ¢ je rovnobézna s p, proto je R symetricka.

Protoze v roviné existuje ke kazdé primce néjaka jind primka, kterd je s ni
rovnobéznd, tak relace R nemuze byt antisymetricka.

Uvédomme si vsak, pokud by byla mnozina A mnozina vsech piimek v roviné,
které jsou po dvojicich ruznobézné, pak by byla nase relace R na mnoziné A i anti-
symetricka, ponévadz ke kazdé primce p € A by existovala jedind primka, kterd je
s ni rovnobézna, a to p. Byla by tudiz splnéna podminka, jestlize pRq a qRp, pak
p = ¢, nebot pokud p a ¢ jsou riiznobézné, tak neni splnén predpoklad podminky,
a potom podminka plati vzdy bez ohledu na pravdivost disledku, a pokud by p, g
byly rovnobézné (tedy pRq a qRp), pak nutné p = q.

Necht p, g, € A. Je-li p rovnobézna s ¢ a g rovnobézna s r, pak je p rovnobézna
s r. Tudiz je R tranzitivni.

A

Zjistovani nékterych vlastnosti relaci ndm muze zprijemnit fakt, ze si relaci za-
kreslime pomoci vhodného schématu, napriklad pomoci ¢tvercové matice nebo dia-
gramu. Pripomenme si jesté, ze prvek néjaké matice A v i-tém radku a j-tém sloupci
zapisujeme [A];;.

Definice 5.12. Necht A = {ay,as,...,a,} a necht R je relace na A. Potom di-
agramem relace R nazyvame takové rovinné schéma, kde prvky mnoziny A jsou
body v roviné (mald kolec¢ka) a dva body a; a a;, i,j € {1,2,...,n}, jsou spojeny
sipkou ve sméru od bodu a@; do bodu a; pravé tehdy, kdyz (a;,a;) € R. Diagram
relace R budeme znacit D(R).

Priklad 5.13. Méjme relaci R z prikladu 5.9. Zakreslete diagram této relace.

Resend. Pieznac¢ime si prvky mnoziny A = [1, 4] tak, Ze bude platit i = a; pro kazdé
1 = 1,2,3,4. Potom budeme postupovat ptresné podle definice 5.12 a dostaneme
D(R) na obrazku 5.1.

Vsimnéme si, ze z diagramu snadno vycteme, zda je relace reflexivni, symetrické
nebo antisymetricka.

Relace R je reflexivni pravé tehdy, kdyz ma kazdy prvek v D(R) Sipku, kterd
z néj vychazi a v ném konci. Takové sipce budeme tikat smycka. Nebot prvek 2 = as
takovou smycku nemé, R neni reflexivni.

Relace R je symetricka pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma riznymi body
a;,a; v D(R), i,j € {1,2,...,n}, jsou bud Sipky v obou smérech nebo zadn4.
V nasem pripadé je splnéno, R je symetricka.
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Obr. 5.1 D(R) k relaci z prikladu 5.13

Relace R je antisymetricka prave tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma rtiznymi body
a;,a; v D(R) je bud Sipka jen v jednom sméru nebo zadna. V nasem piipadé neni
splnéno, R neni antisymetricka.

Relace R je tranzitivni pravé tehdy, kdyz ke kazdym dvéma Sipkam, prvni ve
sméru z a; do a;, druhd ve sméru z a; do ay, existuje sipka ve sméru z a; do a; pro
i,7,k € {1,2,...,n}. Odtud, bud se uzavte trojihelnik nebo byly ptivodni dvé Sipky
protismérné, ale pak oba koncové body musi mit smycku. V nasem pripadé to neni
splnéno mezi body 2 = as a 3 = ag, kde jsou Sipky v obou smérech, ale bod as; nema
smycku. R neni tranzitivni.

Z vyse uvedeného plyne, ze ma-li byt symetricka relace tranzitivni, tak kazdé
dva body mezi nimiz jsou obousmérné sipky musi mit smycky.

A

Definice 5.14. Necht A = {ay,as,...,a,} a necht R je relace na A. Matici M (R)
typu n X n nazyvame matici sousednosti relace R pravé tehdy, kdyz [M(R)];; = 1,
je-li (a;,a5) € Ra [M(R)];; =0, je-li (a;,a;) ¢ R, 4,5 €{1,2,...,n}.

Priklad 5.15. M¢jme relaci R z prikladu 5.9. Urcete jeji matici sousednosti.

Reseni. Opét si pieznac¢ime prvky mnoziny A = [1,4] tak, Ze bude platit i =
= a; pro kazdé i = 1,2, 3,4. Potom budeme postupovat presné podle definice 5.14
a dostaneme

1100
1010
0110
0001

Vsimnéme si, ze z matice sousednosti snadno vycteme, zda je relace reflexivni,
symetrickd nebo antisymetricka.
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Relace R je reflexivni pravé tehdy, kdyz vSechny prvky na hlavni diagonale
v M(R) jsou 1. Protoze mé nase matice na pozici (2,2) nulu, tak R neni reflex-
ivni.

Relace R je symetricka pravé tehdy, kdyz M (R) mé na symetrickych pozicich
dle hlavni diagonaly (tj. na pozicich (i,7) a (j,7)) bud na obou nulu nebo na obou
jednicku, to znamend, Ze i samotnd matice M(R) musi byt symetrickd. V nasem
pripadé to plati, a proto je relace R symetricka.

Relace R je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz M (R) ma na symetrickych pozicich
dle hlavni diagonaly alespon jednu nulu, coz v tomto ptripadé splnéno neni.

Jesté dodejme, ze tranzitivita relace R se bohuzel z matice M (R) nedéd snadno
vycist.

A

Priklad 5.16. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které jsou

e reflexivni?

e reflexivni a antisymetrické?

Reseni. Piedstavme, si Ze k dané relaci R mame jeji matici sousednosti M (R). Je-li
to matice reflexivni relace, pak musi mit na hlavni diagondle samé jednicky a na
ostatnich pozicich cokoliv, tzn. bud 0 nebo 1. Cel4d matice ma n? prvki a na hlavni
diagondle je n prvki. To znamend, %Ze mimo diagonalu méame n?> —n = n(n — 1)
prvki a kazdy z nich mize byt bud 0 nebo 1. Celkové tudiz mame 2 - 2 - - - 2 = 27—
—_—
n(n—1)

moznosti, jak vytvorit matici sousednosti reflexivni relace.

Pohrejme si jesté trosku s ¢islem n(n — 1). Vime, ze n(n — 1) = 2 - @, ale
n(n—1)

2
relaci.

= (g) Na n-prvkové mnoziné tudiz existuje 2"~ = 92(5) — 4(5) reflexivnich

Matice M (R) reflexivni a antisymetrické relace R ma urc¢ité na hlavni diagondle
samé jednicky. Predstavme si, ze v M (R) je nad hlavni diagondlou rozmisténo & nul

a (Z) — k jednicek (nad hlavni diagondlou je (g) prvki). Kolika zptsoby je mozné

rozmistit k& nul pro pevné zvolené k nad hlavni diagonalu? Presné ((72;)) zpusoby,
nebot vybirame z (g) prvkil k pozic, na které umistime nuly, zbytek budou jednicky:.

Odtud vime, ze existuje ((%)) matic reflexivni relace, kterd ma nad hlavni diagonéalou

pfesné k nul, pro pevné zvolené k € |0, (Z)] Uvédomme si, ze v antisymetrické matici,
kterd odpovida antisymetrické relaci, musi platit nésledujici. Pokud je na pozici nad
hlavni diagonalou 1, tak na symetrické pozici pod hlavni diagonalou musi byt 0, je-li
na pozici nad hlavni diagonalou 0, pak na symetrické pozici pod hlavni diagonalou
miize byt bud 0 nebo 1. ProtoZe nad hlavni diagonalou je pfesné k nul, mdme 2*
moznosti, jak volit prvky pod hlavni diagonalou.

7 vyse uvedeného vime, ze matic reflexivni a antisymetrické relace, kde nad hlavni

n

diagondlou mame presné k nul, pro pevné zvolené k € |0, (g)], je (<z)) - 2% nebot
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n

existuje ((i)) moznosti, jak nad diagonalu rozmistit k£ nul, a ke kazdému pevnému
rozmisténi k& nul nad diagonalu, existuje 2¥ moznosti jak doplnit pozice pod hlavni
diagonalou.

Vime vsSak, ze k musi projit vSechna celd ¢isla od 0 do (;‘) Proto existuje
(5)
> (( )) 2% matic sousednosti reflexivni a antisymetrické relace a presné tolik je

k
k=0

reflexivnich a antisymetrickych relaci.
(3) .
Z prikladu 4.20 navic vime, ze Z (( )) ok = 3<2) Tato identita nam napovida,

=0
ze bychom pfi feseni prikladu mohh postupovat i jinak, jednoduseji. Ukazme si to.

Matice sousednosti reflexivni a antisymetrické relace mé& na hlavni diagonale
samé jednicky. Sparujme si nyni v M(R) symetrické pozice (i,7) a (j,4) pro i #
# j,i,7 € [1,n]. Takovych para bude n’on = @ = (Z) Protoze je relace antisy-
metrickd, tak na symetrickych pozmlch muze byt bud 0 na pozici (i,7) a 1 na (j,1)
nebo 1 na pozici (7, 7) a 0 na (j,¢) nebo 0 na pozici (4, j) a 0 na (j,7) (stav 1 na (4, j)
a 1 na (j,7) neni mozny). Odtud kazdy par symetrickych dvojic (je jich (g)) muze
mit v M(R) jeden ze t¥i moznych stavu bud 0,1 nebo 1,0 nebo 0, 0. Proto existuje
3(3) matic M (R), je-li relace R reflexivni i symetrickd a presné tolik je i reflexivnich
a symetrickych relaci.

A

Priklad 5.17. Mnozina A je mnozina vSech studentii v poslucharné, predpoklade-
jme, ze jich je n € N a existuje fada, kde sedi alespon dva studenti. Na A je defi-
novana relace R takto: Va,y € A : xRy < x a y sedi ve stejné fadé. Urcete vlastnosti
relace R.

Reseni. Kazdy student x sedi ve stejné fadé jako on sam, proto xRz pro kazdé
x € A. Relace R je reflexivni.

Pro kazdé dva studenty x,y € A plati, jestlize z sedi ve stejné fadé s y, pak y
sedi ve stejné radé s x. Tudiz je splnéno Vx,y € A: xRy = yRx a R je symetricka.

Protoze, existuje fada, kde sedi alespon dva studenti a R je symetricka, nemuze
byt R antisymetricka. (Promyslete si!)

Sedi-li z v jedné radé s y a y v jedné radé se z, pak nutné musi sedét x v jedné
radé se z. Plati tudiz Vz,y,2 € A: xRy AN yRz = zRz. Relace R je tranzitivni.

A

Piiklad 5.18. Necht A C R?, A = {W, U, W, @, y, 7}, pficemz ¥ = (0,1)
= (1,0), W@ = (1,1), @ = (0,-1), ¥ = (=1,0), Z = (1,-1). Jde tudiz
0 vybrane (EIOJrozmerne aritmetické vektory z R?. Na A je deﬁnovana relace R
takto: V', b € A : _>R b < 3k € R tak, ze plati @ = k - b Urcete vlastnosti
relace R.
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Resend. V R je urcité ¢islo 1. Potom ovSem pro kazdy vektor T eA plati d=171d
a tudiz @Rd. R je reflexivni.
X e 1 — PR , .

Necht pro néjaké d_V)& vektory @, b € A plati @ R b, potom musi v R existovat
k takové, ze @ = k- b . Protoze jsou v A pouze nenulové vgitory, musi byt k& # 0.
Potom ovsem existuje ¢ € Rtak,ze b = i d. Proto plati b Rd. R je symetricka.

Sami zduvodnete Ze neni antisymetricka.

Plati-li @R b a b R? pro kazde tTi vektory a, b 7€ A, musi existovat v R

c¢isla k, [ takova, ze d =k- b a b =1-7. Potomplatl_> k-l-7,kde k-1 €R.
Proto @R?. R je tranzitivni.
A

VW, T, Y, 2 Y, pricemz W = (0,1)
0), 7 = (1, —i?. Na A je definovana
(bl,bg) Ta R b < aiby + axbs = 0.

Piiklad 5.19. Necht A C R?, A = {
,7:(1,0),@:(1,3,?:( ~1), Y =
relace R takto: V?, b € A, a = (ay,as),
Urcete vlastnosti relace R.

(-1
b=

Reseni. Necht @ = (ay,a9) € A. Potom musi byt d nenulovy, a tudiz aja; +azas =
= a? + a2 > 0. Z ¢eho? plyne, (? d) ¢ R a R neni reflexivni.

Plati-li (@, b) € R, kde @ = (a1,as), b = (by,bs), pak musi byt splnéno
a1by + agby = O Je-1i ale splnéno a1b; + asby = 0, pak musi platit bya; + byas = 0,
z ¢ehoz plyne ( b d ) € R. Proto je relace R symetricka.

Sami prokazte, ze neni antisymetricka.

Na pifkladu ukdzeme, Ze R neni tranzitivni. Vidime, Ze pro vektory @ = (0, 1)
a U = (1,0)plati 0-1+1-0 =0, tudiz (¥, V) € R. Déle (¥, 7) € R, protoze
U =(1,0),7 = (0,-1)al1-04+0-(—1) = 0. Aviak (@, ) ¢ R, protoze =
=(0,1), 7 =(0,-1)a0-04+1-(=1)=—10.

Ovérit fakt, ze R neni tranzitivni, by bylo mozné i kratsim zptisobem, najdéte
jej sami (Vyuzijte skutecnosti, ze R neni reflexivni a je symetricka).

A

Priklad 5.20. Mnozina A je mnozina vsech studentu v poslucharné, predpoklade-
jme, Ze jich je n € N,n = 2, a Ze mezi nimi jsou dva, ktefi sedi v ruznych fadéch.
Na A je definovana relace R takto: Vo,y € A : xRy < x sedi v fadé pred y. Urcete
vlastnosti relace R.

Resend. Zadny student z nesed{ pfed sebou samym, proto (x,z) ¢ R arelace R neni
reflexivni.

Vezméme dva libovolné studenty v poslucharné a oznacme je x,y, x # y. Mohou
nastat tii situace, bud z sedi ve stejné radé jako y, potom (z,y) ¢ R a (y,x) ¢ R,
nebo x sedi pred y, pak (z,y) € R a (y,z) ¢ R, nebo y sedi pred x, pak (z,y) ¢ R
a (y,x) € R. Vidime, ze pro kazdé dva studenty z,y,z # y plati, Ze alespon jedna
z usporadanych dvojic (z,y) a (y, ) do relace R nepatii, takze R splnuje alternativni
definici antisymetrie.

Dokazte sami, ze R neni symetricka.
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Plati-li (z,y) € R a (y,z) € R, pak z sedi pfed y a y sedi pred z. Potom ovsem
musi z sedét pred z a plati (x,z) € R. Proto je relace R tranzitivni.
A

5.2 Relace ekvivalence

Definice 5.21. Kazda relace R na mnoziné A, kterd je reflexivni, symetricka
a tranzitivni se nazyva ekvivalence.

Poznamka 5.22. Je-li relace R ekvivalenci, pak casto zapis x Ry zaménime zapisem
r ~ 1y a zapis x ~ y ¢teme prvek x je ekvivalentni s prvkem y.

Vsimnéte si, ze relace z priklada 5.11, 5.17 a 5.18 jsou ekvivalence.

Definice 5.23. Méjme neprazdnou mnozinu A, na niz je definovana néjaka relace
ekvivalence ~ a prvek a € A. Potom mnozinu vsech prvka z mnoziny A, které jsou
ekvivalentni s prvkem a budeme nazyvat tridou ekvivalence prvku a a budeme ji
znacit [~ a).

Samoziejmeé, ze [~ a| = [~ b], pokud a ~ b. Umite to zduvodnit?

Véta 5.24. Pro kaZdou mnozZinu A s relaci ekvivalence ~ plati:

. UaeA[Na] :A a
o [~alN[~b] =0, jsou-li [~ a] a [~ b] dvé rizné tridy ekvivalence ~.

Diikaz. Chceme-li dokéazat, Ze sjednocenim vsech trid ekvivalence dostaneme celou
mnozinu A, pak stac¢i ukazat, ze kazdy prvek mmnoziny A musi patrit do nékteré
tridy ekvivalence. Pro kazdy prvek a v mnoziné A plati a ~ a, nebot ekvivalence
~ je reflexivni, potom ovSem a € [~ a]. Tudiz kazdy prvek a € A musi patfit do
néjaké tridy ekvivalence.

Necht [~ a] a [~ b] jsou néjaké tiidy ekvivalence ~ a nechf existuje prvek
x € [~ a] N [~ b]. Potom ovSem libovolny prvek k € [~ a] je ekvivalentni s prvkem
x (jsou v téze tridé ekvivalence) a zaroven musi byt = ekvivalentni s libovolnym
prvkem [ € [~ b]. S tranzitivity ekvivalence ~ pak plyne, Ze také prvky k a [ jsou
ekvivalentni, a tudiz patii do téze tiidy rozkladu. Ukéazali jsme, ze libovolné dva
prvky k € [~ a] a l € [~ b] patii vzdy do téze t¥idy ekvivalence, proto [~ a] = [~ 0]
a dikaz je ukoncen.

Mnozi z Vas se ted mozna ptaji, pro¢ je ukonc¢en? Vsimnéte si, ze jsme pouzili
nepiimy dikaz. Predpoklad nasi véty je [~ a] a [~ b] jsou dvé rizné tridy ekvivalence
~ a dusledek [~ a] N[~ b] = (. Vysli jsme z negace dusledku z € [~ a] N[~ b] a dosli
k negaci predpokladu [~ a] = [~ b].

O
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Definice 5.25. Méjme neprazdné podmnoziny Aq, As, ..., A, mnoziny A, pro
které plati:

U A=Aa
e A,NA; =0prokazdéi,j € {1,2,...,n},i#J.

Potom podmnoziny Ay, As, ..., A, tvori rozklad mnoZiny A.

Véta 5.26. Rizné tridy ekvivalence ~ na mnoziné A tvori rozklad mnoziny A.

Diikaz. Plyne primo z véty 5.24 a definice 5.25.

Priklad 5.27. Urcete tiidy ekvivalence z prikladu 5.17

Reseni. Studenti sedici v jedné z fad v posluchdrné jsou navzajem ekvivalentni.
Proto tridou této ekvivalence ~ je mnozina vSech studentt sedicich v néjaké neprazdné
radé. Vezmeme-li si n¢jaké dva studenty x, y, ktefi nesedi ve stejné radé, pak x ~ y.
Trida ekvivalence [~ x] obsahuje jen vSechny studenty, kteri sedi s « v jedné radé
(véetné x) a tiida ekvivalence [~ y] obsahuje jen vSechny studenty, ktefi sedi s y
v jedné tadé (véetné y). Je evidentni, ze [~ z] N[~ y] = 0 a [~ z], [~ y] reprezen-
tuji razné tridy ekvivalence na mnoziné A. Je také zfejmé, zZe pokud provedeme
sjednoceni studentit ve vSech neprazdnych radach (sjednoceni vsech riznych tiid
ekvivalence) tak dostaneme mnozinu A vSech studentt v poslucharné.

A

Priklad 5.28. Urcete tiidy ekvivalence z prikladu 5.18

Reseni. Pripomefime A = {W, 7,4, 7,9, 2}, prlcemz w = (0,1), 7 = (1,0),
T = (1), 7 = (0.-1), T = (—1.0), 7 = (L—1) aV@. 5 €A: @~ T o ke
R:d=k- 7

Vidime, ze vektor U = (0,1) je ekvivalentni jen sam se sebou a s vektorem
7 = (0,—1). Nebot (0,1) = ( 1) - (0,—1), zatimco k € R takové, ze by platilo
(0,1) = k-(1,0) nebo (0,1) = k-(1,1) nebo (0,1) = k-(—1,0) nebo (0,1) = k-(1,—1),
viitbec neexistuje.

Snadno ukazeme, 7e také 7 = (0, —1) je ekvivalentni jen sdm se sebou a s vek-
torem o = (0,1).

Vektor ¥ = (1,0) Je ekvivalentni jen sém se sebou a s vektorem 3/ = (—1,0),
nebot (1,0) = (—1) - (—1,0), zatimco k € R takové, Ze by platilo (1,0) = ( 1)
nebo (1, ()) k- (1,1) nebo (1,0) = k- (0,—1) nebo (1,0) = k- (1,—1), vibec
neexistuje.

Opét 1ze snadno overit, ze také v = (—1,0) je ekvivalentni jen sam se sebou
a s vektorem = (1,0).

Vektory @ = (1,1) a Z = (1, —1) jsou ekvivalentni jen sami se sebou.

Proto rizné tiidy ekvivalence ~ jsou:
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o [~ ]

o [~T]={7,7}
o [~ W] = {W}

o [~Z]={7}.

Jesté dodejme, ze jako ,reprezentanta“ tridy ekvivalence si muzeme vybrat
kterykoliv prvek, jenz do této tiidy patif, protoze napiiklad [~ W] = [~ 7]
al~ 7] =[~7]

A

Definice 5.29. Necht a,b,m € Ny. Potom jsou dvé ¢isla a, b kongruentni modulo
m (zapiSeme a = b (mod m)), pokud a i b davaji tentyz zbytek z € [0, m — 1] pfi
déleni ¢islem m.

Piiklad 5.30. Mé&me mnozinu A = {5,15,29,31,45,50,64, 66,82} a na ni defi-
novanu relaci kongruence modulo 7. Ovérte obecné, zZe relace kongruence modulo
m € N je ekvivalence na mnoziné Ny a najdéte rtizné tiidy kongruence modulo 7 na

A.

Resend. Urcité plati a = a (mod m) pro libovolné a € Ny, nebot totéz ¢islo musi
davat tentyz zbytek pri déleni m € Ny. Kongruence je reflexivni.

Plati-li, ze a dava pti déleni ¢islem m tentyz zbytek z jako b € Ny, pak b dava
pri déleni ¢islem m tentyz zbytek z jako a. Kongruence je symetricka.

Plati-li, Ze a, b davaji pri déleni m tentyz zbytek z a b, ¢, kde ¢ € Ny, také stejny
zbytek z, pak nutné ¢isla a, ¢ musi mit pti déleni m tentyz zbytek z. R je tranzitivni.

Relace kongruence modulo m je na Ny relaci ekvivalence, proto musi byt ekvi-
valenci i na kazdé podmnoziné Nj.

Snadno zjistime, ze ¢isla 15,29, 50,64 davaji pri déleni ¢islem 7 zbytek 1, ¢isla
31,45,66 zbytek 3 a cisla 5,82 zbytek 5. Proto rizné tridy kongruence modulo 7
jsou:

o [= 15] = {15,29,50,64} = [= 29] = [= 50] = [= 64].
o [=31] ={31,45,66} = [= 45] = [= 66].
o [=5] ={5,82} =[=82]

5.3 Relace castecné usporadani

Definice 5.31. Kazda relace R na mnoziné A, ktera je reflexivni, antisymet-
rickd a tranzitivni se nazyva cdstecné uspordddni mnoziny A, strucnéji cdstecné
usporaddni.
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Predefinujme relaci R v prikladu 5.10 tak, Ze stanovime:
e Kazdy clovék je v relaci R sdm se sebou a
e pro kazdé dva razné lidi z,y € A plati xRy < x je starsi nez y.
Relace R na mnoziné A je potom nejen antisymetricka a tranzitivni, ale také reflex-
ivni. Tudiz jde o ¢astecné usporadani.
Podobné predefinujme také relaci R v prikladu 5.20. Stanovme:
e Kazdy zak je v relaci sim se sebou a
e pro kazdé dva rtzné studenty x,y plati xRy < x sedi v fadé pred y.
Opét obdrzime relaci R, kterd je castecné usporadani.

Poznamka 5.32. Pokud je relace R na mnoziné A ¢astecnym usporadanim, pak
misto aRb radéji pisSeme a < b a zapis ¢teme bud a predchdzi nebo je rovno b
nebo b nasleduje nebo je rovno a. Novy zapis totiz velmi pékné vystihuje vlast-
nosti ¢astecného usporadani. Obcas také pouzivame zapis a < b, ktery ¢teme bud a
predchdzi b nebo b ndsleduje a.

Priklad 5.33. Ukazte, ze relace déli na mnoziné N je ¢astecné usporadani. @

Resend. Ptipomeiime, Ze b déli a (znac¢ime b | a) < I € Ny takové, Zze a = b - z.

Vsimnéme si, ze pro b = 0 nastavaji dvé moznosti, je-li a # 0, pak b nedéli a,
nebot rovnice a = b - x neni splnéna pro zadné x € Ny, zatimco, je-li a = 0, pak b
déli a, nebot rovnice a = b - = je splnéna pro kazdé x € Nj.

Protoze a = a - 1, tak a | a pro kazdé a € Ny a relace | je reflexivni. Necht
a,b € Nyg. Pokud b | @ a a | b, pak musi nutné platit a = b, nebot pro rizna cisla
by alespon jeden ze vztahti b | @ a a | b nemohl byt platny (vétsi ¢islo nikdy nedéli
mensi). Proto je relace | antisymetricka.

Necht a,b,c € Ny. Jestlize a | bab| ¢, pak Jz,y € Ny tak, Zeb=a-zac=0b-y.
Z ¢ehoz plyne ¢ = a - z - y. Tudiz 3z - y € Ny takové, 7e ¢ = a - (z - y). Proto a | c.
Relace | je tranzitivni.

Protoze je relace | reflexivni, symetrickd a tranzitivni, jde o ¢astecné usporadani.

Ponévadz je relace | ¢asteéné usporadédni, tak mizeme psat Va,b € Ny :a < b <
a|b.

A

Priklad 5.34. Necht 2 je libovolny systém mnozin na némz je definovana relace @
R takto: VA,B € 2 : (A,B) € R <& A C B. Dokazte, ze relace R je ¢astecné

usporadani.
Resend. Protoze VA € 2 : A C A, je relace R reflexivni. Ponévadz plati VA, B € 2 :
AC BABCA= A= B, jerelace R antisymetrickd. Je-li A C B a B C C pro

A, B,C € 2, pak musi platit A C C. Relace R je tudiz i tranzitivni, a proto je R
casteénym usporadanim na 2.
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Kdyz nyni vime, Ze relace R je ¢astecné usporadani, tak definici relace mizeme
prepsat: VA, BeA: A< B ACB.
A

Definice 5.35. Méjme mnozinu A na niz je definovano c¢asteéné usporadani <.
Jestlize pro dva ruzné prvky a,b € A neplati ani ¢ < b, ani b < a, pak a,b
nazyvame neporovnatelné pruky.

Méjme systém mnozin A = {0,{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},{1,
2,3,6}} na némz je definovdno Castené usporadani C (viz 5.34). Pak napiiklad
dvojice mnozin {1,2,3},{1,2,4} nebo {1,2,5},{1,2, 3,6} jsou dvojice neporovnatel-
nych prvkd, nebot {1,2,3} € {1,2,4}, {1,2,3} 2 {1,2,4} a {1,2,5} € {1,2,3,6},
{1,2,5} 2 {1,2,3,6}.

Na mnoziné A = {2,3,6,12,15,60} je definovano ¢astecné usporadani | (viz
5.33). V A jsou neporovnatelné napiiklad dvojice prvku 2,3 nebo 6, 15, nebot 2 1 3,
312a 6415, 1516.

Definice 5.36. Necht prvky aq,as,...,a; patti do mnoziny A s ¢asteénym us-
poraddnim <. Potom posloupnost (ai,as,...,a;) nazyvame retézec pravé tehdy,
kdyz ay 2 ap X - =X ay.

Méjme opét systém mnozin 2 = {0, {1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},
{1,2,3,6}} na némz je definovdno ¢asteéné usporadéni C (viz 5.34) a mnozinu
A={2,3,6,12,15,60} s ¢astecnym usporadanim | (viz 5.33). Pak naptiklad posloup-
nost (0, {1,2},{1,2,3},{1,2,3,6}) je Fetézec v systému mnozin 2, nebot () C {1,2} C
C {1,2,3} C {1,2,3,6} (jinak 0 =< {1,2} < {1,2,3} =< {1,2,3,6}) a posloup-
nost (2,6,12,60) je fetézec v mnoziné A, nebot 2 déli 6 déli 12 déli 60 (jinak
2 <6 <12 < 60).

Definice 5.37. Nechf je na mnoziné A definovano ¢astecné usporadani <. Potom
prvku m € A pro ktery plati, ze zadny prvek z A\ {m} jej nepredchazi, rikame
minimdlni prvek v mnoziné A.

Méjme (2, ), kde 2 = {0, {1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5}, {1,2,3,
6}},a (A,]), kde A ={2,3,6,12,15,60}. 2 obsahuje jediny minimélni prvek, a to 0,
nebot tento prvek jako jediny splituje podminku, Ze neexistuje mnozina X € 24\ {0}
takova, ze X C ) (jiny zépis X < (). V A jsou dva minimédlni prvky, nebot pouze
pro 2 a 3 plati, ze neexistuje z € A\ {2,3} takové, ze x | 2 a x | 3 (jiny zapis < 2
azr=3).

Definice 5.38. Nechf je na mnoziné A definovano ¢astecné usporadani <. Potom
prvku M € A pro ktery plati, ze zadny prvek z A\ {M} jej nendsleduje, Fikdme
maximdlni prvek v mnoziné A.
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V systému mnozin A = {0, {1, 2}, {1,2,3},{1,2,4}, {1,2,5},{1,2,4,5},{1,2,3,
6}} jsou maximélni prvky {1,2,4,5} a {1,2, 3,6}, nebot pouze pro ty plati, Ze neex-
istuje X € A\ {{1,2,4,5},{1,2,3,6}} takové, ze {1,2,4,5} C X a {1,2,3,6}} C X
(jiny zapis {1,2,4,5} = X a {1,2,3,6}} < X). V mnoziné A = {2,3,6,12, 15,60}
je jediny maximalni prvek, a to 60, protoze pouze ¢islo 60 nedéli zadné jiné cislo
z A, tedy Sedesatku zadné ¢islo z A nenasleduje.

Definice 5.39. Méjme mnozinu A na niz je definovano Casteéné usporadani <.
Jestlize v A existuje prvek m* tak, ze Vx € A,z # m* : m* < x, pak prvku m*
fikdme nejmensi prvek v mnoziné A.

Pouze minimalni prvek mize byt nejmensi (Proc¢?). Méjme (2, C), kde A =
= {0,{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5}, {1,2,3, 6}}, a (A,]), kde A =
= {2,3,6,12,15,60}. A obsahuje nejmens{ prvek, a to (), nebot VX € A\ {0} plati
) C X, tedy ) < X.V A jsou dva minimdlni prvky 2 a 3, ale ani jeden neni nejmensi,
protoze 2 1 3 a 312, nebo-li 2 £ 3 a3 £ 2, z ¢ehoz plyne, ze ani 2 ani 3 vSechna
ostatni ¢isla z A nenésleduji.

Definice 5.40. Mé&jme mnozinu A na niz je definovano casteéné usporadani <.
Jestlize v A existuje prvek M* tak, ze Vx € A,x # M* : © < M*, pak prvku M*
fikdme nejvétsi prvek v mnoziné A.

Pouze maximalni prvek muze byt nejvétsi (Proc¢?). V systému mnozin 24 =
={0,{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},{1,2, 3, 6} } jsou maximdlni prvky
{1,2,4,5} a {1,2, 3,6}, které jsou neporovnatelné. Protoze plati {1,2,4,5} £ {1, 2,
3,6} a{l,2,4,5} £{1,2,3,6}, tak ani jeden z prvku {1,2,4,5}, {1,2,3,6} vSechny
prvky z A\ {{1,2,4,5},{1,2,3,6}} nepredchézeji, tudiz ani jeden neni nejvetsi.

V mnoziné A = {2,3,6,12,15,60} je jediny maximdalni prvek, a to 60, protoze
kazdy prvek z A\ {60} déli 60, tak Vo € A\ {60} : < 60 a 60 je nejvetsi.

Véta 5.41. KazZdd konecnd neprazdnd mnoZina A s c¢dstecnym usporaddnim =< md
minimdlni resp. maximalni prvek.

Diikaz. Pokud by (A, <), kde |A| = n,n € N, neméla minimélni prvek, tak by
kazdému prvku x € A musel néjaky prvek z A predchazet a |A| by bylo vétsi nez
n (JA| by muselo byt alespon n + 1), coz neni mozné. Proto musi (A, <) obsahovat
minimdlni prvek. Podobné bychom dokézali, ze (A, <), kde |A| = n,n € N, obsahuje
maximalni prvek.

]

Véta 5.42. Ezistuje-li v mnoZine A s castecnym usporaddanim = vice neZ jeden
minimalni resp. maximdlni prvek, pak mnozZina A nemd nejmensi resp. nejvétsi
prvek.
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Diikaz. Necht (A, <) obsahuje dva rizné minimélni prvky m; a ms. Pokud by platilo
my1 < mg, tak mo neni minimélni a pokud by platilo my < my, tak m; neni min-
imélni. Proto jsou m; a ms neporovnatelné. Potom ovsem k prvku m; existuje prvek
ms, ktery jej nenasleduje a k prvku ms existuje prvek mq, ktery jej nenasleduje.
Proto ani m; ani msy nejsou nejmensi. Takto bychom ukazali, ze zadny z minimal-
nich prvki (které jsou v A alespon dva) neni nejmensi a zddny dalsi z prvki mnoziny
A nejmensi byt nemtze. Podobné bychom dokazali neexistenci prvku nejvétsiho.

O

Véta 5.43. Mad-li konecnd mnozina A s cistecnym uspordddnim =< presné jeden
minimdlIni resp. maximdlni prvek, pak je tento prvek v mnoZiné A nejmensi resp.
nejvetsi proek.

Diikaz. Chceme ukazat, ze pokud ma (A, <), |A| = n,n € N, jediny minimalni
prvek m, pak je m nejmensi v A, tedy, ze jej vSechny prvky z A\ {m} nasleduji.
Pripomenme, ze zadny prvek z A nepredchazi minimalni prvek m. Proto pro kazdy
prvek z € A\ {m} plati bud m < x nebo jsou z, m neporovnatelné.

Z vyse uvedeného plyne, ze pokud vylou¢ime moznost, ze by m, x byly neporov-
natelné (x je néjaky prvek z A), pak pro kazdy prvek x € A\ {m} plati m <z am
je nejmensi v A.

Predpokladejme, zZe existuje x € A\{m}, ktery je s m neporovnatelny. Jestlize by
vSechny prvky z A\ {m, z} prvek z nésledovaly nebo s nim byly neporovnatelné, tak
by byl x minimalni, nebot by jej zadny prvek z A neptredchazel. Coz neni mozné,
protoze A obsahuje jediny minimalni prvek, a to m. Proto musi existovat prvek
x1 € A\ {m,x} takovy, ze 1 < x.

Pokud by byl x; porovnatelny s m, tak by m < z; < z, tedy by m < =z,
coz neni mozné, nebot m, x jsou neporovnatelné. Proto i 1, m jsou neporovnatelné.
Opét, pokud by vsechny prvky z A\ {m, x,z,} prvek x; nasledovaly nebo s nim byly
neporovnatelné, tak by byl 1 minimalni, nebot by jej zadny prvek z A nepredchéazel,
coz ovSem neni mozné. Proto existuje x5 € A\ {m,x,z,} tak, ze 5 < x1. Stejnou
metodou, jako predesle, bychom ukazali, Ze x5, m jsou neporovnatelné.

Timto zpusobem dokazeme, ze A\{m} obsahuje fetézec (x,, 2, T, _3,..., T2, T1,T)
(muze mit nejvyse n — 1 prvku, nebot |A\ {m}| =n — 1), kde vSechny prvky z, x;
pro i € [1,n — 2] jsou neporovnatelné s m. Proto je prvek z,_o minimélni, nebot
vSechny prvky z A\ {m} jej nasleduji a m je s nim neporovnatelny. To ovsem neni
mozné, nebot A obsahuje jediny minimélni prvek, a to m.

Ukazali jsme, ze pokud by mnozina A obsahovala prvek neporovnatelny s m,
tak musi obsahovat alespon dva minimalni prvky, coz je vylouceno. Proto vSechny
prvky v A jsou s m porovnatelné, a protoze je m minimalni, musi byt splnéno
Ve € A\ {m}:m < z, tudiz je m nejmensi prvek v A.

Dikaz druhé c¢asti, tzn. je-li v A jeding mazimalni prvek M, pak je M nejvétsi
se provede témér shodné jako ditkaz predesly, a proto je ponechan vazenému a po-
zornému c¢tenari.
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Definice 5.44. Hasseiv diagram mnoziny (A, <), kde A = {ay,aq9,...,a,}, je
rovinné schéma takové, ze prvky mnoziny A jsou body v roviné, pricemz bod
a; je umistén v roviné pod bod a; pro i,j € [1,n|,i # j, a tyto jsou spojeny
kiivkou (pripadné tseckou) pravé tehdy, kdyz a; < a; a neexistuje ay, takové, ze

a; < a < a;j. Hassetiv diagram mnoziny (A, <) budeme znacit H(A, <).

Méjme (2, C), kde 2 = {0, {1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,4,5},{1,2,3,
6}} a zkonstruujme H (2, C) (viz obr.??). Nejnize bude umistén bod (), nebot pred-
chézi vSem ostatnim prvkim 2. VSechny ostatni prvky budou nad nim. Nad ()
umistime bod {1,2}, nebot ) < {1,2} a spojime body 0, {1,2} tseckou. Protoze
(1,2} < {1,2,3}, {1,2} < {1,2,4} a {1,2} < {1,2,5}, tak body {1,2,3},{1,2,4},
{1,2,5} budou umistény nad {1,2}, ale mohou byt umistény na stejnou trover,
nebot jsou vzajemné neporovnatelné. Doplnime tsecky mezi body {1,2},{1,2,3}
a {1,2},{1,2,4} a {1,2},{1,2,5}. Usecky mezi body 0,{1,2,3} a 0,{1,2,4} a 0,
{1,2, 5} nejsou, protoze existuje prvek {1, 2} tak, ze 0 < {1,2} < {1,2,3},0 < {1,2}
< {1,2,4} a0 < {1,2} < {1,2,5}. Jinymi slovy spojnice mezi body, které vyplyvaji
z tranzitivity castecného usporadani do Hasseova diagramu nezakreslujeme!

Nad body {1,2,4},{1,2,5} musi byt umistén bod {1,2,4,5} a nad {1,2,3} bod
{1,2,3,6}, protoze {1,2,4} < {1,2,4,5}, {1,2,5} < {1,2,4,5} a {1,2,3} < {1,2,3,
6}. Mezi body {1,2,4},{1,2,4,5} a {1,2,5},{1,2,4,5}, a {1,2,3},{1,2,3,6} do-
plnime tsecky. Opét, spojnice vyplyvajici z tranzitivity relace nezakreslujeme. Body
{1,2,3,6},{1,2,4,5} mohou byt umistény ve stejné trovni, nebot jsou neporov-
natelné a H (2, C) je zkonstruovan.

Dodejme jesté, ze do schématu také nezakreslujeme spojnice vyplyvajici z reflex-
ivity, tzn. spojnice z bodu x do bodu x pro néjaké r € A, témto spojnicim obvykle
rikdame smycky.

{1,2,3,6} {1,2,4,5}

{1,2,3} {1,2,4}

{1,2}

6]
Obr. 5.2 Hassetv diagram pro (2, C)
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Mame ¢éastecné usporadanou mnozinu (A4, |), kde A = {2,3,6,12,15,60}. Sestro-
jme H(A,|). Nejnize budou umistény body 2 a 3, nebot ostatni prvky v A jeden
nebo druhy nésleduji. Body 2 a 3 mohou byt na stejné arovni, protoze jsou neporov-
natelné. Nad body 2,3 budou body 6, 15 a doplnime spojnice mezi 2,6 a 3,6 a 3,15,
nebot 2 | 6,3 |6 a 3| 15, tedy 2 < 6,3 < 6 a 3 < 15. Body 6,15 mohou byt na
stejné trovni, nebot jsou neporovnatelné. Bod 12 musi byt nad bodem 6, protoze
6 | 12 (6 < 12), doplnime spojnici 6,12. Bod 60 je nad bodem 12, protoze 12 | 60
(12 < 60). Doplnime spojnice 12,60 a 15,60, nebot 12 | 60 a 15 | 60 (12 < 60

a 15 < 60). Spojnice vyplyvajici z tranzitivity a reflexivity nezakreslujeme. V tuto
chvili je H(A,|) hotov.

60

12 15

2 3
Obr. 5.3 Hassetv diagram pro (A, |)

Definice 5.45. Relace R na mnoziné A je uplnd pravé tehdy, kdyz pro kazdou
dvojici prvkia x,y € A plati, ze alespon jedna z usporadanych dvojic (x,y) a (y, z)
do relace R patii.

Vsimnéte si, ze uplna relace musi byt reflexivni.

Definice 5.46. Je-li ¢astecné usporadani < uplna relace na mnoziné A, pak se =<
nazyva linedrni nebo-li uplné usporaddni.

Vidime, Ze linearni usporadani neobsahuje neporovnatelné prvky.

5.4 Zobrazeni

Definice 5.47. M¢jme binarni relaci f C A x B pro kterou plati, ze ke kazdému
x € A existuje presné jedna usporadana dvojice (z,y) € f, kde y € B. Potom
relaci f tikdme zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B, coz zapisujeme f : A — B.
Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B v diskrétni matematice také rikame funkce.
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Poznamka 5.48. Casto také slychavame nésledujici definici zobrazeni f : A — B,
a to: Zobrazeni f kazZdému prvku z A priradi jednoznacne néjaky prvek z B. Nedé
nam prilis prace rozeznat, ze obé definice vlastné rikaji totéz. V literature také
muzeme najit pojem zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, nikoliv mnoziny A do
mnoziny B (Pozor na ptredlozky!). Prvni pojem pripousti, ze mnozina vsech vzoru
muze byt vlastni podmnozinou A, zatimco druhy tika, Ze mnozina vsech vzori je
celd mnozina A.

Vsimnéte si, ze v diskrétni matematice je pojem funkce obecnéjsi nez v matemat-
ické analyze, zatimco v matematické analyze bylo funkci zobrazeni f néjaké podm-
noziny R do mnoziny R (f : R D Dy — R), tak v diskrétni matematice je funkce f
zobrazeni jakékoliv mnoziny do jakékoliv mnoziny.

V piipadé zobrazeni f piSeme radéji misto (x,y) € f bud z — y nebo f(x) =y,
coz ¢teme bud prvek x se zobrazi v zobrazeni f na prvek y nebo obrazem prvku x
v zobrazeni f je prvek y. Prvku x € A tikdme vzor a prvku y = f(z) obraz proku x.
Mnozina A v zobrazeni f : A — B je mnoZina vzoru a mnozina vsech prvka z B,
na které se zobrazi alespon jedno x € A se nazyva mnozina obraziu. Mnoziné obrazu
také fikame obor hodnot zobrazeni f a znacime jej Hy.

Priklad 5.49. Méjme relace f1, fo, f3 € A X B takové, ze f; = {(a,2), (b, 1), (c,2),

(
(da 2)}7 Ja= {(aa 1)7 (ba 4)? (a72)> (07 5)7( a, )7 (d> 2)}7 f3= {(av 1) (ba )7( >} a A=
={a,b,¢,d}, B =[1,5]. Které z relaci fi, fa, f3 jsou zobrazeni?

Reseni. V pripadé relace f; vidime, ze ke kazdému z € A je skuteéné prirazeno
jediné ¢islo z B, proto je relace f; zobrazeni.

Relace f obsahuje napiiklad usporddané dvojice (a,2), (a,3), coz znamena, ze
k prvku a € A byly pritazeny dva riazné prvky 2,3 € B, a tudiz f, neni zobrazeni.

V relaci f3 je sice k prvkiim z A prifazeno jediné cislo, ale ne ke vSem. V f3 totiz
chybi usporadand dvojice, kterda by meéla na prvni pozici d. Protoze k d € A neni
pritazen zadny prvek z B, tak f; neni zobrazeni.

A

Priklad 5.50. Mgjme relace fy, fs, fo takové, ze fi = {(z,y) € R x R = R? : 2% +
+y? =25}, fs={(z,y) eERxR=R*: ¢y’ =z} a fo={(v,y) ERxR=R*:y =
= arctg(|z|)}. Které z relaci fy, fs5, fs jsou zobrazeni?

Reseni. V tomto prikladu je A = B = R.

V pripadé relace f; ne ke kazdému = € R je ptitazeno c¢islo z R. Pokud by bylo
x > 5 nebo x < —5, pak nenalezneme y takové, ze 22 + y? = 25, nebot by bylo &slo
25 — 2% zaporné a rovnice y? = 25 — 22 by neméla feseni. Ddle, pokud bychom zvolili
napifklad z = 3, tak y? = 25 — 9 = 16 a takova rovnice mé dvé riizna feSeni, a to
y =4 ay = —4. Proto k ¢islu 3 jsou prifazena dvé rizna cisla. Odtud, relace f;
urc¢ité neni zobrazeni.
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Relace f5 obsahuje napifklad uspofddané dvojice (4,2), (4, —2), nebot 22 = 4
a (—2)% = 4. Coz znamen4, 7e k prvku 4 € R byly pfifazeny dva rizné prvky
2,—2 € R, a tudiz f5 neni zobrazeni.

Naleznéte graf funkce y = arctg(|z|). Uz samotny fakt, ze jde o funkci fs: R — R
zajistuje, ze jde o zobrazeni, pokud Dy = R, nebot kazda funkce f je zobrazeni
mnoziny Dy do mnoziny R. Protoze pro funkci y = arctg(|z|) plati Dy = R, tak
f6 je zobrazeni. Mate-li graf funkce y = arctg(|z|), pak vidite, ze opravdu kazdému
redlnému ¢islu x je prifazeno jediné redlné cislo y € (0, 7). Relace fs je zobrazeni.

A

Definice 5.51. Zobrazeni f : A — B je prosté nebo-li injektivni pravé tehdy,
kdyz ke kazdé dvojici raznych vzora z; # w9 jsou pritazeny dva ruzné obrazy
f(z1) # f(xs). Prostému zobrazeni také fikame injekce.

Zobrazeni f; z prikladu 5.49 a fg z prikladu 5.50 nejsou prosta, nebot zobrazeni
f1 pritazuje dvéma riznym prvkam a # ¢, a,c € A tentyz obraz 2 € B a fg pritazuje
dvéma riznym prvkim, napitklad —1,1 € R jediny obraz arctg(1) = § € R.

Priklad 5.52. Jsou zobrazeni f : A — B, kde Vz € A : f(z) = [%], kde
A={-7,-4,-1,2},B=[-3,2l a g: R\ {0} = R\ {0}, kde g(z) = %, prostd?

Reseni. Vidime, 7e f(=7) = —3,f(—4) = =2, f(=1) = 0 a f(2) = 1. Zaprvé,
kazdému prvku z A je prirazen presné jeden prvek z B, f je tedy opravdu zobrazeni.
Za druhé, kazdym dvéma prvkum z A jsou prifazeny dva rizné obrazy z B. Odtud
f je prosté zobrazeni.

Ke kazdému cislu = € R\ {0} existuje presné jedno ¢islo % € R\ {0}, proto je g
opravdu zobrazeni. Pokud x; # x4, kde 1, 25 € R\{0}, tak wil = g(z1) # g(x9)
Proto je g prosté zobrazeni.

_,1:2'

A

Definice 5.53. Méjme zobrazeni f : A — B takové, ze ke kazdému y € B existuje
x € A tak, ze y = f(z). Potom o zobrazeni f fikdme, Ze je na mnozinu B nebo-li
surjektivni. Zobrazeni na mnozinu B také tikame surjekce.

Vidime, ze v surjekci f : A — B musi platit B = Hy. Pokud je zobrazeni
surjektivni, tak kazdy prvek y z mnoziny B je obrazem néjakého vzoru x z mnoziny
A. Protoze v zobrazeni f z prikladu 5.52 existuji prvky —1,2 € [—3,2] = B, které
nejsou obrazy zadného prvku z A, tak f neni surjektivni zobrazeni.

Uvédomme si, ze ke kazdému y € R\ {0} existuje ¢islo z = i € R\ {0} tak, ze

1

g(x) = ; = 1 =y, proto je zobrazeni g z prikladu 5.52 surjektivni.

< || =
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Definice 5.54. Je-li zobrazeni f : A — B injektivni a surjektivni, pak se nazyva
vzdjemne jednoznacné nebo-li bijektivni. Vzajemné jednoznacnému zobrazeni také
fikdme bijekce.

Vsimnéte si, ze zobrazeni g z prikladu 5.52 je prosté i surjektivni, tudiz jde
o bijekci.

Definice 5.55. Méjme dvé zobrazeni g : A — B a f : B — C. Potom sloZené
zobrazeni (f o g) : A — C je takové zobrazeni, ze plati (f o g)(x) = f(g(x)) pro
kazdé x € A.

To znamend, ze ve slozeném zobrazeni (f o g) : A — C nejdiive zobrazeni g
vzoru x € A pritadi obraz g(z) € B, a pak zobrazeni f prifadi vzoru g(z) € B obraz

flg(x)) € C.

Poznamka 5.56. Mame-li slozené zobrazeni (f o g), pak libovolny vzor x je ne-
jdiive zobrazen pravym zobrazenim ¢ na obraz g(x), a pak je g(x) zobrazen levym
zobrazenim f na obraz f(g(x)), ¢ili jako bychom zépis (f o g) Cetli zprava doleva.
V literatufe se také Casto objevuje jiny zapis slozeného zobrazeni, a to (fg). Tento
zapis ¢teme naopak zleva doprava, tzn. nejdrive zobrazuje zobrazeni f a az potom
g.

Vsimnéte si také, ze mnozina obrazi prvniho zobrazeni g musi byt podmnozi-
nou mnoziny vzoru druhého zobrazeni f. Pokud by tomu tak nebylo, pak slozené
zobrazeni vibec neexistuje.

Piiklad 5.57. Mé&jme zobrazeni g: A — B, kde A =[-2,3],B=[0,2], -2 —» 1, —
-1—-00—-11—-12—-03—1af:B—C kde C =[-2/1], f(0) = —
-2, f(1) = 0, f(2) = 1. Naleznéte slozend zobrazeni f o g, g o f a urCete vlastnosti
zobrazeni g, f, foga go f.

Resend. Nejdifve nalezneme zobrazeni (f o g) : A — C. Protoze —2 % 1 a 1 EN 0,
tak 2790, 1 %1205 —2 odtud —1 2% —2. Protoze 0 % 1 a1 % 0, tak
07%0.1%1a1%0, 0odtud 124 0. Protoze 2 % 0a 0L —2, tak 27% —2.3 % 1
ald 0, odtud 3 90, Zobrazeni f o g mizeme zapsat takto:

fog P A — Ca kde (fog)(_Q) = 0,(f0g>(—1) = _2’(fog)<0) = O’ (fog)(l) =
=0,f(2) ==2,(fo9)(3) =0.

Nebot C' = [-2,1] C [-2,3] = A, tak i slozené zobrazeni go f : B — B existuje.
Vime,ée()i>—2a—2i>1,1i>0a0i>1,2i>1a1i>1. Proto pro zobrazeni
gof:B— Bplati (g0 )(0) = 1,(g0 f)(1) = 1, (g0 £)(2) = 1

Je zfejmé, ze ani jedno zobrazeni neni surjektivni a pouze zobrazeni f je injektivni
(prosté).

A
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Priklad 5.58. M¢jme zobrazeni g : (—1,1) — R, kde g(x) = arcsin(z) a f : (—
—3,3) = R, kde f(z) = v9 — 22. Naleznéte slozend zobrazeni f o g, g o f a urcete
vlastnosti zobrazeni g, f, foga go f.

Reseni. Nakreslete si graf funkce g(z) = arcsin(z), vidite, 26 D,=(-1,1)a H, =
= <—— Z). Déle si uvédomme, Ze pokud y = v/9 — 22, pak y* = 9 22 a dostdvame
2?2 + 9% = 9, coz je rovnice kruznice se stiedem v pocatku systému souradného
a polomérem 3. Nebof v/9 — 22 2 0, tak grafem funkce f(z) = /9 — 22 je pilkruznice
se stredem v pocatku systému souradného a polomérem 3 nad osou z, pricemz krajni
body [—3,0] a [3,0] do ni patii. Proto Dy = (=3,3) a Hf = (0, 3).

Hledejme zobrazeni fog: (—1,1) — R. Protoze H =(=35,5) € (-3,3) = Dy,
tak takovd funkce existuje a mé predpis (f o g)(z) = /9 — (arcsin(z))? (misto
argumentu x druhé funkce f napiseme funkcéni hodnotu prvni funkce g). Nebot musi
nutné platit, ze Hyoy € Hy = (0, 3), tak funkce f o g neni zobrazeni na mnozinu R,

proto f o g neni surjektivni Déle vime, 26 napfiklad arcsin(—3) = —% a arcsin(3) =
s )2

= 5 Potom (f o g)(— \/9— —< \/9— —\/9—(3) :(fog)(%)

Cili zobrazeni f o g prlradl ke dvéma riiznym vzorim —% a % jeden a tentyz obraz

V9 - Q—Z, proto f o g neni prosté (injektivni).

Protoze Hy = (0,3) € (—1,1) = Dy, tak slozené zobrazeni go f viibec neexistuje.

Neni tézké zjistit, ze zobrazeni g je prosté (injektivni) ale neni na mnozinu R,
proto neni surjektivni. OvSem zobrazeni g : (—1,1) — (-3, 7), kde g(z) = arcsin(x),
je i surjektivni, nebot tentokrat obrazy ,pokryvaji“ celou mnozinu (-3, 7).

Stejné tak f neni zobrazeni na mnozinu R, proto neni surjektivni. Ale zobrazeni
f:(=3,3) = (0,3), kde f(z) = V9 — 22, by bylo surjektivni. Zobrazeni f neni
urcité prosté, nebot napitklad f(2) = v9 — 22 = /5= /9 — (=2)2 = f(—

Jesté si vSimneéte, ze funkce f a g, kde f(z) = V9 — 22 a g(x) = arcsin(x), nejsou
zobrazeni mnoziny R do mnoziny R (Proc?).

A

5.5 Bijekce konecéné mnoziny A na sebe nebo-li
permutace

Méjme mnozinu A = [1,6] a definujme na mnoziné A zobrazeni 7 : A — A tak, ze

(1) = 6,7(2) = 4,7(3) = 2,7(4) = 3,7(5) = 5 a 7(6) = 1. Neni tézké ovéfit, ze

zobrazeni 7 je bijekce. Zobrazeni m mizeme také popsat dvojradkovou matici tak, ze

do prvniho fadku napiSseme vSechny vzory v prirozeném poradi a pod né umistime
prislusné obrazy (viz nasledujici zapis).

1 23 456

(6 4 2 3 5 1)
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Zapis bijekce m muzeme jesté zjednodusit tak, Ze zapiSeme posloupnost (6,4, 2, 3,
5,1), kde kazd4 pozice v posloupnosti urcuje vzor v bijekci 7 a ¢islo na této pozici,
obraz prislusného vzoru. Napriklad, protoze na tieti pozici je dvojka plati 7(3) = 2
nebo protoze na paté pozici je pét plati 7(5) = 5 atd. Cili bijekci 7 na mnoziné A =
= [1, 6] umime zapsat jako posloupnost, tudiz permutaci bez opakovani na mnoziné
A = [1, 6]. Pozorovani zobecnime v nésledujici definici.

Definice 5.59. Kazdou bijekci koneéné mnoziny A = [1, n] na sebe lze zapsat jako
néjakou permutaci bez opakovani na mnoziné A. Proto bijekci konecné mnoziny A
na sebe fikame také permutace na mnoziné A nebo strucnéji permutace.

Uvédomme si, ze prvky kazdé koneéné mnoziny mizeme preznacit ¢isly z mnoziny
[1,n]. Proto bijekei libovolné koneéné mnoziny na sebe muzeme nazvat permutaci.

Vratme se k permutaci 7 = (6,4,2,3,5,1). VSimnéte si, ze 2 se zobrazi na 4, 4
na 3 a 3 zpét na 2. Vytvori se tedy jakysi cyklus 2 — 4 — 3 — 2 délky 3. Dale,
1 se zobrazi na 6 a 6 zpét na 1, vznika cyklus 1 — 6 — 1 délky 2, a konecné 5
se zobrazi na 5, vznika cyklus 5 — 5 délky 1. Cykly jsou disjunktni, nebot zadny
prvek z [1,6] neni ve vice cyklech. Déle, kazdy prvek z [1,6] do né&jakého cyklu
patti. Permutaci 7 = (6,4, 2, 3,5, 1) mizeme také zapsat pomoci disjunktnich cykla,
atom=(2,4,3)(1,6)(5), pricemz vime, Ze v zépisu pomoci cykli nalezneme obraz
c¢isla bud napravo od néj nebo na zacatku cyklu, pokud je ¢islo na konci cyklu.
V pripadé cyklu délky jedna je jediné ¢islo v cyklu obrazem sebe sama. Pozorovani
opét shrneme v nasledujici definici a vété.

Definice 5.60. Necht 7 je permutace na koneéné mmnoziné A = [1,n]
a ai,as,...,ar € A. Potom cyklem permutace m rozumime posloupnost
(a1, as,...,ax), pokud plati:

o m(a;) = a4y prokazdé i =1,2,... .k —1am(ag) = ay, je-li k € N,

Véta 5.61. Kazdou permutaci m na konecné mnozine A = [1,n] miZeme zapsat
jako sloZeni cykli na vzdjemné disjunktnich podmnozZindch mnoZiny A.

Poznamka 5.62. Mame-li permutaci napiiklad = = (6,4,2,3,5,1) musime vzdy
zdliraznit, zda jde o zapis cyklicky nebo o zapis ,jednorddkovy“. V prvnim pripadé
by totiz platilo 7(6) = 4,7(4) = 2,7(2) = 3,7(3) = 5,7(5) = 1 a w(1) = 6, zatimco
ve druhém piipadé 7(1) = 6,7(2) =4,7(3) = 2,7(4) =3,7(5) =5 a n(6) = 1.

Priklad 5.63. Méjme dvé permutace zapsané ,jednotadkové”, a to m; = (8,1, 5,6,
2,7,4,3) a m = (5,6,2,4,1,8,3,7). Prepiste je do cyklického tvaru a naleznéte
slozené permutace m = m o my a Il = my o 7.
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Resend. Pokusime se piepsat permutaci m; do cyklického tvaru. Prvnf cyklus zpravidla
zac¢indme nejmensim cislem, tj. jednickou. Vime, ze 1 se zobrazi na 8, proto vedle
jednicky napiseme 8, 8 se zobrazi na 3, vedle 8 piseme 3, 3 se zobrazi na 5, vedle 3
piseme 5, 5 se zobrazi na 2, vedle 5 piSeme 2 a konec¢né 2 se zobrazi na 1, tudiz uza-
vieme zavorku a mame prvni cyklus (1,8, 3,5,2). Dalsi cyklus zaéneme nejmensim
dosud nezarazenym cislem, tj. ¢tyrkou. 4 se zobrazi na 6, 6 na 7 a 7 na 4, mame
dalsi cyklus (4,6,7). Protoze jsou v tuto chvili zafazena vSechna ¢isla do néjakého
cyklu mame m = (1,8,3,5,2)(4,6,7).

Nyni se budeme vénovat permutaci mo. Prvni cyklus opét za¢neme jednickou. 1
se zobrazi na 5, 5 se zobrazi na 1. Mame prvni cyklus (1, 5). Druhy zaéneme dvojkou.
2 se zobrazi na 6, 6 se zobrazi na 8, 8 se zobrazi 7, 7 se zobrazi na 3 a 3 se zobrazi
na 2. Mame dalsi cyklus (2,6, 8,7, 3). Posledni cyklus zac¢neme ¢tyikou. 4 se zobrazi
na 4. Méame cyklus délky jedna, a to (4). Odtud m = (1,5)(2,6,8,7,3)(4).

Najdeme cyklicky zapis permutace m = m; o 7y tak, ze pouzijeme cyklické zapisy
permutaci m a 7. Plati 1 33 5 a5 2% 2, proto 1 7T1O7T2 2,238 6a65 7, proto

2 ™7 3 3a3 5 5, prot07ﬂ10ﬂ25 5 3 1a1—1>8 proto57TlO7T2 8,
8—2>7a7—1>4 prot08m—7>r24 4—2>4a4—1>6 proto4”1°”2 6, 6 3 8
a 85 3, proto 6 mom 3,383 2a25 1, proto 3™ 1. Mame prvni a posledni
cyklus (1,2,7, 5,8,4,6,3), odtud cyklicky zdpis permutace m je m1 = m o Ty =
=(1,2,7,5,8,4,6,3). Vidime, ze m obsahuje jediny cyklus.

Prejdeme k cyklickému zapisu permutace II = 75 o 1. Opét pouzijeme cyklické
ZApisy permutam moam. Plati 1 55 8a 8 B 7, proto 1 X' 7,7 B3 4a4 3 4,
proto 7 7" 4,4 B 6 a 6 3 8, proto 4 "X 8, 843&342,p1rot087r2—07>r1 2,
2—1>1a1—2>5 proto 2 "5 5, 5—]>2a2—%6 proto 5 51 6,6 5 7Ta 73 3,
proto 6 23" 3,353 5a 553 1, proto 3 2" 1. Permutace II obsahuje jediny cyklus
(1,7,4,8,2,5,6,3). Cyklicky zdpis permutace IT je IT = mpom = (1,7,4,8,2,5,6,3).

Je patrné, ze skladani permutaci neni komutativni, nebot m = 7w 0my # mMeom =
=1II.

A

Definice 5.64. Necht n € N. Pak n-tou mocninu permutace m budeme definovat

rekurentné, ator! =ranm =1""lor =mronx" L

Z definice plyne, ze 7" = w o 7w o - - - o w pro kazdé prirozené n, nebot je znamo, ze
—_—

sklddani libovolnych zobrazeni je asociativni (plati (fog)oh = fo(goh) = fogoh,
pro libovolnd zobrazeni f, g, h jejichz sklddani je mozné).

Jesté dodejme, Ze permutace na mnoziné A = [1,n], kterou miuZeme zapsat
sjednoradkove® (1,2,3,...,n—1,n) nebo cyklicky (1)(2)(3)...(n—1)(n) se nazyva
tdentita a znacime ji id.

Definice 5.65. Mé&jme nejmensi mozné k € N takové, ze 7% = id, kde 7 je néjaka
permutace. Potom ¢islo k£ nazyvame rdd permutace 7.




5.5 Bijekce konecné mnoziny A na sebe nebo-li permutace

113

Priklad 5.66. Permutace 7 je zaddna ,jednoradkové®“ takto m = (6,4,2,3,5,1).

Naleznéte 72, 73, 74, 7% a S,

Potom 72 = mom =

Rese : )-
=(1 (2 3,4)(5)(6), m=mom? —( 6)(2 )( )(4)(5), mt = mom® = (1)(2,4, 3)(5)(6)
m=qmort= (1 6)(2 3,4)(5), n® =mon® (1)(2)((3 (4)(5)(6). Vidime, ze 7® = id,

A

Véta 5.67. Mejme permutaci @ s m cykly, pricemz cisla c¢i,¢o,...,¢n € N
jsou délky cykli. Potom rdd k permutace 7, je mejmensi spolecny ndsobek cisel
€1,y Cm (kK =mnsn{ci,ca, ..., cn}).

Vrétime-li se k prikladu 5.66, tak vidime, ze nsn{3,2,1} = 6 a fad permutace 7
je opravdu 6.

Definice 5.68.
Permutace o pro kterou plati m o 0 = 0 o™ = id se nazyva permutace inverzni
k permutaci © a budeme ji znacit 71

Véta 5.69. Permutace w obsahuje cyklus (ay,as,as, ..., a,_1,ax) pravé tehdy, kdyz
permutace T4 obsahuje cyklus (ay,ag, ax_1 ..., as,as).

Poznamka 5.70. Populdrné feceno, permutace m a 7! obsahuji vzdjemné opacné
cykly. Z toho plyne, Ze maji tentyz rad.

Dejme si priklad. Méjme permutaci m = (2,3,4)(1,6)(5). Potom podle véty 5.69
je m1 = (2,4,3)(1,6)(5), nebot cykly délky 1 a 2 zistanou stejné. Naleznéme
rom ! = (1)(2)3)(4)(5)(6) = id a mom = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = id. Timto
jsme ovéfili, Ze permutace 7! je vskutku inverzni k w. Obé permutace maji rad
k =nsn{3,2,1} = 6.

Jisté jste si vsimli, ze cykly v permutacich ndm vyrazné usnadnily hledani per-
mutace inverzni a jejitho fadu. Jenze se asi ptate, k ¢emu je nam rad permutace
a permutace inverzni?

V kasinech byva k michani karet ¢asto pouzivan, strojek. Dejme tomu, Ze mame
strojek, ktery miché karty tak, ze balicek 32 karet rozdéli na ptilky a karty vsune mezi
sebe. Presnéji, popisuje-li poradi karet pred zamichanim posloupnost (1,2,3,...,31,
32), pak poradi karet po prvnim zamichéani je popsatelné posloupnosti (1,17,2, 18, 3,
19,...,16,32). Posloupnost (1,17,2,18,3,19,...,16,32) je vlastné néjakd permu-
tace mw, kterou muzeme zapsat i cyklicky. Aby se nam to lépe darilo, popisme ji
dvojradkovou matici:
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1 2 3 4 5 6 ... 30 31 32
1 17 2 18 3 19 ... 31 16 32
Vidime, ze takova permutace kazdé liché cislo 2k — 1, K = 1,2,...,16, zobrazi

na ¢islo k, zatimco kazdé sudé cislo 2k zobrazi na k + 16. Nyni jiz pomérné snadno
najdeme cykly permutace. Uréité vime, ze m = (1)(32).... Déle m obsahuje cykly
(2,17,9,5,3), (4,18,25,13,7), (6,19,10,21,11), (8,20, 26,29, 15), (12,22,27, 14, 23)
a (16,24,28,30,31). Takze m ma pouze cykly délky 1 nebo 5, proto fad permutace
7 je 5. Z ¢ehoz plyne, ze takovy zptsob michani vytvori jen pét rtiznych zamichani
z 32! moznych, a navic, po kazdém patém zamichani dostaneme totéz poradi karet,
jaké bylo na pocatkul!

Predstavme si strojecek, ktery by poprvé zamichal karty zcela libovolné a toto
zamichani bychom v ném zafixovali. Popisme takové zamichani néjakou permutaci
7 a prevedme ji do cyklického tvaru. Pak snadno najdeme permutaci inverzni 71
(obracenim orientace cyklui viz véta 5.69). Pokud bychom ji strojku ,,naprogramovali“
tak, Ze by poprvé michal dle permutace 7 a podruhé dle permutace 7!, potom by
vytvarel jen dvé rizna zamichani, a navic bychom po kazdém sudém zamichani
obdrzeli stejné poradi karet jako na pocatku.

Pojmy k zapamatovani

— n-4rni a bindrni relace na mnoziné A (R C A" a R C A?).
— Reflexivita: Va € A : aRa.

— Symetrie: Va,b € A : aRb = bRa.

— Antisymetrie: Ya,b € A: aRbANbRa = a =b.

— Tranzitivita: Va,b,c € A: aRb NbRc = aRc.

— Uplnost: Va,b € A : aRbV bRa.

— Diagram a matice sousednosti relace.

— Ekvivalence ~ je relace reflexivni, symetricka a tranzitivni, t¥idy ekvi-
valence.

— Céstetné uspofadani < je relace reflexivni, antisymetrickd a tranzitivn,
Hassetuv diagram.

— Minimalni resp. maximalni prvek m € (4, <): lx € A\ {m} : 2 <m
resp. flz € A\ {m}:m < z.

— Nejmensi resp. nejvetsi prvek m* € (A, X): Ve € A\ {m*} :m* <z
resp. Vo € A\ {m*} : x < m*.

— Zobrazeni je f C Ax B, kdeVx € A, 3ly € B: (x,y) € f.

— Injekee f:Vay, 290 € A: a1 # 29 = f(x1) # f(22).

— Surjekce f:Vy € B,r € A:y = f(x).

— Bijekce je injekce i surjekce.
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— Bijekce mnoziny A na sebe je permutace 7.
— Zapis permutace pomoci cykli.

— Rad permutace a permutace inverzni.

Pro zajemce:

Méame-li na mnoziné A definovanu bindrni operaci /\, pak musi platit, ze ke kazdym
dvéma prvkim a,b € A je jednoznacné prirazen néjaky prvek ¢ € A, coz zapisujeme takto
al\b = ¢, ¢ tedy chapeme jako vysledek operace a/Ab a je urcen jednoznac¢né. Napiiklad
s¢itdni a nasobeni na N jsou jisté bindrni operace. Usporadané dvojici (A, A) tikdme
algebraickd struktura.

Vezméme si mnozinu S vSech permutaci na mnoziné X = [1, n] definujme na ni bindrni
operaci sklddéni o (slozenim libovolnych dvou permutaci z S dostaneme vzdy jedinou
permutaci z S). Mame tudiz algebraickou strukturu (S, o).

Protoze je skladani zobrazeni asociativni, je také sklddani permutaci asociativni, plati
tudiz Vr,o,w € S : mo (0 ow) = (woo)ow. Dile je v S identita id a pro ni plati
moid =1idom = m, jestlize 7 je libovolnd permutace z S (Vyzkousejte si!). Mizeme fici,
ze se id chova vuci skladani neutralné (jako 0 vudi sc¢itani a 1 vaci ndsobeni), proto také
permutaci i¢d fikame neutrdlnd prvek. Vime také, ze ke kazdé permutaci m € S umime najit
permutaci inverzni 71, pro kterou plati m o 71 Lom =id.

Plati-li v algebraické strukture asociativni zdkon, ma-li neutralni prvek a ke kazdému
prvku prvek inverzni, pak ji fikdme grupa. Odtud (S,0) je grupa. Grupé (5,0) fikdme
grupa permutac.

Vyzkumem algebraickych struktur, zvlasté pak grup, se vénuje teoreticka algebra, ktera
je, da se tici, uhelnym kamenem celé matematiky! Je obecné znamo, ze kazda konecna
grupa je izomorfni s néjakou podgrupou grupy permutaci. Coz znamena, ze resime-li néjaky
problém v libovolné konecné grupé, pak si jej umime prevést do feCi permutaci s operaci
skladéni. Jelikoz je jiz grupa permutaci velmi dobfe prozkoumand, tak se neprehledny
problém v néjaké libovolné kone¢éné grupé muze timto ,prekladem do grupy permutaci
vyrazné projasnit.

:ﬂ'_

Priklady k procviceni

1. Muze existovat na mnoziné A relace R takova, ze je zaroven symetricka i antisymetricka?
Pokud ne, zduvodnéte. Pokud ano, uvedte priklad.

2. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které nejsou reflexivni?

3. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které jsou symetrické?

4. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které jsou reflexivni a symetrické?
5. Kolik existuje relaci na n-prvkové mnoziné A, které nejsou symetrické?

6. Urcete ruzné tridy ekvivalence = (mod 5) na mnoziné A = {5, 16, 19, 50, 59,61, 75}.
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7. Méjme v roviné ¢tyfi body o soufadnicich X[0,0], Y[1,0], Z[1,1] a U[0, 1]. Prolozme
témito body vSechny mozné primky a ty budou tvorit mnozinu A. Na A definujme relaci
R tak, ze Vp,q € A : pRq < p || ¢q. Je relace R ekvivalence? Pokud ano, uréete rizné
tridy ekvivalence.

8. Je relace R v (A, R), kde A = {0,3,6,9} a R = {(0,0), (3,6), (9,3), (0,9), (3,3), (6,6),
(6,3),(3,9),(9,9),(9,0)} ekvivalence?

9. Dokazte, ze R v (A, R), kde A je mnozina vSech tfiprvkovych podmnozin mnoziny
X ={1,2,3,4,5} a pro kazdé dvé mnoziny M, N € A plati (M,N) € R < maji M a N
stejny nejvétsi prvek, je ekvivalence. Naleznéte vsechny rtzné tridy této ekvivalence.

10. Dokazte, ze R v (A,R), kde A=C aV(a+bi),(zr+yi) € C: (a+bi)R(x+yi) & a=
= z, je ekvivalence. Umite popsat, co tvori tfidy této ekvivalence v Gaussové roviné?
(Komplexni ¢islo a + bi umime zakreslit jako bod v roviné se souradnicemi [a, b], pokud
zakreslime vSechna komplexni ¢isla, pak takto vzniklé body vyplni Gaussovu rovinu.)

11. Méjme (A, |), kde A = {2,5, 15,20, 60, 300}. Naleznéte maximalni, minimélni, nejmensi
a nejvetsi prvky mnoziny A, néjaky retézec délky alespon 4 a zakreslete Hassetv diagram
mnoziny A.

12. Na systému mnozin 20 = {0, {1},{2},{1,2,3},{2,4},{1,2,3,5},{1,2,3,4,5}} je defi-
novano ¢astecné usporadéani C. Uréete maximalni, minimalni, nejmensi a nejvétsi prvky
mnoziny A, naleznéte néjaky retézec délky alespon 4 a zakreslete Hasseuv diagram sys-
tému mnozin 2.

13. Jerelace Rv (A, R),kde A = M?, M = {1,2,3} aV(a,b), (v,y) € M? : (a,b)R(z,y) <
a < x, ¢astedné usporadani?

14. Je relace R v (A, R) ¢astecné usporadani, pokud A je mnozina lidi a Va,b € A : aRb &
a je vyssi nebo stejné vysoky jako b7

15. Najdéte alespon dvé uplna usporadani na N.

16. Méjme zobrazeni g : A — B, kde Vx € A: g(x) =3x — 2, A={1,2,6}, B={1,4,16}
af:B— C,kdeVz € B: f(x) =logy(z), C = [0,4]. Naleznéte slozend zobrazeni f og
a go f a urcete vlastnosti zobrazeni g, f, fogago f.

17. Méjme zobrazeni g : (—mw,m) — (—1,1), kde Vax € (—m,7) : g(x) = cos(z), a f : (—
—2,2) — (1,e%), kde Vo € (—2,2) : f(z) = "', Naleznéte sloZena zobrazeni f o g
a go f a urcete vlastnosti zobrazeni g, f, foga go f.

18. Méjme permutace 7 = (7,4,3,6,5,2,8,1) ame = (3,6,1,5,4,2,8,7) zadané jednorad-
kové. Prepiste obé permutace do cyklického tvaru a najdéte permutace m = 7 o 7o,
II = w9 0o 7y, 72 a II3.

v 1 23 45 6 7 8 1 2 8
19.MeJme771:< 4136 5 2 8 1>a772:<3 6

345 67 -
1 5 4 9 8 7) COZjsou

EN|
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dvé permutace zapsané dvojradkovou matici. Prepiste obé permutace do cyklického

tvaru. Déle, najdéte permutace 771_1, 772_1 a rady permutaci 7y, 7o, 771_1, 772_1.

20. Dokazte, Ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : B — C prosta, pak i zobrazeni
gof:A— C je prosté.

21. Dokazte, ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : B — C surjektivni, pak i zobrazeni
go f:A— C je surjektivni.

22. Dokazte nebo vyvraftte, Ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : C — D prost4,
pricemz plati B C C (B je vlastni podmnozinou C'), pak i zobrazeni go f : A — D je

prosté.

23. Dokazte nebo vyvratte, ze jestlize jsou zobrazeni f : A — B a g : C — D surjektivni,
pricemz plati B C C, pak i zobrazeni go f : A — D je surjektivni.

24. Dokazte vétu 5.67.

Kli¢ k prikladim k procviceni @é

1. Ano, napi. A=[1,5], R ={(2,2),(3,3),(5,5)}.

2.2 (1 - 2%).

3. 2("3),

4. 2(3).

5. 27" — (yV2)n* .

6. [= 5] = {5,50,75}, [= 16] = {16,61} a [= 19] = {19, 59}.

7. Ano, R je ekvivalence. Necht p =UZ, q=UY,r=UX, m=2Y, n=2X, 0= XY,
potom [N p] = {p7 0}7 [N T] = {’f', m}v [N Q] = {Q}a [N 7’L] = {’I’L}

8. R neni ekvivalence, nebot neni tranzitivni.

9. Ano, R je ekvivalence. [~ {1,2,5}] = {{1,2,5},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,5},{2,4,5}, {3,
4, 5}}’ [N {1>2>4}] = {{1>2>4}’ {17374}7 {2a374}}7 [N {1’273}] = {{1’273}}'

10. Ano, R je ekvivalence. Necht a € R, pak [~ a| je pfimka kolm4 na redlnou osu (osa x)
prochézejici bodem [a, 0].

11. Minimaln{ prvky jsou 2,5, maximalni 300, nejmensi neexistuje, nejvétsi je 300, Fetézec
(5,15, 60, 300).

12. Minimaln{ prvek je (), maximdlni {1,2,3,4,5}, nejmens{ je (), nejvétsi je {1,2,3,4,5},
fetézec (0,{2},{1,2,3},{1,2,3,5}).

13. R neni ¢astecné usporadani, nebot neni antisymetrickd ((1,2)R(1,3) A (1,3)R(1,2)A
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(1,2) # (1,3)).

14. Pokud jsou v A dva lidé stejné vysoci, pak R neni antisymetrickd, tudiz neni ¢astecné
usporadani.

15. Relace < je na N tplné usporddani. Mé&jme dvé ruznéd prirozend ¢isla a,b zapsana
v desitkové soustavé a = ag+ a1 - 10 +as - 102+ - - +a, - 10", b = by + by - 10+ by - 10% +
+ -+ by - 10™, kde m,n € No,n =2 m a a;,b; € [0,9] pro kazdé i € [0,n],j € [0,m].
Najdéme nejmensi i € [0,n] takové, Ze a; # b;. Pak b < a < b; < a; (lexikografické
usporadani). Relace < je na N tplné usporadani.

16. Zobrazeni g je bijektivni, zobrazeni f je prosté, ale neni surjektivni. Zobrazeni fog:

A= C,kde (fog)(1) = 0,(fog)(2) = 2, (fog)(6) = 4, obeent (f og)(x) = logy(3z—2),
je prosté, ale nenf surjektivn{. Zobrazeni g o f viibec neexistuje, protoze Hy € A.

17. Zobrazeni g neni prosté, protoze napt. cos(—m) = cos(m) = —1, ale je surjektivni.
Zobrazeni f je bijektivni. Zobrazeni fog: (—m, ) — (%,e?’), kde (f o g)(x) = e®s@)+1,
nenf prosté, nebot (f o g)(—m) = e+ = =141 = &0 — 1 = ¢eos(M+1L — (f o g) (),
a nenf surjektivni, protoze napiiklad k 3 neexistuje z € (—m, ) tak, ze (fog)(z) = €3,
nebot —1 < cos( < 1 a exponent cos(x)+1 € (0,2). Zobrazeni g o f vibec neexistuje,

protoze (g, e3) ¢ L.

) =
(=
18. m = (1,7,8)(2,4,6)(3)(5 ) o = (1,
= (1,8,3)(2,5,4)(6)(7), = = (1,7,3)(2)

19. 771 = (1,8,7)(2,6,4)(3)(5), 75 * = ma, F4d permutaci m a 77! je 3, fad permutaci m
-1 .
am,  je 2.

5)(7,8), m = (1,3,7)(2)(4,6,5)(8), IT =

20. Primy dikaz s vyuzitim definice injekce.
21. Piimy dukaz s vyuzitim definice surjekce.
22. Plati, dokazte primo.

23. Neplati, ukazte protipriklad.

24. Nejdiive dokazte, zZe jestlize je  néjaky prvek cyklu délky m v permutaci 7, pak kazda
mocnina permutace m, kterd je nasobkem ¢isla m, zobrazi prvek x na prvek x, jinymi
slovy m*™(z) =  pro k € N.
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Kapitola 6

Princip inkluze a exkluze

Jiz na stredni skole jsme se setkavali s ilohami nasledujiciho typu.

Priklad 6.1. Studenti nasi skoly, byly dotazovani, zda pravidelné ¢tou nékterou @
z uvedenych tiskovin. Slo o ¢asopisy Respekt (déle R), Reflex (déle X) a Hospodéiské
noviny (déle HN). Ukdzalo se, ze 14 studentu ¢te R, 14 ¢te HN, 16 cte X, Sest

c¢te jak R tak HN, pét cte jak R tak X a sedm c¢te jak HN tak X. Tt studenti

¢tou vSechny tii tiskoviny. Jesté zbyva dodat, Ze bylo dotdzano 36 studenti. Kolik
studentti pravidelné ¢te alespon jednu z uvedenych tii tiskovin? Kolik studentii necte
zadnou z uvedenych tiskovin?

Reseni. Ozna¢me mnozinu viech ¢tenaitt Respektu R, mnozinu viech ¢tenait Hospodaiskych
novin H, mnozinu vSech ¢tenart Reflexu X. Je zfejmé, ze pokud chceme odpovédét
na prvni otdzku z prikladu 6.1, tak musime nalézt |R U H U X|, a pokud na druhou
otazku, hleddme |[RUH U X| = |S\ RUH U X| = |S| — |[RU H U X|, kde S je
mnozina vsech dotazovanych studentii.

Pokud by byly mnoZiny R, H, X disjunktni, pak by platilo |[RU H U X| = |R| +
+ |H| + | X|. Mnoziny R, H, X vsak disjunktni nejsou, coz je patrné jiz v zadani,
nemaji prazdné pruniky.

V souctu |R|+ |H| + | X| jsou zapoéitany prvky z pruniki RNH, RNX a HNX
dvakrét (vyjma prvki z pruniku RN HNX) a z praniku RN H N X dokonce tTikrat.
Upravme vypocet nasledovné: |[RUH U X| = |R|+ |H|+ |X|—|RNH| - |RNX|—
— |HNX]|. Nyni jsou vSechny prvky zapoc¢itany pravé jednou vyjma prvku z pruniku
RNHNX, nebot puvodné byly zapoc¢itany trikrat, a pak jsme je trikrat odecetli (jsou
totiz pritomny ve vsech prunicich RNH, RNX a HNX). Nasleduje posledni tiprava,
ato | RUHUX| = |R|+|H|+|X|—|RNH|—|RNX|—|HNX|+|RNHNX]|. Nyni
je kazdy prvek ze sjednoceni mnozin R, H, X zapocitan presné jednou a dostavame
spravny vysledek. Proto |[RUHUX| = |R|+|H|+|X|—|RNH|—-|RNX|—-|HNX|+
+|RNHNX|=14+4+14416—-6—-5—-7+3=29a|S|—-|RUHUX|=36—29 =T.
29 studentti ¢te alespon jednu z uvedenych tiskovin a 7 neéte zadnou.

A
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V prikladu 6.1 jsme pomérné snadno nasli zptisob, jak zjistit pocet prvki ve sjed-
noceni t¥i mnozin, které nejsou po dvojicich disjunktni. Ale dokazali bychom totéz
v pripadé vice nez tii mnozin? Bylo by mozné myslenku z ptikladu 6.1 zobecnit?

Méjme n mnozin Ay, As, ..., A,, které nejsou disjunktni. Mizeme pocet prvku ve
sjednoceni mnozin spocitat tak, ze vytvorime vsechny mozné priniky téchto mnozin,
vezmeme jejich mohutnosti, a ty obdafime znaménkem +, jde-li o prinik lichého
poctu mnozin (mezi tyto pruniky jsou zapocitdny i samotné mohutnosti jednotlivych
mnozin) nebo znaménkem —, jde-li o prunik sudého po¢tu mnozin?

Odpovéd zni, ano, takovy princip funguje obecné a je popsan v nasledujici véteé.

Véta 6.2. (princip inkluze a exkluze) Méjme mnoziny Ay, As, ..., A,, pricemz
n € N. Potom plati

n

Jal= > N4l

i=1 P#£JC{1,2,...,n} JjeJ

Vsimnéte si, ze pokud 0 # J C {1,2,...,n}, pak jde o néjaky neprazdny vybér
indext téch mnozin, které budou figurovat v pruniku e Aj. Takto jisté obdrzime
vSechny mozné priniky a kazdy piesné jednou. Déle, ¢islo (—1)1+! je —1, pokud
je ¢islo |J| sudé (tzn. poCet mnozin v pruniku je sudy), a naopak je rovno 1, pokud
je ¢islo |J]| liché (tzn. poc¢et mnozin v priuniku je lichy). Vztah ve vété 6.2 tudiz
popisuje skutec¢nost, kterou jsme vyse pojmenovali jen slovy.

Omezme se na kone¢né mnoziny. Plati-li pro |J| = k € N,k < n (vybér k indext
pro pevné zvolené k z mnoziny {1,2,...,n}), Ze |ﬂj€J A;| = My, € Ny, pak princip
inkluze a exkluze miuzeme prepsat nasledovné.

Véta 6.3. Mcjme konecné mnozZiny Ay, Ao, ..., A, pricemzZ n € N. Potom
n n n
Jail = (-t (k) M,
i=1 k=1
pokud pro kaZdou neprazdnou podmnoZinu J mnoZiny {1,2,...,n} s presné k <n
proky plati | (e, Aj| = My € No.

Mame-li mnoziny Aq, A, ..., A,, pak existuje presné (Z

a kazdy takovy prunik m& mohutnost M. Proto je mozné nahradit vyraz |[)

) prunikit k£ mnozin
jed Aj|
z obecného principu inkluze a exkluze vyrazem (Z) M. a scitaci index k volit od 1
do n.

Priklad 6.4. Pribéh o sedmi statecnych. Nejdiive kratky tvod. Sedm statecnych,
je sedm réazovitych kovbojiu z USA, ktefi se rozhodli sitit dobro i za hranice svého
statu. Na mexickém tzemi je jiz dlouhodobé suzovana malé vesnice ndjezdy mist-
nich gangsterti, prijedou, vypleni vse, co obyvatelé nashromazdi za cely rok, znasilni
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zeny a odjedou. Toto se periodicky opakuje. Sedm statec¢nych se odhodlalo ves-
nici chranit. Po odrazeni zvlasté prudkého ttoku gangsteri se onéch sedm kovboji
rozhodlo navstivit mistni hostinec. Pfi prichodu odevzdali obsluhujici Juanité své
klobouky. Vyborné se bavili, Juanita jen zarila, Tequilla tekla proudem a nejednu
sklenicku s nimi urazila i ona. P¥i odchodu stastnd a ponékud zasnénd Juanita roz-
dala kovbojim jejich klobouky, ale jaké prekvapeni, ani jeden z kovboji nedostal
sviij klobouk. Kolika zptisoby to mohla Juanita provést?

Reseni. Pokud v permutaci 7 na mnoziné [1,n] plati 7(i) = i, kde i € [1,n], pak
prvku i rikdme pevny bod permutace w. Mame-li tedy zjistit pocet vSech moznych
rozdani klobouki, kdy nikdo ze sedmi statecnych nedostane sviij klobouk, mame
vlastné urcit pocet vSech permutaci na mnoziné [1,7]| bez pevnych bodi. My to
uc¢inime tak, ze si vypocitame pocet permutaci s alespon jednim pevnym bodem,
a toto ¢islo odecteme od poctu vSech permutaci.

Nazvéme A; pro ¢ = 1,2,...,7 mnozinu vSech permutaci 7 na mnoziné [1,7],
které zobrazi prvek ¢ € [1,7] na i, tzn. m(i) = 7. Tudiz napriklad v mnoziné Az jsou
vSechny permutace, pro které plati 7(3) = 3. Uvédomme si, Ze takové permutace
mohou obsahovat i jiné pevné body nez-li trojku.

Hledédme-li vSechny permutace, které obsahuji alespon jeden pevny bod, pak
hleddme A; U Ay U ... U A7, nebot v této mnoziné jsou vsechny permutace, které
alespon jeden z prvku i € [1,7] zobrazi sam na sebe. Chceme-li znat pocet takovych
permutaci, pak chceme urc¢it |[A; U Ay U. ..U Az|. PonévadZ mnoziny Ay, As, ..., A;
nejsou disjunktni, musime pouzit princip inkluze a exkluze.

Nalezneme mohutnosti vSech pruniki, jez obsahuji & mnozin pro k € [1,7]. De-
jme si nékolik konkrétnich piikladia. Cheeme-li urcit |As N A5 N Ag|, pak si musime
uvédomit, ze mnozina A, N A; N Ag obsahuje vSechny permutace 7, pro které plati
7(2) = 2A7(5) = 5A®(6) = 6. Kazdou permutaci z mnoziny Ay N AsN Ag vyjadiime
jednoradkové takto: m = (—,2,—,—, 5,6, —), pri¢emz na volnych pozicich mizeme
¢isla 1,3,4,7 uspordadat libovolné. Proto |As N A; N Ag| = 4! = (7 — 3)1. Je zfe-
jmé, ze pokud bychom do priiniku vybrali jiné tfi mnoziny, tak jeho mohutnost je
opét (7 — 3)!. Najdéme jeste |A; N A3 N Ay N Ag N Az|. Vime, ze kazdou permutaci
o z mnoziny A; N Az N Ay N Ag N A7 lze zapsat takto: (1,—,3,4,—,6,7). Proto
|AiNAsN AN AgNA7| =20 = (T—5)L Je jasné, ze kazdy pranik péti mnozin bude
mit mohutnost stejnou, tj. (7 — 5)!.

Vyse uvedené myslenky zobecnime. Mame-li libovolny prunik & € [1,7] mnozin,
pak je jeho mohutnost (7 — k)! a pro vypocet pouzijeme princip inkluze a exkluze
z véty 6.3, nebot vime, ze M, = (7T —k)lan=7.

7
Dostavame |7, Ai| = ;;(_Dkﬂ(’g(? — k) = };(-1)%1#1@!(7 ) =

7 7
= ];1(—1)’““2—’! = 17! kz_:l(—l)k“%.

7
Cislo 7! Z(—l)’”l% urcuje pocet vsSech permutaci s alespon jednim pevnym
k=1
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bodem Chceme-li znat pocet x vsech permutaci bez pevného bodu, pak x = 7! —

7
—7'2( )’”11 =71 - > (-1 )k“l) 7‘2( 1) k,,nebot pro k = 0 je
=1

7

1 a misto (—1)*" musi byt (—1)¥, protoze znaménko — pfed sumou »_ (—1)* L
k=1

zméni znaménka u vsech séitanct.

Nebylo by tézké zjistit, ze pokud by do hostince prislo n stateénych, kde n € N,
pak pocet moznosti, jak miize Juanita rozdat klobouky tak, aby nikdo nedostal sviij,

by byl n! > (—1)’“%
k=0

Pro zajemce:

Na zavér jesté dodejme, ze pro velkd n by byl pocet permutaci na mnoziné [1,n] bez
pevnych bodu témér presné %!, kde e je eulerovo cislo (e=2,7812...).

Zopakujme si Mac Lauriniv polynom (Tayloruv polynom se stfedem v bodé 0) pro
funkci f(z) = e®. Pro libovolnou funkci f(z) vypadd Mac Laurintv polynom takto:

/ " n)
F©,  f0) o fM0) .

Ta(w) = £O) + = 51 al

Pro f(x) = e pak dostavame

1 1 1

nebot f)(x) = e (i-t4 derivace) pro kazdé i € [0,n], a proto f@(0) =e? = 1.
Zvolime-li x = —1, obdrzime

Tu(-1) =1 g = (1) = D (-

k=0

Lze ukazat, ze Vx € R plati lim (1 + ,x + ,x + .- 4 Lan) = e®, proto lim (1 —

n—00 n n—00
n
— &+ F2?— o+ (-1)"d) = et = 1 Cislo L je tudfz rovno sumé kzo(—l)k% pro
n — 0. B
n
Nahradime-li vyraz Y. (—1)"7; ¢islem 1 pro dost velkd n, dopustime se jen zaned-
k=0
batelné chyby. Da se vypocitat, jak velké méa byt n, aby chyba nepfekrocila libovolné
stanovenou mez.

A

Priklad 6.5. Na tramvajové refizi rozdavaly dvé studentky reklamni plakaty. Mély
dohromady 15 rtiznych plakati a vSechny rozdaly Sesti lidem tak, ze kazdy ¢lovek
dostal alespon jeden. Kolika zptisoby to mohly studentky provést?
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Reseni. Necht P = {py,ps,...,p15} je mnozina vech plakitti a L = [1, 6] mnoZina
vsech lidi. Rozdavani plakatt mizeme definovat jako pritazeni libovolného plakatu
z mnoziny P pravé jednomu ¢lovéku z mnoziny L, pricemz kazdému ¢lovéku z L je
pritazen alespon jeden plakat z P. Kazdé rozdani plakatth mizeme tudiz modelovat
jako surjektivni zobrazeni f mnoziny P na mnozinu L.

Cili chceme zjistit pocet vSech surjekef mnoziny P na mnozinu L. Vime, Ze viech
zobrazeni P do L je V*(6,15) = 6'°. Pokud se ndm podaf{ uré¢it pocet x vsech
zobrazeni, kde alesponi jeden prvek z L neni obrazem zadného prvku z P (zobrazeni,
kterd nejsou surjekce), tak rozdil 6'° — z udava pocet s viech surjekci mnoZiny P
na mnozinu L.

Necht A; je mnozina vSech zobrazeni mnoziny P do mnoziny L, kde prvek
i € [1,6] = L neni obrazem zddného prvku z mnoziny P. Potom mnozina A; U
UAsU...U A = U?:1 A; je mnozina vsech zobrazeni P do L, kde alespon jeden
prvek i € [1,6] nenf obrazem Zadného prvku z P. Proto || U2, A = .

Vs&imnéme si, ze napiiklad As N As # ), protoZze jak v mnoziné As tak v mnoziné
As jsou i zobrazeni, kde ani 3, ani 5 nejsou obrazem zadného prvku z P. Proto
pro vypocet | U?:1 A;| = x musime pouzit princip inkluze a exkluze, nebot mnoziny
Ai, Ag, ..., Ag nejsou disjunktni.

Chceme-li vypocitat | U?Zl A;| = x, pak musime znat mohutnost (pocet prvku)
kazdého pruniku & mnozin, kde k € [1,6]. Uvedme nékolik piikladi. V mnoziné
A1 N A;N As jsou zobrazeni P do L, kde zadny z prvki 1,4, 5 neni obrazem zadného
prvku z P. Tedy jde o zobrazeni mnoziny P do mnoziny L \ {1,4,5} a téch je
V*(6—3,15) = (6 —3)'°. Proto |A; N A, N As| = (6 —3)'5. Je zfejmé, Ze pocet prvki
v libovolném priniku t¥{ mnozin je (6 — 3)'®. V mnoziné A; N Ay N Ay N As jsou
zobrazeni P do L, kde zadny z prvka 1,2,4,5 neni obrazem zadného prvku z P.
Tedy jde o zobrazeni mnoziny P do mnoziny L\ {1,2,4,5} a téch je V*(6 —4,15) =
= (6 —4)'°. Proto |[A; N Ay N Ay N As| = (6 — 4)™. Opét, pocet prvkil v libovolném
priniku ¢tyt mnozin je (6 — 4)°.

Méjme pevné zvolené k € [1,6]. Pak mohutnost kazdého pruniku & mnozin je
(6 — k). VSimnéme si, ze uvedeny vzorec plati i pro k = 6, nebot A;NAyN...N Ag
je mnozina vSech zobrazeni, kde zadné z ¢isel 1 az 6 neni obrazem zadného prvku
z P, ale takové zobrazeni neexistuje, odtud |A; N Ay N ... N Ag| = 0= (6 — 6)'.

Hodnota M, z véty 6.3 tudiZ je v tomto pifpadé (6 — k)5 a

| OAA = 26: G (2) (6 — k) ==

Odtud s = 6% — i (=DF1(%)(6 — k)® = é(—l)k(g)(ﬁ— k) = (0)6' —

k=1 =0
. (?)515_|_ (5)415 o (2)315_'_ (2)215 . (g)ll5+ (2)015 — 65 .55 + 15.415 — 20.315_’_
+15.215 —6. 115,

Spoéitejme si 57 = 78125, 37 = 2187, 27 = 128, potom 5'° = 78125 - 78125 -5 =
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= 30517578125, 3!° = 2187-2187-3 = 14348907 a 2% = 128-128-2 = 32768, a odtud
61° = 315. 215 = 14348907 - 32768 = 470184984576, 415 = 215 . 215 = 32768 - 32768 =
= 1073741824. Dostavame

470184984576 — 183105468750 + 16106127360 — 286978140 + 491520 — 6 =

= 287079515826 + 15819149220 + 491514 = 302899156560.

Existuje tudiz 302 miliard 899 miliénta 156 tisic 560 zpusobt, jak divky mohou
rozdat 15 plakati Sesti lidem tak, aby kazdy dostal alespon jeden.

Nebylo by tézké zobecnit, ze existuje (—1)’“(2)(71 — k)™ surjekei mnoziny M

na mnozinu N, pokud |M| =m,|N|=nam = n.

Déle si vSimnéme, Ze pro |M| = m = n = |N| jsou surjekce mnoziny M na
mnozinu N vlastné bijekce a my vime, Ze bijekci mnoziny M na mnozinu N pro
m = n je n!. Proto

S (o= (e (oo (e

Priklad 6.6. Jané zbylo od narozenin 5 riznych zakuskt. Rozhodla se, ze je sni v n
po sobé jdoucich dnech s tim, Ze kazdy den sni alespon jeden zdkusek (n je libovolné
¢islo z mnoziny [1, 5]). Kolik existuje zpusobi, jak muze Jana vsechny zakusky snist?

A

Reseni. Necht Z = {z1, 2, 23, 24, 25} je mnozina vech zdkusktt a D = {1,2,...,n}
je mnozina po sobé jdoucich dnu, kdy bude Jana jist zdkusky, pticemz n € [1,5].
Kazdému zdkusku pritadime pfesné jeden z n dni, ve kterém zakusek sni a ke
kazdému dni bude prirazen alespon jeden zakusek. Opét vidime, ze pocet moznosti,
jak mize Jana zakusky snist odpovida poctu surjekei mnoziny Z na mnozinu D
s tim, Ze n je libovolné ¢islo z mnoziny [1, 5].

Pokud tedy spocitame zvlast pocty surjekei pro kazdé n z mnoziny [1,5], pak
soucet vypocitanych hodnot bude konecny vysledek. Obecné plati, zZe pocet sur-

jekef m-prvkové mnoziny na n-prvkovou mnozinu je Y (—1)*(})(n — k)™. V nasem

ptipadé je m =5 an € [1,5].
Proto pro n = 1 dostavame

S 0t ) -k = (g)a-or - (Ja-1r =1,
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i (—1)’“(2) (2—k)’ = (3) (2—0)° — G) (2—1)°+ @) (2—2)° =32—2 =30,

pro n =3
;(—U%Z) (3—k)° = (g) (3—0)°— (i’) (3—1)°+ (2) (3—2)°— (g) (3—3)° =
= 243 — 96 + 3 = 150,
pro n =

4
+< >(4—4)5:1024—972+192—4:240,

pron =25

> 5
> (-1F (k) (5 — k)° = 5! = 120.
k=0
Tudiz pocet moznosti, jak mize Jana snist zbylych pét zakuski je 1+ 30+ 150 +
+ 240 + 120 = 541.
A

Priklad 6.7. Karel ¢te velmi zajimavou knihu, zbyva mu poslednich 7 stran. Rozhodl
se, ze je precte za k po sobé jdoucich dnt s tim, Ze kazdy den precte alespon jednu
stranku (k je libovolné ¢islo z mnoziny [1, 7]). Kolik existuje zptisobi, jak mize Karel
knihu docist?

Reseni. Necht S = [1,7] je mnoZina zbyvajicich stran a D = {d;,dy,...,d} je
mnozina po sobé jdoucich dnil, kdy bude Karel ¢ist zbyvajici stranky, pricemz
k € [1,7]. Kazdé strance pritadime presné jeden z k dni, ve kterém Karel stranku
precte a ke kazdému dni bude prifazena alespon jedna stranka. Pokud bychom uvazo-
vali takto, pak pocet moznosti, jak miize Karel zbylé stranky docist, je pocet surjekci
mnoziny S na mnozinu D, kde k je libovolné ¢islo z mnoziny [1, 7].

Ovsem tato uvaha je zcela Spatna! Jedna z moznych surjekci mnoziny S na

mnozinu D je naptiklad zobrazeni: 1 — d3,2 — dy,3 — dy,4 — d2,5 — dy,6 — d3, 7 —

— dsy pro k = 3. Potom by ovsem Karel precetl v prvnim dni druhou,tteti a patou, ve
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druhém dni ¢tvrtou, sedmou a treti den prvni a Sestou dosud neprectenou stranku.
Proboha! Kdo by takto docital knihu?!

Musime zvolit zcela jinou metodu uvazovani. Potfebujeme vlastné rozdélit stran-
ky 1 — 7 do k prihradek tak, ze v prvni prihradce je prvnich n; stranek, ve druhé
nasledujicich ny stranek az v k-té je poslednich ny, stranek, pricemz v kazdé prihradce
je alespon jedna stranka a ny +mng+---+mn, =7, n; =2 1 pro kazdé i =1,2,... k.
Priklad takového rozdéleni pro £k = 4 je mozné modelovat nésledujici symbolikou
1,2,314,5|6| 7, kde symbolu | budeme fikat prepdzka.

Predstavme si posloupnost dosud neptectenych stranek (1-2—-3—-4—-5—-6-7),
kde symbol — zndzornuje mezeru mezi ¢isly. Je ziejmé, ze pokud pro dané k € [1, 7]
vybereme k£ — 1 ze Sesti mezer mezi ¢isly a zaménime je prepazkami dosdhneme
presné jednoho spravného rozdéleni stranek do k dnt. Proto pro pevné zvolené
k € [1,7] existuje piesné (kél) spravnych rozdéleni. Jelikoz k muze byt libovolné

7
&slo z mnoziny [1, 7], dostavame vysledek > (°) =)+ )+ )+ ) + () +
k=1

6 6\ _ o6 _
+(5) + (5) =25 =64.
Vsimnéte si, ze zptisobt, jak muize Karel docist knihu, je presné tolik jako podm-
nozin Sestiprvkové mnoziny (2°). Dokdzali by jste tuto rovnost vysvétlit?
A

Pojmy k zapamatovani
— Princip inkluze a exkluze: ||J;_, 4| = > (—1)H1 Njes Ajl-
0#£JC{1,2,...,n}

— Princip inkluze a exkluze, pokud kazdy priinik £ mnozin ma mohutnost
n

My |UiZy Ail = 32 (=1 () M.

— Pocet vsech permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoziné:
n
k1
k=0
— Pocet vsech surjekci m-prvkové mnoziny na n-prvkovou mnozinu:

S (1 () (n— B)™.

k=0

Priklady k procviceni

1. Ve tridé je 24 zaka. Ucitel zakim nahodné rozdal opravené pisemky tak, ze alespon
jeden zak dostal svou pisemku a zaroven alespon jeden z zdkt nedostal svou pisemku.
Kolika zptsoby to mohl ucitel provést?

2. Kolik zustane v mnoziné [300,6000] cisel, pokud vyskrtneme vsSechny nasobky 3,5
a tfinacti?

3. Kolika zptsoby mtze Anna umistit 13 knih do sedmi policek tak, ze v kazdé je alespon
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jedna kniha (na pofadi knih v poli¢ce nezalezi).

4. Jakd je pravdépodobnost, ze pri ndhodném rozdani 12 listki do divadla deviti lidem
néktery clovek nedostane listek?

5. Na vanoc¢nim stromecku zustaly ¢tyii cokoladové figurky. Jaromir se je chysta snist v k
po sobé jdoucich dnech s tim, ze kazdy den sni alespon jednu figurku (k je libovolné
¢islo z mnoziny [1,4]). Kolika zptisoby to muze Jaromir provést?
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nejmensi prvek, 103
nejvetsi prvek, 103
neporovnatelné prvky, 102
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prazdna relace, 91
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uplna, 106
rovnost mnozin, 2
rozdil mnozin, 4
rozklad mnoziny, 79
rozklad mnoziny A, 99

rad permutace, 112
fetézec, 102

sféra, 72

sjednoceni mnozin, 4
slozeny vybeér, 50
smycka, 93

spocetna mnozina, 64
Stirlingova formule, 26

stfedni hodnota nahodné proménné, 65

suma, 9
symetrie kombinac¢nich ¢isel, 29
systém mnozin, 3

uniformni pravdépodobnostni prostor,

57
universum, 3
univerzalni mnozina, 3
Uplné (linedrni)usporadéni, 7

Variace bez opakovani, 33
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Variace s opakovanim, 47
Venntiv diagram, 3

véta, 71

Vietova véta, 7

vlastni podmnozina, 3
vybéry bez opakovani, 16
vybéry s opakovanim, 16
vzor, 107

zadani mnoziny
charakteristickou vlastnosti, 2
taxativné, 2
zaklad indukce, 77
zakladni prostor, 55
zapis posloupnosti
rekurentni, 8
taxativni, 8
vzorcem pro n-ty ¢len, 8
Zobecnény princip matematické indukce,
84
zobrazeni
prosté, injektivni, 108
slozené, 109
surjektivni, 108
vzajemné jednoznacné, bijektivni,
109
zobrazeni mnoziny A do mnoziny B,
106
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