VSB - TUO Datum

Teorie grafu

Projekt

Cislo zadani

Osobni ¢slo Jméno




Teorie grafii, vzorovy projekt 1
Zadani

Sejf se otvird digitdlni kldvesnici, pricemz sejf se otevre pri zaddni spravné posloupnosti bez ohledu na pred-
chozi stisknuté klavesy. Je-li napriklad 1234 heslo otvirajici sejf, tak pro otevieni muzZeme zadat 1234, nebo
81234 nebo klidne 63825431234.

K prolomeni kodu miZeme postupné zadat vsechna c¢isla od 0000 do 9999. Avsak to bychom museli
natukat celkem 4 - 10000 = 40000 cifer, coZ by trvalo zbytecné dlouho.

a) Jaky je nejmensi pocet cifer, ktery zajisti prolomeni kodu?

b) Jak sestrojit prislusnou posloupnost cisel?

¢) Umeéli byste ulohu vyresit i pro n-cifernd cisla s cislicemi 1,2,...,q?

Reseni

Horni odhad nejmensiho poctu cifer je 4 - 10000 = 40000, avsak dolni odhad je pouhych 10 003 znaki
(v posloupnosti 10000 + 3 znakd najdeme 10000 po sobé jdoucich ¢tvefic). Nejprve ukazeme, Ze dolniho
odhadu je mozno vzdy dosdhnout a pak feSeni zobecnime pro n-ciferna g-arni ¢isla.

Existen¢ni dikaz
Ulohu prevedeme na hled4ni eulerovského tahu v orientovaném grafu D(V, E), kde

V={xyz:2,y,2€{0,1,...,9}}, E={(zyz,yzw) : zyz,yzw € V}.

Dva vrcholy jsou spojené hranou, jestlize se shoduji posledni dvé cifry vychoziho vrcholu a prvni dvé
cifry koncového vrcholu. Kazda hrana (véetné smycek) odpovida jednomu étyfcifernému ¢éislu zyzw. V grafu
D ma kazdy vrchol xyz prichozi i odchozi stupen g = 10.

Vv € Vi ideg(v) = odeg(v) = ¢ = 10.
Pocet hran je
1 1
|E| = 3 |V| - (ideg(v) + odeg(v)) = 3 1000 - (10 + 10) = 10000.

Protoze je pro kazdy vrchol souvislého orientovaného grafu D plati ideg(v) = odeg(v), tak podle zndmé
Eulerovy véty existuje v D dokonce uzavieny eulerovsky tah, ktery odpovida hledané posloupnosti cifer.
Pokud nés zajimé posloupnost ¢isel a ne jen uzavieny tah, musime nejprve néjaky uzavieny tah najit,
zvolit jeden vrchol a posloupnost sestavit:

1. jméno prvniho vrcholu zyz jsou prvni tii znaky posloupnosti,

2. za kazdou hranu tahu pfidame jeden znak w — posledni znak koncového vrcholu hrany,

3. nakonec zopakujeme prvni t¥i znaky xyz.
Celkem dostaneme, ze nejmensi pocet cifer, ktery zajisti prolomeni kédu, je pravé 10 003 cifer.
Obecnéjsi FesSeni
Ulohu prevedeme na hledani eulerovského tahu v orientovaném grafu D(V, E), kde vrcholy jsou posloupnosti

k — 1 cifer
V=A{x1z9...05-1) :2; € {0,1,...,q} proi=1,2,... .k — 1}

E = {(.1‘1.%2 e i L—1,T2T3 . . xk) 12 ... Th—1,T2T3...Tf € V}

Dva vrcholy jsou spojené hranou, jestlize se shoduje poslednich k—2 cifer vychoziho vrcholu a k —2 prvnich
cifer koncového vrcholu. Kazd4 hrana (véetné smycek) odpovida jednomu k-cifernému ¢islu. V grafu D ma
kazdy vrchol v pFichozi i odchozi stupen gq.

Vo € V : ideg(v) = odeg(v) = q.



Pocet hran je

1 . 1 n— 1 n— n
|E|:§-|V|-(1deg(v)+odeg(v)):§-q 1'(Q+Q):§'q bo2g=q"

Protoze je pro kazdy vrchol orientovaného grafu D plati ideg(v) = odeg(v) = g a D je uréité souvisly,
tak podle znamé Eulerovy véty existuje v D dokonce wuzavieny eulerovsky tah, ktery odpovida hledané
posloupnosti cifer. Opét, pokud nas zajimé posloupnost ¢isel a ne uzavieny cyklus, musime néjaky uzavieny
tah najit a posloupnost zkonstruovat:

1. zvolime jeden vrchol a jeho jméno je prvnich n — 1 znakd posloupnosti,
2. za kazdou hranu tahu pridame jeden znak w — posledni znak koncového vrcholu hrany,
3. nakonec zopakujeme prvnich n — 1 znak?.

Nejmensi pocet cifer, ktery zajisti prolomeni kédu, je praveé ¢" +n — 1 cifer.
Vice informaci je mozno najit pod klicovym slovem ,de Bruijn“, nebo ,debruijn.

Shrnuti
a) Ukazali jsme, ze nejmensi pocet cifer, ktery zajisti prolomeni kédu, je pravé 10 003 cifer.

b) Pfislusnou posloupnost sestrojime nalezenim eulerovského tahu v pravidelném orientovaném grafu
D(V, E), ktery je popsany vySe.

c) Nakonec jsme tlohu zobecnili pro libovolna n-ciferné ¢isla s ¢islicemi 1,2, . .., g. Nejmensi pocet cifer,
ktery zajisti prolomeni kédu, je ¢" +n — 1.



