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Uvodem
Text, ktery pravé ctete, vznika jako systematickd priprava prednasek pro magisterské i doktorské studium
na technické vysoké skole. Pii vybéru témat a pfipravé textu jsem vychézel z osnov predmétu, z knihy A
First Course in Coding Theory od R. Hilla [H], z knihy Kddovdni od Jifiho Addmka a celé fady dalsich
zdroji.

Pokud mate pocit, Ze v textu je néjakd nesrovnalost, dejte mi védét. Je velmi pravdépodobné, Ze se
jedna o chybu nebo preklep.

Jak Cist tento text

Na konci kazdé podkapitoly najdete piiklady k procviceni probrané latky. Protoze neni smysluplné vybudovat
nejdfive celou teorii a teprve potom fesit priklady, tak néktera cviceni se odvolavaji na pojmy, které budou
zavedeny teprve v pozdéjsich kapitoldch. VéFim, zZe neni problém nalistovat si ptislusnou definici (na konci
textu najdete rejstiik) a pak takové piiklady vyfesit.

Podé&kovani
Dékuji Tereze Kovarové, ktera pripravila prvni rozsirenou osnovu tohoto textu a se kterou jsem spolupracoval
na pripravé textu i vétsiny cviceni.

K pouzitym symbolim

Piiklady oznadené ,*“ patf{ k ndroc¢né&jsim. Jejich feSeni obvykle vyZaduje delsi vypodet nebo peclivéjsi
rozbor. Pro feSeni piikladii oznac¢enych ,**“ je tfeba n&jaky ndpad nebo vysledek z jiné oblasti matematiky.
Zdtraznéme ale, ze hvézdicka neznamena nutné ,to nikdy nevytesim“. Naproti tomu p¥iklady oznadené %«
jsou tak lehké, ze jejich feSeni je mozné zpaméti a jen s uzitim zakladnich pojmii.

V Krmeliné 20. kvétna 2024.
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Kapitola 1. Uvod do samoopravnych kéd

Samoopravné kédy se pouzivaji témeér ve vSech modernich digitalnich elektronickych systémech, datovych
sitich i zdznamovych médiich. Kddovani s ohledem na opravu chyb umozZiuje efektivné posilat, ukladat,
spravovat i ziskavat digitalni informace. Samoopravné kédy vyuzivame zejména tam, kde bezchybnost hraje
vys$i roli nez rychlost pfenosu ¢i objem dat zaznamu. Teorie kédovani je péknou aplikaci na rozhrani teore-
tické algebry, linearni algebry, kombinatoriky a teorie designi. Detekce a oprava chyb spojuje matematické
discipliny, informatiku, telekomunikace i elektrotechniku. Rada piikladi uvedenych v textu toto propojeni
ukazuje.

1.1. Motivace pro samoopravné kody

Samoopravné kddy se pouzivaji pro prenos ruSenym komunikac¢nim kanalem nebo pro uklddani dat odolné
proti ztratdm c¢asti dat. RuSeny kandl muze byt telefonni linka, kandl televizniho vysilani ¢ satelitniho
vysilani, nebo kandly bezdratového pozemniho pfenosu dat nebo satelitni pfenos signalu nebo dokonce
komunikace s vesmirnymi sondami. Muze se jednat o zdznamové médium jako magnetickd paska nebo pevny
disk. Ruseni muze byt zptusobeno tepelnym Sumem, rusenim elektromagnetického pole nebo nedokonalosti
pristroje, které zptsobi, ze prijata data se lisi od vyslanych dat.

Samoopravny kéd

Smyslem samoopravnych kédi je takové zakédovani dat, aby puvodni zprava mohla byt s malou namahou
ziskana i v pripadé, Ze dojde k poruSeni ¢asti dat. Obvykle se tak déje pfidanim jisté redundance, prodlou-
Zenim zpravy tak, aby obsahovala nejen vychozi data, ale dalsi ¢ast navic. Pavodni zprava pak muze byt
obnovena, pokud dojde ke ztraté nebo poskozeni ¢asti dat.

kédové \éum cteny dekédované

Zprava slovo retezec Zprava ;
zdro _] koder kanal dekoder E——

Obrazek 1.1.: Prenos zasumeénym kandlem.

Cilem neni pfenos informace skryt pfed nepovolanymi ¢tenari, ale naopak umoznit spravné precteni nebo
dekddovani informace i v pfipadé, Ze informacni kanal je rusen nebo paméfové médium je mirné poskozeno.
Spravné urceni kédovych slov by mélo byt mozné i bez nutnosti nového posildni nebo éteni, nebot takovy
postup muze byt velmi zdlouhavy, pfipadné nezadouci nebo nemozny. Dostavame se k nasledujici jednoduché
definici.

Cviceni

1.1.1. Astronomicka observator zachytila signdl, ktery prichdzel ze souhvézdi Lyry. Signdl se sklada z peri-
odicky se opakujict sekvence 35 bitw, 00101000001000111111110101010010100. Védci se domnivaji, Ze signdl
vyslaly bytosti podobné netopyrim. Proc?

1.2. Abeceda, slovo, kod

Nejprve zavedeme ustfedni pojmy celého textu: kdd a kédové slovo.

Definice Kod

Abeceda je koneénd mnozina symboli nebo znaki. Slovo je posloupnost znaka dané abecedy. Kddové slovo
je posloupnost znaki dané abecedy, kterd je v mnoziné kédu. Kdd je neprazdnou podmnozinou mnoziny
slov, jedna se o mnozinu kédovych slov.
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slova

abeceda

Obréazek 1.2.: Abeceda, mnoZina slov a kod.

Vsimnéte si, ze kazdé kédové slovo je posloupnost znakti. Zpravidla maji vSechna kddové slova stejnou délku,
ale neni to nutné, definice to nevyzaduje (Obrazek 1.2.).

Slovo nebo kédové slovo budeme znacit ©. Jedna se o kone¢nou posloupnost n symbolu abecedy, proto
T = (x1,%2,...,%Tn), kde x1,2a,...,z, jsou symboly dané abecedy. Pokud nebude hrozit mylka, tak vy-
uZijeme kratsi zapis ¥ = 125 ...1x,. Symbol z; budeme nazyvat souradnice nebo znak slova ¥. MuZzeme
tak napfiklad mluvit o prvni soufadnici z1, posledni soufadnici x, nebo i-té soufadnici z; slova Z, ¥ =
=X1T2...Tp.

Priklad 1.1. Uvedme nékolik prikladi abeced a kddu.

1) Anglickd abeceda obsahuje 27 znakt (26 pismen a mezeru). Anglicka slova mizeme chapat jako kéd,
pricemz slova kédu jsou platna anglickd slova, zatimco slova jsou posloupnosti pismen, kterd anglicka
slova netvori.

2) Ceska abeceda obsahuje 43 znaki (42 pismen a mezeru). posloupnosti pismen tvoii slova, ale jen ¢eska
slova tvori kod.

3) Binarni abeceda obsahuje jen dva znaky 0 a 1. Oznac¢me Fy = {0,1}. Binéarni fetézce dané délky n
tvori mnozinu binarnich slov (F3)". Bindrnim kddem budeme rozumét néjakou podmnozinu C' mno-
Ziny binérnich slov, tedy podmnozinu mnoziny posloupnosti bitt (nul a jednicek). Témto vybranym
posloupnostem fikame kddovd slova.

4) Hexadecimélni abeceda, ktera napiiklad uréuje MAC adresy v poéitacové siti, je kdd sestaveny z abe-
cedy 16 znakti s kédovymi slovy délky 12. Az na jistd omezeni mtize byt kazdé slovo mnoziny (Fig)*?
kédovym slovem. MAC adresy nemaji implementovan zadny samoopravny kéd.

5) Morseova abeceda muzZe byt chapana jako bindrni nebo jako ternarni kéd. Morseova abeceda neni
samoopravny kdéd, slouzi pro prenos informace jednoduchym bindrnim kanalem. Abeceda obsahuje
tfi symboly: tecku, ¢arku a mezeru, ktera oddéluje tecky, carky, ale také znaky a slova. Bez kratké
mezery, kterda oddéluje tecky a ¢arky, bez stfedni mezery, kterd oddéluje znaky, a bez dlouhé mezery,
ktera oddéluje slova, by Morseova abeceda nebyla srozumitelna. Naproti tomu Morseova abeceda neni
plnohodnotnym terndrnim kédem, nebof mezera plni jen roli oddélovace symboli a oddélovace slov.
Morseovu abecedu je mozno popsat binarnim kédem, ktery ma 5 kédovych slov:

tecka: 1

carka: 111

mezera mezi teckami a ¢arkami: 0
kratka mezera mezi pismeny: 000

e stfedni mezera mezi slovy: 0000000.

6) Huffmanniv kdéd je zptsob bezztratové komprese dat do bitovych Fetézct. Vyuziva rizné cetnosti
znakd v obvyklém textu daného jazyka, pripadné v aktudlnim textu. Abeceda Huffmanova kédu
zéavisi na jazyku aktudlné prenasené zpravy. Znaky s vysokym poctem vyskytid se kéduji pomoci
kratsich sekvenci, zatimco relativné malo se vyskytujici znaky mohou mit delsi reprezentaci. Nejedna
se o samoopravny kdd.

Vsimnéte si, ze rozliSujeme mnozinu slov jazyka a jazyk. Zatimco mnozinu slov néjakého jazyka mtizeme
povazovat za kdd, tak jazyk spiSe ne. Vyznam slov zavisi na gramatice, na slovosledu. Aby véta méla néjaky
smysl, musi dodrzet urcitd pravidla, coz je vlastnost, kterou od kédu nepozadujeme.
g-arni kéd
V predchozich odstavcich jsme zminili binarni kédy. V digitalni technice se vskutku nejcastéji setkame
s binarnimi kédy, které pracuji jen se dvéma symboly 0 a 1, ale v analogovych systémech mtize mit smysl
pracovat i vice symboly. Dostdvame se pfirozené k definici g-arniho kédu.

Definice g-arni kéd
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q-arni kod je kéd s kédovymi slovy sestavenymi z g rtiznych symboli sq, s2,. .., s;. Abeceda kédu je mnozina
symboli F, = {s1, s2,...,S4}, zpravidla pouzivime abecedu F, = Z, = {0,1,...,q — 1}.
Ve specidlnim piipadé, kdy F, = {0,1}, mluvime o bindrnim kodu. Jestlize abeceda obsahuje tii

symboly, naptiklad F, = {0, 1,2}, mluvime o terndrnim kodu.

(Fo)"

Obrazek 1.3.: q-drni abeceda, mnozina slov délky n a kod délky n.

Oznaceni F, vychazi z anglického terminu ,field“. Pokud je ¢ mocninou prvocisla, tak prvky mnoziny
F, chapeme jako prvky ¢iselného télesa (Zg,+,-). Pokud ale ¢ neni mocnina prvoéisla, tak nemé smysl
mluvit o F, jako o ,é&iselném télese“, nebot v pfedmétu Algebra bylo ukdzéno, ze takové téleso neexistuje.
I v takovém pfipadé pracujeme s mnozinou F, = {0,1,...,¢ — 1}.

Operace se symboly (prvky ¢éiselného télesa) pro sestaveni kédu mohou ale nemusi hrét roli. V prvnich
kapitolach operace scitani ,+“ a nasobeni ,,-“ symboltl v ¢iselném télese vyuzijeme jen omezené. Vyznamnéjsi
roli budou operace hrat zejména v dalsich kapitolach, napiiklad u linedrnich kédu.

Cviceni
1.2.1.° Kolik existuje riznych bindrnich slov délky n?
1.2.2.° Kolik existuje rizngch bindrnich kodi deélky n?

1.2.3.9 Kazdé rodné cislo musi byt délitelné 11 a mizeme je povazovat za kdd v mnoziné deseticifernijch
cisel. a) Umd kdd rodnych cisel detekovat chybu?  b) Umi kdd rodnych cisel opravit chybu?

1.2.4. Umi ISBN-10 kod detekovat chybu? Umi ISBN-10 kdd opravit chybu?

Znaceni
Symbolem (Fj)" zna¢ime mnozinu vSech posloupnosti n-prvka (ai,as,...,a,) = a1as...ay, kde a; € Fj.
Mnozina (F,)™ mé ¢" prvki, n-prvkovych posloupnosti. Témto posloupnostem fikdme slova nebo vektory
délky n. Vsimnéte si, Ze ne kazdé ,slovo“ je kédovym slovem néjakého kédu.

Pfipomertime, ze formélné bychom slova délky n méli znaéit (a1, as,...,a,), nebot se jedna o posloup-
nosti n symbolta abecedy.

Priklad 1.2. Uvedme né&kolik prikladti g-arnich kodi.

1) Binarni fetézce dané délky n tvoii mnozinu binarnich slov (F3)". Vhodné podmnoziny C' mnoziny
binarnich slov (F3)"™ budou tvorit binarni kédy. Kazdy binarni fetézec délky n je slovem. Ta slova,
ktera patri do C, jsou kédova slova.

2) Slova anglické abecedy nepovazujeme za kédova slova posloupnosti (Fa7)™, prestoze For je téleso.

3) Devitimistné telefonni ¢isla mtizeme chépat jako slova desitkové abecedy Fio z mnoziny (Fio)°. Mno-
zina Fig vSak téleso netvori. Kazdé telefonni ¢islo je slovem, avsak telefonni ¢isla operator nevybira
tak, aby tvortila samoopravny kéd.

Jestlize vSsechna kédovéa slova daného kédu maji stejnou délku n, tak kéd nazyvame q-darni kod délky n.
Takovy kéd je podmnozinou mnoziny slov (Fy)™.
Jednim z nejjednodussich kddd, které umoznuji detekci a opravu chyb, je opakovaci kdd.
Definice Opakovaci kod
Méjme mnozinu (Fy,)". Opakovact g-drni kéd délky n je kéd, jehoz kazdé kédové slovo je posloupnost n
kopii stejného symbolu abecedy F,. Kédovych slov je g.
00...0
11...1
C= :
(¢—1)(g—1)...(¢—1)

n
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Priklad 1.3. Uvedme nékolik prikladii opakovacich kddi.

1) Binarni opakovaci kéd délky n obsahuje jen dvé kédova slova 00...0, 11...1.

2) Hexadecimalni opakovaci kéd délky 5 obsahuje 16 kédovych slov 00000, 11111, ..., 99999, AAAAA,
..., FFFFF.

3) Opakovaci kéd anglické abecedy s délkou slova 3 obsahuje 26 kédovy slov AAA, BBB, ..., ZZZ a jedno

kédové slovo sestavajici ze ti1 mezer ,,___“.

Priklad 1.4.

1) Kéd C; z Piikladu 1.9. ani kédy Cs z Piikladu 1.10. nejsou opakovaci kédy.
2) Kéd C3 z Prikladu 1.11. neni opakovaci kéd.

Priklad 1.5. Kod dva z péti
Kéd dva z péti obsahuje deset kédovych slov 11000, 10100, 10010, 10001, 01100, 01010, 01001, 00110, 00101,
00011. Nejednéa se o opakovaci kéd.

1.3. Redundance, detekce a korekce chyb

Nutnou vlastnosti kédu, ktery umozni detekci chyby prenosu, pripadné opravu chyby, je redundance. Re-
dundance kédu znamena, ze posilana data obsahuji vice znak, nez posilanéd zprava. Pritom kdédova slova
jsou volena tak, aby umoznila detekci a opravu chyb. Hlavni myslenku ukdZeme nejprve na nasledujicich
prikladech.

Piiklad jednoduchého binarniho kédu
Uvedeme nékolik prikladt binarnich kédu rizné délky a s riznym poctem kdédovych slov.

Priiklad 1.6. Méjme binarni opakovaci kéd délky 5. Jeho kédova slova jsou

00000, 111111.
Tento kéd slouzi k preneseni jen dvou moznych zprav. MiuzZeme si je predstavit jako zpravy ANO a NE
které odpovidaji bitiim 0 a 1. Kéd vznikl tak, ze kazdy bit je jednoduse pétkrat zopakovan. Takovému kédu

budeme fikat ,opakovaci kéd délky 5“. Opakovéani biti je jeden z nejjednodussich zpusobi, jak nadbytecnost
informace muze zajistit spravnost i v pripadé, ze ¢ast zpravy bude ztracena/porusena.

\éum
(a¥ome) — Ry~ (oo ) = (vl |
1

Obrazek 1.4.: Oprava chyby pri prenosu zasumeénym kandlem.

Predstavme si, ze zprava ,ano“ je pfenasena zasuménym kandlem. Je odeslano kédové slovo 00000, ale
misto néj je prijato slovo 10100. Budeme piedpokladat, ze pocet chyb, které pfi pfenosu nastaly, neni velky,
ze pravdépodobnost chyby je pomérné mald. Proto nejpravdépodobnéjsi se jevi, ze misto slova 10100 mélo
byt odeslano kédové slovo 00000.

Vsimnéte si, ze nikdy nemtzeme mit tplnou jistotu, ze dekédované slovo je jisté spravné. Pokud
predpokladame, ze chyb v pfenosu nastalo malo, mizeme urcit nejpravdépodobnéjsi slovo. Pokud by byl
kanal prilis zatiZzen Sumem a kazdy precteny bit byl v podstaté ndhodny, tak dekédovana slova i sebelepsiho
kédu budou nédhodné a zprava bude ztracena. Vice o pfedpokladané kvalité kandlu je psdno na stran€ 6.

Poznamka 1.1. Ztracené bity

Pfi pfenosu zasuménym kanalem se ¢asto mluvi o ztracenych bitech. Rozumime tim zpravidla situaci, ze
pie¢teme jiné stejné dlouhé kédové slovo, kde nékteré symboly (zpravidla bity) jsou zatiZzeny chybou. Rikdme,
ze bity jsou neplatné nebo ztracené, nikoliv ze by zprava obsahovala méné symboli.

Piiklad 1.7. Nazvy ulic
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Nézvy ulic ve mésté mizeme chapat jako kéd. Abeceda kédu sestava z az 42 pismen a mezery, délka kédu
neni konstantni. Nazev kazdé ulice je kédové slovo, ale takovy kéd neni prikladem dobrého kédu. Mitze stacit
zména jediného znaku, napriklad ,,Holasova ulice* a ,Halasova ulice“, ktera zméni kédové slovo a dostaneme
jinou adresu ve mésté.

Priiklad 1.8. Telefonni cisla
Telefonni ¢isla v Ceské republice odpovidaji desitkovému kédu délky 9. Takovy kéd umozituje miliardu
telefonnich ¢isel. Ovsem opét kéd nema implementovanu zadnou detekci ani korekci chyb.

Lze sestavit takovy kod systému telefonnich ¢isel s 82 milidny telefonnich ¢isel, Ze pokud bude jedna
cifra telefonniho ¢isla chybné zvolena, stdle bude mozno rozpoznat a udélat spravné spojeni. Naproti tomu
nebude mozZno zajistit telefonni ¢isla na prani.

Navigovani
V nasledujici trojici navazujicich prikladi ukazeme, jak mizeme upravit kod, ktery bude detekovat malé
mnozstvi chyb a dale, jak je mozno malé mnozstvi chyb opravit bez nutnosti opakovaného zasilani.
Predstavme si, ze navigujeme robota naroénym terénem. Napiiklad na jiné planeté muze jedna sonda
na orbité peclivé proméfovat terén a vozitku, které se pohybuje po povrchu planety navrhovat smér, kte-
rym se pohybovat. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze pracujeme jen se ¢tyimi zakladnimi sméry se-
ver/jih/vychod/zépad, které si pro pro jednoduchost ozna¢ime S, J, V, Z.
Nasledujici kéd umoznuje predani jednoduchych pokyni, kterym smérem se ma v soufadnicové siti
posunout.

Priklad 1.9. Méjme jednoduchy binarni kéd C

00
01
10
11

kéd C =

S <N ®

Nejjednodussi a nejrychlejsi zpusob, jak predat pokyny vozitku, kterym smérem se pohybovat, znamena
odeslat prislusné kédové slovo kédu Cf.

Detekce chyby

Kazda chyba prenosu v naroéném prostiedi mtze byt fatalni. Staci zménit jediny bit kédového slova 00
a vozitko se misto na sever vyda na zapad nebo na vychod.

Priklad 1.10. Ke kazdému kédovému slovu priddme navic jeden bit nésledujicim zptusobem. Méjme
binarni kéd Cy

000 S
- 0 ¢
110 J.

Tento kdéd je sice delsi a jeho pfenos zabere o polovinu vice prostfedkti, avSak pokud pfi pfenosu nastane
jedina chyba, tak budeme schopni rozpoznat, ze k chybé doslo. Snadno ovérime, ze zménou jednoho libo-
volného bitu kédového slova nedostaneme platné kédové slovo, nebot vsechna kédova slova maji sudy pocet
bitt s hodnotou 1.

Zména jednoho libovolného bitu musi dat slovo s lichym poctem bitt 1, a takové slovo neni platnym
kédovym slovem. Vozitko tak po prijeti slova s jednou chybou poznd, ze zprava byla porusena a mize si
vyzadat opakovani prenosu.

Korekce chyby

Nyni predpokladejme, ze podminky pro prenos jsou naro¢né, zejména, ze prenos z vozitka na orbitalni sondu
je naroc¢nd, protoze energetické zdroje vozitka jsou omezené. Mtzeme predstavit nasledujici kéd, ktery misto
dvou bitti bude mit kédova slova s péti bity.

Priklad 1.11. M¢jme binarni kéd Cj

00000
01110
10101
11011

kéd Oy =

“aN®
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Tento kéd je vyrazné delsi delsi nez kéd C7, avSak umoznuje jednak rozpoznat az dvé chyby, které mohou
pri pfenosu nastat, ale hlavné za predpokladu, ze chyba pfi pfenosu nastala jedind, chybu opravit tim, ze
rozpozna prislusné spravné kédové slovo.

Vsimnéte si, ze pokud zménite jediny bit kteréhokoliv kédového slova, tak bude vysledné slovo nejvice
podobné pivodnimu kédovému slovu. Zadné jiné kédové slovo se nebude lisit v jediném bitu.

Co to znamend byt ,podobné“ a ,lisit se“ upfesnime v dalsi ¢asti textu. Podrobnéji tento kéd rozebereme
ve Cviceni.

Hammingova vzdalenost
Existuje vice zptsobt miry podobnosti slov, jednou z nich je Hammingova vzdélenost

Definice Méjme mnozinu slov (F,)" a dvé slova Z,§ € (Fy)". Hammingova vzddlenost dvou slov & a

v (Fy)™ je pocet soufadnic (znakil), ve kterych se slova # a ¢ lisi. Vzdalenost znacime dist(Z, )

Piiklad 1.12. Uvedeme nékolik pfikladit Hammingovych vzdéalenosti.

1) V mnoziné (F3)* je vzdéalenost dist(0122,1102) = 2.

2) Opakovaci g-arni kéd délky n mé vzdédlenost libovolnych dvou kédovych slov rovnu n.

3) V kédu ,dva z péti“ maji kédova slova 01010 a 01010 vzdalenost 4, nebot dist(01010,01010) = 4.
Naproti tomu kédova slova 01010 a 11000 maji vzdalenost 2, nebot dist(01010,11000) = 2.

Je snadné ukézat, ze Hammingova vzdélenost tvofi metriku na mnoziné (Fy)".

Lemma 1.1. Hammingova vzdalenost je metrika

Hammingova vzddlenost je metrika na mnoziné (Fy)".

Diikaz. Ovéfime splnéni vSech tii podminek metriky.
(i) dist(Z, y) = 0 préavé tehdy kdyz & = g.
(ii) dist(¥,y) = dist(¥, &) pro vechna slova Z,§ € (Fy)".
(iil) dist(#,¥) < dist(Z, Z) + dist(Z, §) pro vSechna slova Z, ¥, 2 € (F,)".

Méjme libovolna slova &, 7, 2 € (F,)™.

(i) Jestlize dist(Z,7) = 0, tak se slova  a ¢ nelisi v zddném znaku, proto ¥ = §. Naopak, pokud & = ¢, tak
jejich vzdalenost je 0.

(ii) Protoze ,lisit se“ nezédlezi na poradi slov & a ¢, tak dist(Z, ¢) = dist(¥, Z).

(iii) Abychom ukézali trojuhelnikovou nerovnost dist(Z, ) < dist(Z,2) + dist(Z, ), stadi si uvédomit, ze
ve slovu & mtzeme udélat nejprve dist(Z,Z) zmén, abychom ze slova & dostali slovo Z a potom dalsich
dist(Z, ) zmén, abychom dostali slovo . Podet zmén dist(Z, %) slova Z, abychom dostali slovo i nebude
vEtsi nez soudet poc¢tu postupnych zmén. Proto plati dist(Z, §) < dist(Z, Z) + dist(Z, 7). O

Binarni a g-arni symetricky kanal
g-4rni symetricky kanal (Obrézek 1.5.) je komunikaéni kanél, ktery ma nasledujici vlastnosti:

i) kazdy pfenaseny symbol/znak ma stejnou pravdépodobnost p, kde p < %, ze bude pfijat s chybou,
2
ii) pokud je néjaky znak prenesen s chybou, tak kazdy z ¢ — 1 chybnych symboli se muze vyskytnout se
J Jaky y y ybny y ysKy
stejnou pravdépodobnosti.

Cislo p se nazyva pravdépodobnost chyby znaku daného g-arniho kanélu.

V obecném pripadé nemusi byt pravda, ze dany komunika¢ni kandl je symetricky, jak ukazuje dalsi
priklad.
Priklad 1.13. Na analogové telefonni lince jsou ,,vytacena ¢isla“, nejpravdépodobnéjsi chyba znamena, ze
vyto¢ime jiny blizky, zpravidla nizsi symbol tim, ze nedotoc¢ime ¢iselnik az k zarazce. Takovy kandl pak neni
symetricky, nebot rtizné chyby maji riznou pravdépodobnost.
Priiklad 1.14. Na Obrazku 1.5. je schématicky znédzornén binarni symetricky kandl, kde p je pravdépo-
dobnost chyby a 1 — p je pravdépodobnost, Ze symbol bude kanalem pfenesen bez chyby.
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Obrézek 1.5.: Pravdépodobnost chyb symboli.

V ternarnim symetrickém kanalu oznac¢me pravdépodobnost chyby p, to je pravdépodobnost, ze misto
vyslaného symbolu dostaneme jiny symbol. Vzhledem k symetrii, bude mit kazdy ze dvou zbyvajicich
symbolii stejnou pravdépodobnost £, ze bude pfijat misto vyslaného symbolu. S pravdépodobnosti 1 — p
chyba nenastane.

Obecné, bude-li kanal ¢g-arni, tak kazdy symbol bude pfijat spravné s pravdépodobnosti 1 — p a kazdy

jiny symbol bude pfijat se stejnou pravdépodobnosti %.

Priklad 1.15. Mgjme binarni opakovaci kéd délky 3. Predpokladejme, Ze pravdépodobnost chyby pienosu
v symetrickém kanalu je p = 0,01 a predpokladejme, Ze prenasime kédové slovo 111. Urcime s jakou
pravdépodobnosti prijmeme spravné kédové slovo, tj. Ze nastane bezchybny prenos, nebo prijmeme kédové
slovo s jedinou chybou, kterou opravime.

Kédové slovo 111 bez chyby piijmeme s pravdépodobnosti (1 — p)3. S jedinou chybou s pravdépodobnosti
3p(1—p)?. Celkem dostaneme spravné kédové slovo s pravdépodobnosti (1—p)3+3p(1—p)? = (1+2p)(1—p)>.
Pro p = 0,01 dostavame hodnotu pravdépodobnosti (1+2p)(1—p)? = 0,99702, Ze kédové slovo bude piijato
Spravneé. v

Pravdépodobnost chyby kédu

Pravdépodobnost chyby kédu C' je pravdépodobnost, ze pfijaté slovo bude dekdédovano Spatné, tj. nebude
dekédovano jako kédové slovo, které bylo vysldno. Jedné se o dopln€k pravdépodobnosti P, ze prijaté slovo
bude dekédovano spravné. Znadi se P.,..(C) a plati P.,..(C) =1 — P.

Priklad 1.16. V piedchozim Ptikladu 1.15. pro p = 0,01 je pravdépodobnost chyby P...(C) =1— (1 +
+2p)(1 —p)? = 0,00029702. Znamena to, Ze priblizné 3 z 10 000 slov budou pfijaty s chybou.

Vsimnéte si, ze vzhledem k symetrii v uvedeném ptikladu pravdépodobnost chyby kédu nezavisi na pre-
nasené kédovém slovu. To v obecnosti nemusi byt pravda, nebof miize zaviset na tom, jak moc se dané kédové
slovo ligf (jakou ma Hammingovu vzdélenost) od ostatnich kédovych slov. AvsSak v celé fadé kédi, naptiklad
pro lineadrni kédy probirané v Kapitole 4. a 5. je pravdépodobnost chyby kédu nezavisld na konkrétni volbé
kédového slova.

Dekdédovani nejblizsim kédovym slovem

V symetrickém kanalu predpokladame, ze kazda chyba je stejné pravdépodobna. Bude-li napiiklad vyslano
slovo Z a pfijato bude slovo ¢/, tak v ruseném kandlu muze byt & # 4. Slovo % bude dekédovano jako takové
kédové slovo 7', aby vzdélenost dist(Z',%) byla co nejmensi. Takovému dekédovéani se fikd ,dekédovani
nejbliz§im kédovym slovem®. V symetrickém g-arnim kanalu s malou pravdépodobnosti chyby to znamena,

7e dekédované slovo ¥’ soucasné odpovida s nejvétsi pravdépodobnosti vyslanému slovu 7.

Priklad 1.17. Hammingova vzdalenost je jen jedna z moznych metrik. Naptiklad pro telefonni ¢isla
na tlacitkovém telefonu mtize byt chyba zptisobena stisknutim sousedniho tlacitka, pficemz stisknout 6
misto 5 je mnohem pravdépodobnéjsi nez stisknout 9 misto 1.

Pro telefonni ¢isla vytacena na starsich telefonech s c¢iselnikem bylo nejcastéjsi chybou ,nedotocit®
cifernik az k zarazce a tak vytocit chybnou cifru 3 misto 4 bylo mnohem pravdépodobnéjsi nez vytocit 4
misto 3.

V nékterych pripadech proto miize mit smysl zavést i jiné miry vzdalenosti, nez Hammingovu vzdalenost.
V tomto textu vSak budeme pracovat prevazné s Hammingovou vzdalenosti.

Minimalni vzdalenost kédu
Kvalitu kédu lze posuzovat vice méritky. Jednim z nejprirozenéjSich je nejmensi vzdalenost mezi dvéma
kédovymi slovy.

Definice Minimalni vzdalenost kédu
Minimalni vzdalenost kédu C nad (F,;)™ zna¢ime dist(C') a je rovna

dist(C) = min{dist(Z,9) : Z, ¥ € C, T # y}.

7
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Minimalni vzdalenost kédu urcuje, jak dobry je kéd pfi detekci opravovani chyb.
Priklad 1.18. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii miniméalni vzdéalenosti kédu.

1) Nézvy ulic zminéné v Piikladu 1.7. na strané 5 jsou piikladem kédu s malou minimalni vzdélenosti.
Ve mésté jsou ulice, které se jmenuji Halasova ulice a Holasova ulice, které maji Hammingovu vzdale-
nost 1. Staci zaména jediného pismena a dostaneme jiné platné kédové slovo. Takovy kéd neni vhodny
pro detekci chyb.

Podobné ulice Bendova a Bendlova se 1isi jedinym znakem navic.

2) Telefonni ¢isla tvori kéd v mnoziné slov (Fm)g7 ktery mé& minimalni vzdélenost 1 a neumi proto
zadnou chybu detekovat, ani opravit. Napfiklad dékan nasi fakulty ma telefonni ¢islo 597 326 000
a jeho sekretarka ma telefonni ¢islo 597 326 001.

3) Hlaskovaci abeceda je kédem s 42 kédovymi slovy, kterd vyjadiuji prvni pismena. Slova jsou volena
tak, aby se vSechna dostatec¢né lisila a aby i pfi silném ruseni se dalo kazdé slovo dobre rozpoznat.

4) Kéd €1 mé minimélni vzdalenost dist(Cy) = 1.

5) Kéd Cy mé minimalni vzdalenost dist(Cs) = 2.

6) Kéd C3 mé minimaln{ vzdélenost dist(C3) = 3.

Dekédovani nejpravdépodobnéj$im kédovym slovem
Pokud jsou vSechny chyby stejné pravdépodobné a soucasné pravdépodobnost chyby je malé, tak mizeme
predpokladat, ze nejpravdépodobnéjsi je soucasné nejblizsi ve smyslu Hammingovy vzdalenosti.

Tady chybi cédst textu, kterou je treba doplnit.

Véta 1.2. Detekce a oprava chyb
Mejme kod C.

(i) Kdd C s minimdlni vzddlenosti t + 1 umi detekovat aZ t chyb v jakémkoliv kodovém slové kddu C.
(11) Kod C' s minimalni vzddalenosti 2t + 1 umd opravit aZ t chyb v jakémkoliv kddovém slové kddu C.

Diikaz. Dokazeme obé ¢asti tvrzeni.

(i) Postupujeme p¥imo. Pfedpoklddejme, Ze minimélni vzdalenost kédu C je t + 1. Pfedpokladejme, Ze
vyslano bylo kédové slovo & a pokud pfi pfenosu nastane ¢t nebo méné chyb, tak ptijaté slovo nemize byt
jingm kédovym slovem. To znamené, zZe muze byt detekovano az t libovolnych chyb.

(ii) Opét postupujeme p¥imo. Piedpokladejme, Ze minimélni vzdalenost kédu C je 2t+1. Predpokladejme, ze
vyslédno bylo kédové slovo Z a pfi pfenosu nastalo nejvyse ¢t chyb. Pfijato bylo slovo @, pfi¢emz dist(Z, @) < t.
Pro kazdé kédové slovo &' kédu C, & # &, plati dist(Z’, @) > t + 1 > t. Kdyby totiz dist(Z’, @) < ¢, tak
z trojuhelnikové nerovnosti (vlastnost (iii) Lemmatu 1.1.) by plynulo dist(Z, #') < dist(Z, @)+dist(2’, @) < t+
+t < 2t+1, coz by byl spor s minimalni vzdéalenosti kédu dist(C) = 2t + 1. Proto vyslané kédové slovo &
je nejblizsi pfijatému slovu @ a kéd C' opravi az t chyb. (]

Thned dostavame néasledujici diasledek.

Dusledek 1.3. Meéjme kod C' s minimalni vzddlenosti d. Potom kod C' umi

(i) detekovat az d — 1 chyb,
(i) opravit aZ |(d —1/2)| chyb v libovolném kodovém slové.

Je dobré pfipomenout, Ze tvrzeni Véty 1.2. a tvrzeni Dusledku 1.3. vychazi z predpokladu, Ze prenos
probihd symetrickym kanalem. Bez néj nemé smysl se spoléhat na dekédovani nejblizs§im kédovym slovem.

(n, M, d)-kéd
Délka kédu, pocet slov kédu a minimélni vzdalenost patfi k nejdtilezitéjsim parametriim, které dany kéd
charakterizuji.

Definice Koéd C délky n s M kédovymi slovy a minimalni vzdélenosti d budeme nazyvat (n, M, d)-kdd.

Vsimnéte si, ze definice nespecifikuje pocet znaki abecedy. Ten zpravidla popiSeme pomoci ptidavného
jména, napiiklad bindrni (2,4, 1)-kéd, nebo g-&rni (n,q,n)-kéd. Z kontextu bude jasné, s jakou abecedou
pracujeme. Ve vétsiné pripadu budeme uvazovat binarni kédy.
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Priklad 1.19.

1) C4 je binérni (2,4, 1)-kéd.
2) Cy je binarni (3,4, 2)-kéd.
3) C5 je binarni (5,4, 3)-kéd.
4) Binarni opakovaci kéd Cy délky 4 je (4,2,4)-kéd.

0000

kéd Cy = { 1111

5) g-arni opakovaci kéd C' délky n je (n,q,n)-kéd.

6) Sonda Mariner 9 posilala ¢ernobilé fotografie Marsu prostiednictvim bindrniho (32,64, 16)-kédu [H].
Kazdy pixel fotografie rozliSoval 64 odstint, pficemz kazdy odstin byl zakddovan pomoci nékterého
z 64 kédovych slov. Trebaze pro rozliseni 64 riznych bitovych slova staci 6 bitli, samoopravny Reed-
Mulleriv kéd pracoval s kédovymi slovy délky 32 bitt (mél tedy 26 redundantnich biti).

Parametry binarniho (n, M, d)-kédu nejsou nezavislé. Cim vétsi pozadujeme vétsi pocet slov, tim delsi
musi byt kédova slova. Podobné, ¢im pozadujeme vétsi minimalni vzdalenost koédu, tim delsi musi byt
kédova slova.

Priklad 1.20. Ukazeme, ze binarni (4, M, 2)-kéd mtze mit nejvice 8 slov.
Vsech kédovych slov délky 4 je 2* = 16. Vybereme vSechna kddova slova se sudym poétem 1, takovych je

pravé polovina, osm. Dostaneme kéd C.
0000

1100
1010
1001
0110
0101
0011
1111

Ukézeme, ze kéd C' méa pozadované vlastnosti. Zadna dvé kédova slova nejsou ve vzdalenosti 1, nebot kédové
slovo ve vzdalenosti 1 od kédového slova se sudym poctem jednicek ma lichy pocet jednicek.

Déle ukézeme, ze zadny kéd nemtze mit vice kédovy slov. Ke kazdému kédovému slovu jednoznacéné
priradime do dvojice kédové slovo, které se 1isi pravé na prvnim soutradnici. Takovych dvojic jisté existuje
16/2 = 8. Z kazdé dvojice miize do kédu pat¥it nejvyse jedno slovo, proto kédovych slov je nejvyse 8. v

kéd C' =

Cviceni
1.8.1. Ukazte, zZe v kodu ,,dva z péti“ maji kazdd dvé kodovd slova sudou vzddlenost.

1.3.2.  Méjme (n, M, d)-kod C. Sestavime (2n, M,d")-kdd Cy, ktery kazdy symbol vstupniho slova obsahuje
dvakrat za sebou. Takovému kodu Tikame koktavy. Urcete nejmensi vzddlenost kodu Cy délky 2n.

1.3.3.  Zwolme libovolné bindrni kodové slovo & délky 4. Sestavte co nejvétsi bindarni (4, M, 2)-kod, ktery
obsahuje kodové slovo 0.

1.3.4. Kolik nejvice slov obsahuje binarni (3, M, 2)-kdd?
1.3.5.  Kolik nejvice slov obsahuje terndarni (3, M,2)-kod?

1.3.6.  Méjme bindrni (5,4,3)-kod Cs z Prikladu 1.11. UkaZte, Ze Zadny jing bindarni (5,4, 3)-kdd nemize
mit vice slov.
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Kapitola 2. Hlavni tloha teorie kodovani

Dobry (n, M, d)-kéd mé& malé n, aby jej bylo moZnost rychle pfenaset, pfipadné sporné ukladat. Déle
mé velké M, aby bylo mozno vyjadrit dostatecné mnozstvi zprav a soucasné velké d, aby umél rozpoznat,
pripadné opravit velké mnozstvi chyb. Tyto pozadavky jsou protichiidné. Proto se zpravidla jeden z para-
metru optimalizuje dle pozadavkl ostatnich dvou. Obvykle hleddme kéd, ktery ma co nejvétsi M, pricemz
délka n a minimalni vzdalenost d jsou pevné zvoleny.

Symbolem A,(n,d) znac¢ime nejvyssi znamou(!) hodnotu M, pro kterou existuje g-arni (n, M, d)-kdd.
Hodnota A, (n,d) je zndma pro fadu parametrd n, d a q.

Je jasné, Ze minimélni vzdélenost kédu d nabyva nékteré hodnoty z intervalu [1,n]. Néasledujici véta
ukazuje, Ze pro obé extrémni hodnoty d je hodnota A,(n,d) zndma pfesné a piislusné kédy umime setrojit.

Véta 2.1. Méjme g-arni (n, M, d)-kod. Pro nejvétsi pocet slov kddu plati. Plati

(i) Ag(n,1) = " a
(ii) Aq(n,n) =q.

Diikaz. Dokéazeme obé ¢asti tvrzeni.

(i) Pokud je minimdlni vzdalenost kédu d = 1, tak staéi, aby kdédova slova byla riizni. Proto nejvétsi
(n, M, 1)-kéd obsahuje v8echna slova (Fy)™ a plati M = ¢™.

(ii) M&jme g-arni (n, M, d)-kéd s minimalni vzdélenosti d = n. Kazda dvé kédova slova se proto musi ligit
v kazdé z n soufadnic. Pokud jedno kédové slovo mé na prvni soufadnici symbol s; € F,, druhé kédové
slovo musi mit na prvni soufadnici jiny symbol so, tfeti kédové slovo opét jiny symbol s3, atd. Proto pocet
kédovych slov M je nejvyse ¢ a plati A,(n,n) < ¢g. Na druhou stranu staéi vzit g-arni opakovaci kéd délky n
se symboly z F;, a dostaneme (n, M, n)-kéd s poctem slov M = ¢q. Proto Ay(n,n) = q. a

Priklad 2.1. Jaka je nejmensi délka ternarniho kédu, ktery mé a) 10 b) 100 kédovych slov?
a) Podle Véty 2.1. vime, ze A,(n,1) = ¢". V nasem piipadé musi platit Az(n,1) = 3" > 10. Thned vidime,
ze n > 3.
Takovy kéd jisté existuje, nebot (F3)3 ma dokonce 27 kédovych slov.
b) Podobné si uvédomime, ze musi platit Az(n,1) = 3" > 100. Ihned vidime, Ze n > 5 (nebof 3* = 9% = 81)
a kéd (F3)® ma dokonce 243 kédovych slov. v
Priklad 2.2. Plati A2(5,3) = 4.
V Piikladu 1.11. jsme ukézali piiklad (5,4, 3)-kédu. Pfirozené vznika otézka, zda existuje kéd délky n = 5
s minimalni vzdalenosti d = 3 a vétsim poctem slov. Existuje (352) = 201 376 moznych binarnich kéda délky
5 s péti slovy. Hrubou silou provéfit, ze ani jedna pétice nemé minimélni vzdalenost 3 je pracné.
V Prikladu 2.3. ukazeme, ze takovy kéd s minimélni vzdalenosti 3 a vice nez ¢tyfmi kédovymi slovy
neexistuje, a proto As(5,3) < 4. v
V Piikladu 2.3. dokazeme dokonce siln€jsi tvrzeni: ukézeme, Zze pokud se omezime na ,ekvivalentni
kédy*“, tak takovy kéd existuje jediny.

2.1. Ekvivalence kodu

Pfipomenime, Ze permutace koneéné mnoziny A je bijektivni zobrazeni ¢ : A — A. Permutace miZzeme
zapisovat pomoci dvourddkové matice. Napfiklad permutaci o, kterd kazdému éislo z mnoziny [0, 8] pfifadi

dvojnasobek modulo 9, je
(0 1 2 3 4 5 6 7 8
7\0 2468135 7)

Stejnou permutaci o mizeme zapsat pomoci cykl, napfiklad
o=1(0)(124875)(36).

Permutace prvka abecedy na nékteré souradnici kédu znamena, ze pro vSechna kédova slova kédu C' prove-
deme na pevné zvolené souradnici zdménu. Prvek a nahradime prvkem o(a). Podobné mtizeme pouze zménit
poradi souradnic kazdého kédového slova. Z kédu mizeme dostat jiny kod, ktery vSak bude mit stejnou
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délku, stejny pocet kédovych slov i stejnou miniméalni vzdalenost. Toto pozorovani zobecnime v nésledujici
vete.

Definice Ekvivalence kédu

Méjme dva g-arni kédy C, C’ stejné délky se stejnym poétem slov. Rekneme, ze kédy C a C jsou ekvivalentns,
jestlize kéd C" mtize byt ziskan z kédu C' pomoci dvou typt operaci:

(i) stejnou permutaci souradnic aq,as, ..., a, kazdého slova kdédu,
(ii) stejnou permutaci symboli na pevné zvolené soufadnici kazdého slova kédu.

Pokud si pfedstavime, ze vSechna kédova slova ulozime do matice B typu M x n tak, ze kazdy radek
odpovida jednomu kdédovému slovu, tak operace (i) odpovidd permutaci sloupctt matice B a operace (ii)
odpovida permutaci symboli v pevné zvoleném sloupci matice B. Zminime je$té, Ze permutace radku
matice B odpovida jen zméné poradi kédovych slov.

Priklad 2.3. M¢é&jme binarni kéd Cs.
10000

11110
00011
01101

Ukazeme, ze C5 je ekvivalentni kédu C'5 z Prikladu 1.11.
Stac¢i prohodit tfeti a ¢tvrty sloupce a v prvnim sloupci udélat (jedinou moZnou) permutaci symbolti. v
Je zfejmé, ze kazdé dva ekvivalentni kédy maji stejnou délku, stejny pocet slov. Snadno ukézeme
(Cviceni 2.1.3.), Ze maji i stejnou minimalni vzdalenost. VSechny ekvivalentni (n, M, d)-kédy proto dete-
kuji stejny pocet chyb a opravi stejny pocet chyb. VSechny ekvivalentni g-arni kédy mulizeme povazovat
za rovnocenné vzhledem k detekci a opravé chyb pifi prenosu v symetrickém g-arnim kanalu. Pokud by
vSak prenosovy kanal nebyl symetricky, tak to pravda byt nemusi. Zaménou symbold muzeme dostat jinou
pravdépodobnost chyb.
Priklad? Tady chybi cast textu, kterou je treba doplnit.

kéd Cs =

Priiklad 2.4. Kdéd Cs z Prikladu 1.10. a opakovaci kéd délky 3 nejsou ekvivalentni, nebotf nemaji stejny
pocet slov ani nemaji stejnou vzdalenost.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze i kdyz dva kédy maji stejnou abecedou, stejnou délkou, stejnym poctem
slov a stejnou minimalni vzdalenosti, tak nemusi byt ekvivalentni.

Priklad 2.5. Mgé&jme dva kédy C a C’.

000 000
.~ oot )00l
ked C={ 0 kéd =10
011 111

Ukéazeme, Ze kédy C a C’ nejsou ekvivalentni.

Oba kédy C' i C’ jsou binarni kédy délky n = 3 s miniméalni vzdalenosti dist C' = dist C" = 1. Kéd C mé
pouze dvé soufadnice, které obsahuji riizné symboly. Zadnou permutaci symboltl na prvni soufadnici zadnou
permutaci sloupcti nemuzeme zajistit, aby se na kazdé ze t¥i souradnic vyskytovaly oba symboly abecedy.
Analogicky bychom mohli argumentovat i naopak, ze kazdd permutace symbolt i sloupcti kédu C’ zachova
oba symboly na kazdé souradnici. Proto kédy C' a C’ nejsou ekvivalentni. v

Otazky:

Kolik existuje binarnich kédu délky 5 s M = 27

Jsou v8echny takové kddy ekvivalentni?

Kolik existuje binarnich kédu, které jsou ekvivalentni s binarnim opakovacim kédem délky 57
Kolik existuje ekvivalentnich bindrnich (5,4, 1)-kédu?

Kédové slovo 0
K danému kédu vzdy mtzeme najit ekvivalentni kéd, ktery obsahuje nékteré pevné zvolené slovo. Zpravidla
pozadujeme, aby kéd obsahoval slovo 00...0.

Lemma 2.2. KaZdy q-drni (n, M,d)-kdd s abecedou Fy; = {0,1,...,q — 1} je ekvivalentni néjakému g-
drnimu (n, M, d)-kodu, ktery obsahuje kddové slovo 00. .. 0.
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Diikaz. Tvrzeni ukdzeme pfimo. Méjme ¢-arni (n, M, d)-kéd s abecedou F, = {0,1,...,9 — 1} a zvolme
libovolné kédové slovo ¥ = z1z5...7,. Pro kazdé i = 1,2,...,n bud ponechdme symboly v pfislusné

souradnici stejné, pokud xz; = 0. V opa¢ném pripadé provedeme permutaci symboli

0 =z J
L1 | prokazdé j # 0, j #
Ty 0 j

O

Priklad 2.6. NavaZeme na Piiklad 2.3. Ukdzeme, Ze kazdy bindrni (5, 4, 3)-kéd C je ekvivalentni kédu Cs
z Prikladu 1.11.
Méjme libovolny binéarni (5,4, 3)-kéd C. Podle Lemmatu 2.2. vime, ze C je ekvivalentni s kédem C’, ktery
obsahuje kédové slovo 00000. Kéd C” neobsahuje zadné kédové slovo, které obsahuje pouze jednu nebo dvé
jednicky, nebot dvé takova slova se lisi na nejvyse dvou soufadnicich a neplatilo by dist(C’) = 3.

Dale kéd C’ obsahuje nejvyse jedno kédové slovo, které obsahuje 4 nebo 5 jednicek, nebot dvé takova
slova se lisi na nejvyse dvou soufadnicich a neplatilo by dist(C”) = 3.

A konecné, protoze M > 4, musi kéd C’ obsahovat alesponi dvé slova, kterd obsahuji pravé tii jednicky.
Permutaci soufadnic (operace (ii) ve vété 2.1.) dostaneme, ze kéd C’ obsahuje slova

00000
11100
00111

Jiné kédové slovo se tfemi jednickami sdili alespon t¥i symboly s kazdym ze dvou poslednich slov. Jediné
slovo, které se 1isi ode vSech t¥i slov v alespon tfech soufadnicich je slovo 11011. Tim jsme ukézali, nejen, ze
As(5,3) = 4, ale také, Ze az na ekvivalenci existuje jediny takovy kdd. v

Velikosti binarnich kédu

Ve zbyvajici ¢asti podkapitoly se omezime na binarni kédy. Peclivym rozborem pro délky n < 20 a ne-
trividlni vzdéalenosti d < 11 se podafilo pro binarni kédy sestavit Tabulku 2.1. Tabulka je prevzata
ze https://www.win.tue.nl/ aeb/codes/binary-1.html|

n d=3 d=5 d=7|d=9 |d=11
5 4 2 1 1 1
6 8 2 1 1 1
7 16 2 2 1 1
8 20 4 2 1 1
9 40 6 2 2 1
10 72 12 2 2 1
11 144 24 4 2 2
12 256 32 4 2 2
13 512 64 8 2 2
14 1024 128 16 4 2
15 2 048 256 32 4 2
16 | 2816-3 276 258-340 36 6 2
17 | 5 632-6 552 512-673 64 10 4
18 |10 496-13 104 |1 024-1 237 | 128 20 4
19 |20 480-26 168 |2 048-2 279 | 256 40 6
20 |40 96043 688 |2 560-4 096 | 512 |42-47 8

Tabulka 2.1.: Tabulka hodnot As(n,d).
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Napfiiklad prvni hodnotu tabulky A5(5,3) = 4 jsme uréili v Piikladu 2.6. Posledni t¥i hodnoty v prvnim
fadku As(5,7) =1, A2(5,9) = 1, A2(5,9) = 1 fikaji, Ze takovy kéd nemd smysl. Kéd s jedingm kédovym
slovem nemuze pfi vysilani jediného kédového slova prenaset zadnou uzitecnou informaci, je schopen pouze
rozlisit, zda vysild, nebo nikoliv. Rozsah 2 816-3 276 v fadku n = 16 znamen4, Ze velikost A5 (16, 3) nejvétsiho
binarniho (16, M, 3)-kédu neni zndma, ale jsou znamy odhady. Takovy kéd m4 alesponi 2 816 slov, ale ne
vice nez 3 276 slov.

Sloupec pro d = 1 v Tabulce 2.1. neni nutno uvadét, protoze z Véty 3.5. (i) vime, ze Ay(n,1) = 2™.
Z Véty 3.5. (ii) pak vyplyva, ze v fadku n a sloupci d = n bude vzdy hodnota 2. Kdybychom sestavovali
podobnou tabulku pro jiné nez binarni kédy, tak A,(n,n) = ¢. Pro hodnoty d > n musi tabulka vzdy
obsahovat hodnotu 1.

Vsimnéte si, ze v tabulce jsou uvedeny pouze hodnoty pro d liché. V dalsi podkapitole ukazeme, zZe to
neni na tkor obecnosti, ale Ze pro sudé hodnoty n dostaneme analogické vysledky jako dusledek.

Nékteré z dalsich hodnot uvedenych v tabulce dokazeme v pribéhu textu.

Cviceni
2.1.1.% Sestavte ndsledugici bindrni kody: a) (5,2,5)-kod, b) (4,16,1)-kdd

2.1.2. Najdéte dva kody stejné délky, stejné velikosti, se stejnou minimalni vzddlenosti, které nejsou ekvi-
valentni.

2.1.3.  Ukazte, Ze operace (i) a (ii) z definice ekvivalence kdodi na strané 11 nezméni minimdlni vzddlenost

kodu.

2.1.4. Ukazte, Ze terndarni kod
012
C= { 120
201

je ekvivalentni s ternarnim opakovacim kodem delky 3.

2.1.5. Nagdéte dva kody se stejnym poctem slov a se stejnou co nejkratsi déelkou slov, které mejsou ekviva-
lentni.

2.1.6. Najdéte dva kody se stejnou abecedou, se stejnou délkou n =5, se stejnym poctem slov a se stejnou
minimdlni vzdalenosti 2, které nejsou ekvivalentni.

2.1.7. Najdéte dva binarni kody se stejnym poctem slov alespon 4 a s minimdlnt vzddlenosti 2, které nejsou
ekvivalentnt tak, aby mély co nejmensi déelku. Ukazte, Ze kratsi takové kody neexistugi.

2.2. Binarni kody

V této podkapitole se omezime na binarni kédy, budeme pracovat s abecedou F» = {0, 1} a bindrnimi vektory
z mnoziny (Fy)™. Nejprve zavedeme pojem vahy bindrniho slova.

Definice Vaha binarniho slova
Méjme slovo & € (Fy)"™. Vdha binarniho slova je pocet jednicek, kterd se ve slové vyskytuji. Vahu znac¢ime

Priklad 2.7. Uvedme nékolik prikladt vah binarnich slov.

1) w(000) = 0,
2) w(111) = 3,
3) w(01010) = 2.

Operace s binarnimi kédovymi slovy
Déle zavedeme dvé operace s binarnimi kédovymi slovy.

Definice Méjme dvé bindrni slova Z,y € (F»)", kde & = x129...24 8 ¥ = y1Y2 - .. Yn. Soucet dvou slov
definujeme ptfedpisem
j+ g: (1'1 + Y1,T2 + Y2,...,Tn + yn,)~

Prinik dvou slov definujeme predpisem
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+]101 101
0101 000
1/10 1101
Tabulka 2.2.: Cayleyho tabulky operaci v bindrnim télese (Fy,+,-).

Operace jsou definovany po slozkach jako obvyklé binarni operace s¢itani a nasobeni bez prenéaseni.
Operace mtzeme snadno popsat Cayleyho tabulkami operaci v télese (Fy,+, ).

Piiklad 2.8. Uvedme nékolik piikladt operaci s binarnimi slovy.

1) 1010 + 0101 = 11113,
2) 1010 N 0101 = 0000,

3) 11100 + 00111 = 11011,
4) 11100 N 00111 = 00100.

Nasledujici lemma ukazuje, ze plati rovnost mezi vzdalenosti dvou slov a vdhou jejich souctu
Lemma 2.3. Mé&me 2,y € (F3)", tj. bindrni slova délky n. Plati dist(Z,y) = w(Z + ).
Dikaz. Soucet dvou kédovych slov & + ¢ nabyva hodnoty 1 v té slozce, kde se kédova slova lisi a 0 jinak.
Proto pocet jednicek souctu & + i udava nejen vahu souctu, ale souc¢asné i Hammingovu vzdalenost slov 7,
. |
Dalsi lemma ukazuje vztah mezi vzdalenosti dvou slov, jejich vahou a vahou jejich soucinu.

Lemma 2.4. Méjme T,y € (Fy)", tj. bindrni slova délky n. Plati dist(Z, §) = w(Z) +w(y) —2w(Z N y).

Diikaz. Podle Lemmatu 2.3. vime, Ze dist(Z, i) = w(Z + 7). Av8ak vdha sou¢tu je dana védhou jednotlivych
slov kromé soufadnic, které jsou zapocitané dvakrat. V binadrnim kédu to jsou vSak pravé souradnice,
kde obé slova &, ¢ maji hodnotu 1, ktery je pravé £ N¢y. Tyto soufadnice musime dvakrat odecist, proto

dist(Z, 7) = w(Z) + w(¥) —2 w(Z N 7). O

Spojenim tvrzeni obou lemmat ihned vidime, Ze vaha souctu je ddna souctem vah minus dvojnasobek
vahy priniku.
w(Z+7) = w(@) +w(y) —2w(ZNY)

malni vzdalenosti.

Véta 2.5.  Mé&jme liché ¢islo d. Bindrni (n, M, d)-kod existuje pravé tehdy, kdyz existuje (n+ 1, M,d+1)-
kad.

Diikaz. Jedna se o ekvivalenci, ukdzeme obé implikace.

»=“ Tvrzeni ukdZeme piimo. Mé&jme (n, M, d)-kéd C, kde d je liché ¢islo. Sestavime (n+ 1, M,d+ 1)-kéd
C' tak, ze ke kazdému kédovému slovu kédu C' ,,pridame souctovy paritni bit“. Mé&me kédové slovo T € C,
kde & = x122 ... x,. Sestavime kddové slovo

# {xlxg ... .x,0  jestlize w(Z) je suda,
z

T1%o...Tpl  jestlize w(Z) je lich4.

(Ekvivalentné bychom mohli definovat &' = zyxa, ... xpTpy1, kde 2,11 = Z?:l x; a s¢itani probih4 modulo
2.) Dostaneme tak kéd C’, kde vaha kazdého kédového slova je sudd. Podle Lemmatu 2.4. je vzdalenost
kazdych dvou slov sud4, nebot je sou¢tem nebo rozdilem sudych ¢isel. Minimélni vzdalenost kédu C” je proto
také sudé cislo. Je ziejmé, ze d < dist(C’) < d + 1, nebot pfiddnim paritniho sou¢tu vzdalenost nemtizeme
snizit ani zvysit o vice nez o 1. Protoze &islo d je liché, tak musi nastat dist(C’) = d + 1. Tim je implikace
dokézana.

,<=“ Dikaz opa¢né implikace je jednodussi. Odebranim jednoho bitu (znaku) ze vSech slov kédu sniZime
minimélni vzdélenost nejvyse o 1. Protoze dist(C’) = d+1, tak v kédu C” existuji dvé slova Z, ¢ ve vzdélenosti
d+ 1. Ze vSech kédovych slov kédu C’ odebereme néktery bit (soufadnici), ve kterém se slova Z, i 1isi. Tak
dostaneme binarni (n, M, d)-kéd. Tim je tvrzeni dokézano. O

Postupu, kdy ke kazdému kédovému slovu pridame paritni bit, se fika rozsireni kodu.

Otazka: Plati tvrzeni Véty 2.5. i pro jiné nez binarni kédy?
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Z tvrzeni Véty 2.5. ihned dostavame, Ze pfi hledani hodnot As(n,d) se sta¢i omezit pouze na liché nebo
pouze na sudé hodnoty d. Proto se pfi konstrukci binarnich kéda soustfedime prevazené na kédy s lichou
délkou n.

Dausledek 2.6. Jestlize d je liché éislo, tak As(n + 1,d + 1) = As(n,d). A pokud d je sudé cislo, tak
As(n,d) = Aa(n —1,d —1).

Priklad 2.9. M¢éjme (5,4, 3)-kéd C3 z Prikladu 1.11. Sestavime (6,4, 4)-kéd C% pridanim paritniho bitu.
Dostaneme kéd C5.

000000
1) 011101
kod €5 =1 To1011
110110
Kéd O stale umi (podle Dusledku 1.3.) detekovat dvé chyby a opravit jedinou chybu. v

Pokud bychom vSak chtéli ukézat, ze (6,M,4)-kéd ma nejvice M slov, kde M < 4, tak podobnym
rozborem jako v Piikladu 2.6. by diskuze pfipad byla mnohem slozitéjsi. V nasledujici podkapitole 2.3.
ukazeme, 7Ze existuje dalsi nastroje pro horni odhad velikosti kédu.

Paritni bit
Postup ukadzany v dikazu Véty 2.5. se nazyva priddni paritniho souctu. Jestlize mame néjaky binarni
(n, M, d)-kéd C, tak p¥idani paritniho souctu vzdy

1) zvysi délku kédu o 1,

2) zachova pocet kédovych slov,

3) zachova nebo zvysi minimalni vzdalenost kédu (pro liché d vzdalenost zvysi).

Zkraceny kéd

V predchozim textu jsme ukazali, jak dany kdd s lichou vzdalenosti prodlouzit a minimélni vzdalenost zvysit.
Miuzeme vSak postupovat i opacné a kéd zkratit. Pritom nemusi nutné dojit ke snizeni nejnizsi vzdalenosti
kédu. Je mozno misto toho snizit pocet kédovych slov.

Méjme néjaky bindrni (n, M,d)-kéd C. Zkriceny kod dostaneme z kédu C tak, Ze vybereme vSechna
kédova slova, kterd na pevné zvolené soufadnici maji stejny symbol. Bez Gjmy na obecnosti ma mnozina
téchto slov A alespoii polovina vSech slov kédu C, tj. plati |A| > M/2. Nyni tuto soufadnici ze vSech
kédovych slov mnozing A odebereme a dostaneme slov mnozinu A’ kterd tvori zkraceny (n — 1, M’ d’)-
kéd C'. Jisté plati M’ = |A| > M/2 a déle kédova slova kédu C’ stejnou miniméalni vzdalenost, jako méla
kdédova slova v mnoziné A kédu C. Plati proto d’ > d.

Jestlize mame néjaky bindrni (n, M, d)-kéd C, tak popsané zkriceni kédu vzdy

1) snizi délku kédu o 1,

2) snizi pocet kédovych slov (vysledny kéd mé polovinu nebo vice kédovych slov),

3) zachovd minimdlni vzdélenost kédu, ve vyjimeénych piipadech je minimalni vzdélenost kédu vyssi.
Cviceni
2.2.1. Sestavte ndsledujici kddy, pokud existuji. a) bindrni (2,4,1)-kdd, b) bindarni (3,4,2)-kdd, «¢) bi-
ndrni (7,2,7)-kod, d) bindrni (5,3,4)-kdd. Pokud takovy kdd neexistuje, vysvétlete proc.
2.2.2. Sestavte (7,8,3)-kod. Pokud takovy kdd neexistuje, vysvétlete proc.

2.2.8.  Mé&me bindrni (n, M,d)-kdd C. UkaZte, Ze existuje bindrni (n — 1, M’ d)-kdd C', pro ktery plati
M’ > M/2.

2.2.4. Najdete priklad bindrniho (n,M,d)-kédu C tak, aby pro zkriceny (n — 1, M’ d')-kdd C" platilo
M’ > M/2 a souc¢asné d' > d? Pokud takovy kdd neexistuje, dokazte to.

2.2.5. Méjme mnozinu B vsech bindrnich vektord délky n. UkaZte, Ze pocet vektori v B s lichou vihou
i pocet vektori v B se sudou vdhou je stejny, tj. 2" 1.

2.2.6. Ukazte, zZe Véta 2.5. nemust platit pro (n, M,d)-kddy, které nejsou bindrni, tj. Ze priddnim kont-
rolniho souctu do kodu s lichou minimadlni vzddlenosti, kdy kontrolni soucet ziskame jako soucet soutadnic
modulo q, nemust zvysit minimdlni vzddlenost.

2.3. Sféra kddového slova
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Pripomenime symbol pro kombina¢ni ¢islo (Z) a jeho vyznam: kombinac¢ni ¢islo udava pocet k prvkovych
podmnozin n prvkové mnoziny (n rtiznych prvki). Vime, zZe plati

<Z) N k'(nnlk)' (1)

Rada softwarti i kalkulacek méa piimo funkci pro vypocet kombina¢niho ¢isla. Pro ruéni poéitani spis nez
(1) je vyhodnéjsi nasledujici vztah.

(n) _ n(n — 1zn_(Z)'— k+1) @)

Kombina¢nimu ¢islo se také fika binomicky koeficient podle binomické véty, kde kombinacni ¢isla tvori
koeficienty ptislusného polynomu.

n_ (™) o1n N\ -1, T\ n;0
(a+b) —<O)ab —l—(l)ab + +<n>ab

Dale pfipomenme, ze pro kombinac¢ni ¢isla plati dobie zndmé vztahy

Lemma 2.7. Meéjme nezdpornd prirozend cisla n, k, kde k <n. Plati
ny n n + n _(n+1
k) \n—-k) k E+1) \k+1)°

Priklad 2.10. Kolik kédovych slov by mél a) bindrni kéd ,tii z péti“, b) bindrni kéd ,t¥i z Sesti“, c¢)
ternarni kéd ,t¥i ze sedmi“?

a) Koéd ,tii z péti“ by mél (g) = 10 kédovych slov. Kazdé by obsahovalo pravé tii jednicky a dvé nuly,
stejné jako kdéd ,dva z péti“ obsahuje tfi nuly a dvé jednicky.

b) Kdéd ,tfi z Sesti by mél (g) = 20 kédovych slov. Kazdé by obsahovalo prave tfi jednicky a tii nuly.

c) Kéd ,tii ze sedmi* by mél (;) 2% = 35.16 = 560 kédovych slov. Kazdé by obsahovalo pravé tii jednicky
a na zbyvajicich ¢tyfech soufadnicich jiné hodnoty 0 nebo 2. v

Sféra slova

Nyni se opét podivame na slova v mnoziné (F;)"”. Formalné pro dané slovo @ popiSeme mnozinu ,,blizkych
slov“ a ukédzeme, jak urcit jejich pocet. Sféru definujeme pro libovolné slovo, zajimavé vSak jsou zejména
stéry kédovych slov.

Definice Sféra

Mgjme libovolné slovo u € (F,)™ a libovolné celé ¢islo r > 0. Sféra o poloméru r se stfedem v @ je mnozina

S(u,r)={ve (F,)" : dist(d,v) <r}.

Sféra pevné zvoleného slova @ je tedy mnozina vsech slov mnoziny (Fj)", kterd jsou ve vzdalenosti
nejvyse r od slova .

Fig?

Obrazek 2.1.: Sféra kddového slova, slova ve vzddlenosti mensi nez polomer sféry.
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Tady chybi cast textu, kterou je treba doplnit.

Terminologie i obrazek vychazeji z jakési geometrické analogie se vzdélenosti v euklidovském prostoru.
Kédové slovo chapeme jako bod (koneéného prostoru (F,)™ a sféra slova je mnozina slov (bodt), které jsou
ve vzdalenosti nejvyse poloméru r sféry, pfi¢emz vzdalenost slov (bodt) neméfime euklidovskou metrikou,
ale Hammingovou vzdalenosti.

Priklad 2.11. Mé&jme bindrni opakovaci (5,2,5)-kéd. Sféra S(00000,1) obsahuje kromé kédového slova
00000 jesté vSechna slova, kterd obsahuji jednu jednicku. Takovych slov je celkem 6. Sféra S(00000,2)
obsahuje vSechna kédové slovo 00000, dale slova, kterd obsahuji jednu nebo dvé jednicky. Takovych slov je
celkem 14-5+10=16.

Poznadmka 2.1. Sféry o poloméru t slov kédu C s minimalni vzdalenosti dist(C) > 2t 4+ 1 jsou

disjunktni

Vsechna slova ¢ uvnitt sféry S(Z,t) jsou slova & s Hammingovou vzdalenosti nejvyse t. Tato slova mohou

dekédovana jako slovo Z, pokud zadné dvé sféry S(Z,t) a S(¥,t) kédovych slov &, ¢ maji prazdny priunik.
Naopak, pokud by dvé slova méla neprazdny prunik sfér, tak prijeté slovo nemusime umét spraveé

dekédovat, pokud nastane alespon t chyb.

Objem sféry
Nésledujici lemma ukazuje, kolik slov patii do sféry o poloméru r libovolné zvoleného slova.

Lemma 2.8. Sféra o poloméru r libovolného slova mnoziny (F,)" obsahuje prdvé
n n n n
-1 —1)24+... —1)
(5)+ (Da-v+ (51244 (M-

Diikaz. Méjme pevné zvolené slovo @ délky n z mnoziny (F,)". Takové slovo ve vzdalenosti 0 od slovo 4 je
jediné, tento pocet mizeme zapsat jako (g) = 1. VSechna slova ve vzdalenosti 7 se lisi v pravé r soufadnicich.

slov.

Mnozinu ¢ soufadnic mizeme vybrat pravé (7) zpiisoby. Kazda soufadnice miize obsahovat ¢ — 1 jinych
symbolii, nez ktery obsahuje slovo @. Ve vzdalenosti ¢ se proto nachézi pravé (7)(¢—1)" slov. Secteme pocet
slov ve vzdalenosti 0,1,...,q od & a dostaneme celkem

(g) +(T)(q—l)Jr(Z)(q—1)2+---+(7:>(q—1)"

slov. 0

Odtud dostavame (jedno z vice moznjych) omezeni poctu slov, kterd mtize obsahovat kéd délky n s mi-
nimalni vzdalenosti d obsahovat. Vsimnéte si, Ze se omezime na liché minimélni vzdalenosti kédu.

Véta 2.9. Hammingova hranice
Pro kazdy q-arni (n, M, 2t 4+ 1)-kdd plati

M ((8) + G) (¢—=1)+ <;> (@—1)%++ <':> (q— 1)t> <q". (3)

Diikaz. Kéd ma M slov. Sféra kazdého slova obsahuje

(o)« GJamns Garres()a-)
slov.

Z4adné dvé sféry o poloméry t nemohou mit podle Pozndmky 2.1. spole¢né slovo, proto celkovy pocet
slov (F,)"™ musi byt alesponi tak velky, jako je pocet slov ve vSech sférach.

(@) o+ Qoo (o) <o
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Hammingova hranice (3) ddvd pomérné jednoduchy a pfirozeny horni odhad na velikost kédu A,(n, d).
Z nerovnosti (3) naptiklad mizeme pro n =5, d = 3 a ¢ = 2 odvodit

M(1+5)<2°
6M < 32
M < 5.

To znamend, ze zadny bindrni (5, M, 3)-kéd nemuze mit vice nez 5 slov. Na druhou stranu z nerovnosti (3)
neplyne, Ze takovy kdd musi existovat. Vzdyt v Ptikladu 2.6. jsme ukézalo, Ze pro binarni (5, M, 3)-kdd
musi platit M < 4.

Cviceni

2.3.1.° Jaky odhad ddvd Hammingova hranice (3) pro pocet slov bindrniho opakovaciho (5, M,5)-kddu?
2.3.2.% Jaky odhad ddvd Hammingova hranice pro pocet slov g-drniho opakovaciho (5, M,5)-kodu?

2.4. Perfektni kody

Kéd muze obsahovat vice slov, nez je obsazeno ve sférach jednotlivych slov. Pokud v nerovnosti (3) nastava
rovnost takovému kédu fikam perfektni.

Definice Perfektni kéd
Méjme (n, M, d)-kéd, pro ktery v nerovnosti (3) nastava rovnost, se nazyva perfektni kéd.

V perfektnim kédu, ktery opravi ¢ chyb, se nachéazi vSechna slova uvniti sfér kédovych slov o poloméru ¢.
Kazdé slovo prostoru (F,)" se tak nachazi ve vzdalenosti nejvyse ¢ od néjakého kédového slova.

Priklad 2.12. Uvedme nékolik jednoduchych piikladi perfektnich kédi.

1) Libovolny bindrni (n,2,n)-kéd pro liché n je perfektni kéd.
2) Libovolny ¢-arni (n, 2,n)-kéd pro liché n je perfektni kéd.

Oba kédy z Prikladu 2.12. jsou trividlni perfektni kdédy.
Priklad 2.13. Uvedme nékolik jednoduchych prikladi kédt, které nejsou perfektni.

1) Libovolny bindrni (n, 2, n)-kéd pro sudé n neni perfektni, nebot existuji slova, ktera jsou stejné vzdalena
od dvou (nebo vice) kédovych slov. Napiiklad slovo 0011 v bindrnim opakovacim (4, 2, 4)-kédu nespadé
do zadné sféry s polomérem 2, ale spada do obou sfér s polomérem 2.

2) Libovolny ¢-arni (n, 2,n)-kéd pro sudé n neni perfektni kéd.

Hledani perfektnich kéda bylo jednou z velkych vyzev teorie kédovani. Otazka existence a konstrukce
perfektnich kéda pro rfady a vzdalenosti, které takovou konstrukci umoznuji, byla postupné zodpovézena.
Dalsi perfektni kédy ukézeme v nésledujici kapitole a zejména v Kapitole 8., kde otazku existence a kon-
strukce zodpovime.

Priiklad 2.14. Ovéfime, zda kéd C3 z Prikladu 1.11. je perfektni.
Kéd C3 je binarni (5,4, 3)-kéd, plati tedy n = 5, M = 4,d = 3 a ¢ = 2. Protoze d = 3 = 2t + 1, tak
spocitame, kolik slov patfi do sféry o poloméru ¢ = 1 kazdého kédového slova. Dostaneme

(6)+ (== o)+ (Ja-n-res-s

V Hammingové nerovnosti dostavame
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To znamend, Ze binarni (5,4, 3)-kéd C3 neni perfektni.

Vskutku, napiiklad pro slovo 01110 plati dist(11100,01110) = 2, stejné tak plati dist(00111,01110) = 2.
Déle plati a dist(11011,01110) = 3 a dist(00000,01110) = 3. Pro slovo 01110 nelze rozhodnout, které kédové
slovo je nejblizsi, protoze nespada do sféry o poloméru 1 zadného kédového slova. v

Cviceni
2.4.1.  Uréete, zda je kdd C4 z Prikladu 2.9. perfekind.
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Kapitola 3. Blokové designy, konec¢na télesa a vektorové
prostory

V kapitole zavedeme nejprve novy pojem: pojem kombinatorického designu. Déle v druhé ¢asti pfipomeneme
nékteré vlastnosti konecnych téles a ve tfeti ¢asti pfipomeneme vybrané vlastnosti vektorovych prostort.

3.1. Blokovy design

Kombinatoricky design

Dilezitym matematickym objektem jsou systémy podmnozin, pro které mame predepsany vlastnosti, jako
velikost podmnozin, pocet spole¢nych prvki a pocet zastoupeni prvka nebo dvojic prvkt. Takovym objekttim
se Fikd kombinatorické designy (¢ti ,dizajny“).

Definice Kombinatoricky design
Méjme koneénou nosnou mnozinu V', kterd obsahuje v prvki (nékdy zvanych variety). Oznacme B systém b
podmnozin mnoziny V', kterym fikdme bloky. Méjme prirozend Cisla k, r a \. Jestlize pro bloky systému B
plati, Ze

(i) kazdy blok obsahuje pravé k prvk,

(ii) kazdy prvek je obsaZen v pravé r blocich,

(iii) kazda dvojice prvki patii soucasné pravé do A bloki,
tak systém B se nazyva (b,v,r, k, \)-design, nebo vyvazeny blokovy design.

V anglické literature se vyvazeny blokovy design oznacuje také jako vyvdzZeny neuplny blokovy design
(anglicky ,balanced incomplete block design, zkracené BIBD). Slovo ,vyvaZeny“ znamend, Ze kazd4 dvojice
prvkt se vyskytuje ve stejném poctu blokt. Slovo ,netplny“ nékdy zdiraznuje ze pro bloky s k prvky
v systému B plati k < v, tedy zddny blok neni roven celé mnoziné V.

Protoze vSechny bloky Bi, Bs,...,B, € B maji stejnou velikost k, tak se fikd, ze systém B je k-
uniformni. Oznaceni poctu r, v kolika blocich se kazdy prvek x € V vyskytuje, pochazi z anglického
yreplication number“. Protoze r je stejné pro kazdy prvek = € V, tak se fika, Ze design je r-pravidelny
(anglicky ,,r-regular)“.

Dale je dobré si uvédomit, ze definice pfipousti moznost, aby design mél vice stejnych bloki.

Priklad 3.1. Najdéte (trivialni) ptiklad (3,3,2,2, 1)-designu.
Podle zadani méme tiiprvkovou mnozinu, naptiklad V' = {1,2,3}, a hleddme tii 2-prvkové bloky tak, aby
kazdy prvek byl ve dvou blocich a kazda dvojice v jediném bloku. Staci vzit bloky dvojic

B={{1,2},{2,3},{3,1}}.

Systém B tvofi hledany (3,3,2,2,1)-design. v

Priklad 3.2. Fanova rovina
Ukazte, Ze pro nosnou mnozinu V = {1,2,3,4,5,6,7} je systém

B ={{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,7},{5,6,1},{6,7,2},{7,1,3}}

vyvazenym blokovym designem.
Oveétime postupné vsechny vlastnosti designu. Evidentné je kazdy blok B, C V pro kazdé ¢+ = 1,2,...,7.
Plativ=|V|=Tab=|B|=T.

Design je 3-uniformni, nebot kazdy blok obsahuje prévé tfi prvky. Plati k = 3. Design je 3-pravidelny,
nebot kazdy prvek je obsazen v pravé tfech blocich. Plati r = 3. A konecné kazda dvojice patii do pravée
jednoho bloku, design je vyvdZzeny s nisobnosti A = 1. Jednd se o (7,7,3,3,1)-design. v

Designu z Prikladu 3.2. se fikd Fanova rovina. Jednd se o specialni pripad konecné projektivni roviny
fadu 2. Bloky chapeme jako pfimky koneéného prostoru (roviny), kazdé dva body jednozna¢né uréuji néjakou
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S

Obrazek 3.1.: Dvé riznd zndzornéni Fanovy roviny.

primku, kazdé dvé pfimky maji pravé jeden bod spoleény. Existuje pékné grafické znazornéni Fanovy roviny
(Obrazek 3.1. vpravo).

Priklad 3.3. Méjme piirozené ¢islo n a nosnou mnozinu prvka V = [1,n]. Ozna¢me B systém vSech
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Systém B tvoii vyvazeny blokovy design s parametry b = n(n—1)/2,
v=n,r=n—1,k=2 A=1, tedy (n(n—1)/2,n,n—1,2,1)-design.

Samoziejmé ne pro vSechny hodnoty parametru v, b, r, £ a A musi néjaky design existovat. Napiiklad
jisté plati k < v a dale trividlné musi platit A = 0, pokud k£ = 1.

Naproti tomu b < (7) platit nemusi. Systém B = {{1,2},{1,2},{2,3},{2,3},{3,1},{3,1}} tvori
(6,3,4,2,2)-design, piicemz b =6 a (}) = (3) =3, tj. b> (7).

Konstrukcim designti se vénuje samostatné cast diskrétni matematiky. V tomto textu se omezime jen
na nékteré vybrané vysledky.

Inciden¢ni matice blokového designu
Kazdému kombinatorickému designu (nejen vyvaZenému nebo pravidelnému) mtZzeme jednoznaéné pfifadit
matici, kterd popisuje, ve kterych blocich se ktery prvek nachazi.

Definice Méjme blokovy (b, v, k, \)-design B s nosnou mnozinou V = {z1,29,...,2,} a s bloky B =
= {B,Bs,...,By}. Obdélnikova matice M = (m;;) o rozméru v x b, kde kazdy prvek je definovin

- _ |1 pokud xz; € By,
% =90 pokud z; ¢ B,.

se nazyva incidencni matice blokového designu 5.

Inciden¢ni matice blokového designu je urcena jednoznacné az na poradi sloupcu a poradi radku. V dal-
$im textu budeme z inciden¢ni matice designu sestavovat kéd. Jak ukdzeme, pofadi fadkt nehraje pfi se-
staveni kédu zadnou roli viibec a rizné potradi sloupci sice povede ke konstrukci rtiznych kédu, které vsak
budou ekvivalentni.

Priklad 3.4. Ukéazeme nékolik jednoduchych pfikladi incidenénich matic.

1) Jednoduchy design z Piikladu 3.1. mé inciden¢ni matici

| Bi By Bs
1 0 1
o0 1 1 0
3 0 1 1

2) Design Fanovy roviny z Piikladu 3.2. mé inciden¢ni matici

‘ Bl BQ B3 B4 B5 BG

By
1 0 0 0 1 0 I
20 1 1 0 0 0 1 0
3 0 1 1 0 0 0 1
4 1 0 1 1 0 0 0
5‘ 0 1 0 1 1 0 0
66 0 0 1 0 1 1 0
770 o 0o 1 0 1 1
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3) Mé&jme mnozinu V = [1,5] a sestavme blokovy design B, ktery obsahuje vSechny dvouprvkové mno-
Ziny V. Design B = (g) je (10,5,4,2,1)-design s incidenéni matici (napiiklad)

| Bi By By By Bs Bs By Bs By Big
i1 1 1 1T 1T 0 0 0 0 0 0
221 0 0O O 1 1 1 0 O 0
3 0 1.0 O 1 0 0 1 1 0
4 0 O 1 0 o0 1 0 1 0 1
50 0 0o 1 0 O 1 0 1 1
Otazky:
e Kolik jedni¢ek najdeme v kazdém fadku incidenéni matice blokového (b, v, r, k, A)-designu?

e Kolik jedni¢ek najdeme v kazdém sloupci inciden¢ni matice blokového (b, v, r, k, \)-designu?

Souéin incidenéni matice a transponované matice
Jesté doplnime informaci, Ze souéin incidenéni matice M blokového (b, v,r, k, A)-designu s transponovanou
matici M7 d4 étvercovou matici ¥ddu v. Prvky soucinu (n;;) = M M7 jsou podle diikazu Véty 3.2.

~_Jr proi=yj,
i TN proij.

Sestaveni kédu z incidenéni matice
Nyni ukadzeme, jak z incidenéni matice sestavit netrivialni kéd. Kazdy fadek inciden¢ni matice bude jedno
kédové slovo. Obecné ziskdme tak (b, v, d)-kdéd, kde b je pocet blokii designu a v pocet prvki nosné mnoziny.
Hodnota d zavisi na struktufe designu.

V nasledujicim pfikladu sestavime dal§imi tpravami z incidenéni matice designu Fanovy roviny z Pfi-
kladu 3.2. kéd, ktery bude dokonce perfektni.

Priklad 3.5. Méjme inciden¢ni sestavenou z designu z Ptikladu 3.2. Incidenéni matici M jsme sestavili
v Pfikladu 3.4. Polozime A = M a kazdy Fddek matice A ozna¢me jako kédové slovo day,ds, ..., d7. Dale
sestavime matici B = M, ve které udélame permutaci (01) symboléi 0 a 1 (prohodime nuly a jednicky).
Kazdy radek matice B ozna¢me jako kédové slovo 171, 52, ceey 57. Déle ozna¢me 0 = 0000000 a 1 = 1111111.
Dostaneme tak celkem 16 kédovych slov kédu C'r. Uréime minimalni vzdalenost kédu Cp.

Rozlisime ¢tyti typy kédovych slov: 6, f, a;, by prot =1,2,...,7. Nejprve uré¢ime vzdalenosti mezi dvéma
kédovymi slovy d;, d@; pro ¢ # j. Podle vlastnosti designu B z Piikladu 3.2. vime, Ze kazdé dva bloky
maji spoleény pravé jeden prvek. Proto s Vyuzitim Lemmatu 2.4. dostdvdme dist(d,;,d;) = w(w;)+

+w(wj)—2w(6zﬂc?]) =3+3-2-1 :4proi7éj.
Analogicky dostaneme pro kédovéa slova l_);-, pro i # j, vzdélenost Ej dist(l_;i, EJ) = 4, nebot slova vznikla
permutaci symbolti 0 a 1. To soucasné znamend, ze dist(a;, l_);) =Tproi=j.
Déle je snadné si rozmyslet, Ze pro i = 1,2,...,7 plati dist(0,d;) = 3, dist(0, B;) =4 a dist(0,1) = 7.
Ze symetrie pak vyplyva, Ze pro i = 1,2,...,7 plati dist(T, a;) =4, dist(f7 l_;l) = 3 a opét dist(1, 6) =1.
Zbyva urcit vzdélenost dist(d;, E;) pro i # j. Zde je sikovné si vSimnout, Ze slova a; a Ej se [isi pravé
v téch soufadnicich, kde se slova d@; a d@; shoduji. Mtzeme proto psat dist(d;, I;J) = 7—dist(d;,d;) =7—-4=3.
Tim jsme ukézali, Ze sestaveny kéd Cr s 16 kédovymi slovy

kéd Cr = {0000000, 1000101, 1100010,0110001, 1011000,0101100,0010110, 0001011,
1111111,0111010,0011101,1001110,0100111,1010011, 1101001, 1110100.}

mé minimalni vzdalenost dist Cp = 3 a jedna se o binarni (7, 16, 3)-kéd. v
Sestavili jsme kéd délky 7 se 16 kédovymi slovy a s minimalni vzdalenosti 3. Navazeme dalsim prikladem.

Priklad 3.6. Ukazeme, ze mnozina Cr 16 kédovych slov z Piikladu 3.5. tvori perfektni (7,16, 3)-kdd.
Je ziejmé, Ze kéd C'r mé délku 7 a Ze obsahuje 16 kédovych slov. Podle Pfikladu 3.5. uz vime, ze minimalni
vzdalenost kédu je dist Cr = 3. Spocitame pocet kédovych slov ve sféfe o poloméru kazdého slova

16 <(;> + C) (2 - 1)1> =16(1+7) =128 =2".
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Protoze v nerovnosti Hammingovy hranice nastava rovnost, tak kéd Cr je perfektni. v
Z dvojice Piikladu 3.5. a 3.6. vyplyva, ze Aa(7,3) = 16. VSimnéte si, Ze jsme tak ovéfili dalsi hodnotu
v Tabulce 2.1.

Designy vhodné pro sestaveni kédu

Jaké designy mtizeme pouzit pro sestaveni (binarniho) kédu podobné jako v Piikladu 3.5.7 Pouzit mi-
zeme libovolny design, ale ne vzdy dostaneme binarni kéd s vhodnymi parametry. V néasledujicim prikladu
sestavime kéd délky 5, s péti kédovymi slovy a s minimélni vzdalenosti 2.

Priklad 3.7. Mgjme (5,5,4,4,3)-design B sestaveny ze vSech ¢typrvkovych podmnozin pétiprvkové mno-
Ziny [1,5]. Sestavime odpovidajici incidenéni matici a kéd.
Bloky designu B jsou

B = {{1’ 2, 374}7 {17 2,3, 5}7 {17 2,4, 5}a {la 3,4, 5}7 {273747 5}}

Inciden¢éni matice designu B je

| Bi By B3 Bs Bs
I 1 1 1 1 0
20 1 1 1 o0 1
301 1 0 1 1
4 1 0 1 1 1
50 11 1 1
Z inciden¢ni matice sestavime kéd, dostaneme (5,5, 2)-kéd C.
11110
11101
kéd Cs = ¢ 11011
10111
01111
Vime vsak, ze kéd Cs z Piikladu 1.5. je (5,10, 2)-kéd, ktery mé dvojndsobek kédovych slov. v
Dalsi priklad kédu: staci vzit jen kédova slova aq,as,...,a7. Mnozina vybranych kédovych slov tvori

kéd (7,7, 3)-kéd C7, ktery pochopitelné neni perfektni.
Tady chybi cdst textu, kterou je treba doplnit.

Linearni kombinace kédovych slov
Vsimnéte si, Ze se¢tenim dvou kédovych slov (7,16, 3)-kédu Cr dostaneme opét kédové slovo kédu Cr. Tato
vlastnost bude velmi dilezita v Kapitole 4.

Déle si vsimnéte, Ze stejnd vlastnost plati i pro kéd C3 z Ptikladu 1.11.; o kterém podle Ptikladu 2.14.
vime Ze neni perfektni.

Dalsi vlastnosti designu
VsSech pét parametra b, v, r, k a A\ vyvazeného kombinatorického designu neni nezévislych. Nésledujici
lemma ukazuje, Ze plati dvé zakladni jednoduché rovnosti.

Lemma 3.1. Pro kazdy vyvazeny (b,v,r, k, \)-design plati

(i) bk = vr,
(it) r(k—1) = Av —1).

Dikaz. Postupné ukdzeme obé rovnosti metodou dvojiho pocitani.
(i) Prvni rovnost vyjadfuje, kolik prvki mé multimnozina, kterou ziskdme sjednocenim vSech blokt. Tento
pocet ozna¢me x. Mame b boku a kazdy blok obsahuje k prvki, proto x = bk. Soucasné vime, Ze nosna
mnozina mé v prvka a kazdy prvek se v designu vyskytuje v r kopiich. Proto z = vr.
Porovnanim obou poc¢ti dostavame prvni rovnost bk = vr.
(i) Kazdy prvek nosné mnoziny designu se vyskytuje s kazdym jingm prvkem v prévé A blocich. Pro libovolny
pevné zvoleny prvek proto mtizeme spocitat, v kolika dvojicich se vyskytuje se vSemi v — 1 zbyvajicimi prvky.
Pocet dvojic obsahujici pevné zvoleny prvek oznacime y a ihned vidime, ze y = A(v — 1). Na tyto dvojice
se muzeme podivat i z pohledu vSech blok. Pevné zvoleny prvek se nachéazi v pravé r blocich a v kazdém
takovém bloku tvoii dvojici s kazdym z k — 1 zbyvajicich prvkid bloku. Celkem mame y = r(k — 1) dvojic.
Porovnanim obou po¢tli dostavame druhou rovnost r(k — 1) = A(v — 1). O
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V roce 1940 ukézal britsky matematik a statistik R.A. Fisher, Zze v kazdém designu plati jednoduché
nerovnost.

Lemma 3.2. Fisherova nerovnost
V kazdém (b,v,r, k, \)-designu, ve kterém k < v, plati v < b.

Dikaz. Méjme incidenéni matici M (b, v,r, k, \)-designu. Matice M mé rozmér v x b. Ozna¢me N matici
N =MMT" kde M T je transponovana matice. Matice N je ¢tvercova matice fadu v, pro kterou plati

~_Jr proi=yj,
KA DY pro i # j.

Prvni rovnost n;; = r nastava, protoze kazdy prvek se nachézi v r blocich a v sou¢inu s matici transponovanou
bude r-krat sec¢tena hodnota 1, ostatni souciny budou nulové. Druhd rovnost m;; = A nastdva, protoze
nenulovy souc¢in dostavdme pouze v piipadé, ze konkrétni dvojice prvkl z;, x; se nachazi ve stejném bloku,
coz podle definice kombinatorického designu nastane pravé A-krat.

Pokud je r # A, tak matice N ma4 jisté linedrné nezavislé fadky a jeji hodnost je v. Déle z vlastnosti ma-
ticového souc¢inu plyne, Ze hodnost matice N nemuze byt vyssi nez hodnost matice A. Dostavame nasledujici
fetéz rovnosti a nerovnosti (s vyuzitim vlastnosti, Ze hodnost sou¢inu matice je rovna minimu z hodnosti
jednotlivych matic)

v = rank(M) = rank(AAT) < min{rank(A), rank(A”} < rank(A) < b.

Posledni nerovnost je pak splnéna trivialné. (I

Zpravidla pozadujeme splnéni nerovnosti k < v, jinak trividlné b = 1, zatimco v muze byt libovolné
veliké.

Jesté dopliime, ze jisté plati A < r, nebot pocet vyskyt konkrétni dvojice prvkii nemutize byt vyssi, nez
kolikrat se prvek v designu opakuje. Rovnost nastava pouze v trividlnim ptipadé, kdy kazdy blok designu
B;=V.

Symetricky design
Kombinatoricky (b, v,r, k, A)-design je symetricky, jestlize nastdvd rovnost v = b (a proto soufasné z rov-
nosti (i) Lemmatu 3.1. plyne také r = k). V takovém pfipadé sta¢i mluvit o symetrickém (v, k, A)-designu.

Naptiklad oba designy z Prikladt i a 3.2. jsou symetrické, zatimco design z Prikladu 3.3. obecné syme-
tricky neni, nebot pro v >k > 2je b= (}) > v.

Cviceni

3.1.1.  Méjme piirozené ¢islo n. Sestavme systém vsech k-prvkovych podmnoZin mnoZiny V, kde V- = [1, n].
Jednd se o kombinatoricky design? Pokud ano, jaké jsou jeho parametry?

3.1.2.% Méjme blokovy design ze Cviceni 3.1.1. Jaky rozmér md jeho incidencéni matice?

3.1.8.% Vezméte incidencni matici A designu Fanovy roviny ((7,7,3,3,1)-designu z Prikladu 3.2.) a vypo-
citejte AAT. Ovérte, Ze diagondlni pruky magi hodnotu r a mimodiagondlni hodnotu \.

3.1.4. Sestavte systém vsech 3-prvkovych podmnoZin pétiprvkové mnoZiny. a) Jaké parametry ma prislusny
design? b) Sestavte bloky designu. c¢) Jak vypadd kod sestaveny dle postupu v Prikladu 3.7. a jaké jsou
parametry tohoto kodu?

3.1.5.  Podle designu ze Cviceni 3.1.1. sestavime (n, M, d)-kod. Jaké jsou parametry tohoto kodu?

3.1.6. Podobné jako v Prikladu 3.7. sestavme design jako systém vSech (n — 1) prvkovgch podmnoZin n
prokové mnoziny. a) Jaké bude mit design parametry? b) jak bude vypadat incidencni matice designu? c)
Jak bude vypadat kod sestaveny z incidencni matice?

3.1.7. Méjme (11,5,2)-design B, kde

B ={{1,3,4,5,9},{2,4,5,6,10}, {3,5,6,7,11},{1,4,6,7,8},{2,5,7,8,9},{3,6,8,9,10}, {4, 7,9,10, 11}
{1,5,8,10,11}, {1,2,6,9,11},{1,2,3,7,10}, {2,3,4,8, 11} } .

Pouzigte design B ke konstrukci (11,24, 5)-kodu Cy podobné jako v Prikladu 3.5.
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3.2. Koneéna télesa

Mz

Nejjednodussi algebraickou strukturou je mnozina, na které mame definovanou operaci. PFipomenme,
7e operaci na (neprézdné) mnoziné A rozumime takové zobrazeni A x A — A, které kazdé dvojici prvki
a,b € A ptifadi prvek ¢ € A. Automaticky tak pfedpoklddédme, Ze operace je uzaviend na mnoZiné A,
tj. vysledek operace nemiiZze padnout mimo mnozinu A. V tomto textu budeme navic téméf vyhradné
pracovat s koneénymi mnozinami.

Struktury s jednou operaci
Nejprve se podivame na struktury, kde nad danou mnozinou méame jedinou operaci. Pfipomenme nésledujici
klasickou definice z algebry.

Definice Grupoid
Méjme neprazdnou mnozinu A s operaci ,,0¢ na A. Uspofadand dvojice (4, o) se nazyvé grupoid. Mnoziné A
fikdme nosi¢ nebo nosnd mnoZina.

Pokud je navic operace 0 grupoidu (G, o) komutativni, tak mame komutativni grupoid.

Priklad 3.8. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii grupoidi (mnozin s operaci).

1) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého séitani (Z,+) je grupoid, protoze s¢itani je operace na Z.

2) Mnozina celych ¢éisel s operaci obvyklého odéitani (Z, —) je grupoid, protoze odéitani je operace na Z.

3) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého nasobeni (Z, ) je grupoid, protoZe ndsobeni je operace na Z.

4) Mnozina sudych celych ¢éisel s operaci obvyklého séitani éisel (S, +) je grupoid, protoze soucet kazdych
dvou sudych ¢isel je opét sudé ¢islo.

Priklad 3.9. Uvedme také nékolik piikladt, které grupoidem nejsou.

“

1) Mnozina ptirozenych ¢isel s operaci bézného odeéitdni (N, —) neni grupoid, nebot operace ,—* neni

na mnoziné N uzaviena. Rozdil dvou pfirozenych ¢isel nemusi byt kladné celé ¢islo.

2) Mnozina lichych celych ¢isel s operaci obvyklého s¢iténi ¢isel (L, +) neni grupoid, protoze operace ,,+
neni na mnoziné L. uzaviena. Soucet zadnych dvou lichych ¢isel neni liché ¢islo.

Dtlezitym pifipadem grupoidu (G, o) jsou takové grupoidy, jejichz operace ,,0“ je navic asociativni.

Definice Pologrupa
Grupoid (A, o) se nazyva pologrupa pravé tehdy, kdyz operace ,0“ je asociativni, tj. pro kazdé a,b,c € A
plati ao (boc) = (aob)oc.

Piiklad 3.10. Uvedeme nékolik piiklada pologrup.

1) (N, +) je komutativni pologrupa, nebot s¢itani pfirozenych ¢isel je asociativni.

2) (Z,+) je komutativni pologrupa, nebot s¢itani celych ¢isel je asociativni.

3) Grupoid s jednoprvkovym nosicem A a s ,libovolnou“ operaci ,,0“ je pologrupa, nebof operace je
trividlné asociativni.

4) (Z,,+) je komutativni pologrupa pro libovolné pfirozené ¢islo n, nebot séitani celych ¢isel modulo n
je asociativni.

5) Mé&jme grupoid (A, o), ve kterém pro kazdé a,b € A polozime aob = ¢, kde ¢ je libovolny pevné zvoleny
prvek A. Potom (A, o) je pologrupa (Cviceni 3.2.1.).

Priklad 3.11. Uvedme nékolik prikladii grupoidi, které asociativni nejsou.
1) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého odéitani (Z, —) pologrupou neni, protoze napiiklad 1 — (2 —
3)=1—(—1)=2, aviak (1-2)—3=(—1)—3 = —4.
2) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého odé¢itani (Z,,, —) modulo n obecné pologrupou neni. Pro n =
=1 an = 2 se jedna o trividlni pologrupu a bindrni pologrupu, avsak pro n > 3 se o pologrupu
nejednd, protoze napiiklad 1 — (2 —-1)=1— (1) =0, avSak (1 -2) - 1=(—-1) - 1= —2.

Neutralni prvek
Dilezitym prvkem, pokud v grupoidu nebo v pologrupé existuje, je neutralni prvek.
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Definice Neutralni prvek
Mgjme grupoid (A, o) a prvek e € A. Prvek e se nazyva neutrdlni prvek (vzhledem k operaci ,0¢) pravé
tehdy, kdyz pro kazdé a € A plati eca =aoe = a.

Priklad 3.12. U nésledujicich pfikladu grupoidi uvedeme, zda jsou komutativni a jaky je jejich neutralni
prvek, pokud existuje.

1) V grupoidu (Z, +) je neutrélni prvek ¢islo 0.

2) Grupoid (Z, —) nemd neutralni prvek.

3) Dvojice (S, +) je grupoidem, nebot operace je uzaviena (sou¢tem dvou sudych celych ¢isel je opét sudé
¢islo). Vime, Ze pii obvyklém sé¢itani je neutralnim prvkem éislo 0.

4) Grupoid (N, +) nemd neutralni prvek, protoZe ¢islo 0 neni prirozené.

5) Grupoid s jednoprvkovym nosi¢em a ,libovolnou“ operaci ({a}, o) je trividlné komutativni. Jediny
prvek grupoidu je soucasné neutralnim prvkem.

6) Mnozina vektortt v R? spolu s vektorovym souc¢inem vektorti ,,x“ je nekomutativni grupoid (R?, x).
Nelltrzilni prvek v tomto grupoidu neni, nebot 0 jisté neni neutralni prvek a Vo € R3, 7 #£ 0: ¥ x ¢ =
=0#7.

, X
U

Nasledujici lemma tika, Ze neutralni prvek, pokud existuje, je uréen jednoznacné.

Véta 3.3. O jednoznacénosti neutralniho prvku
V grupoidu existuje nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Dikaz. Postupujeme piimo. Pokud v grupoidu zadny neutralni prvek neexistuje, tak tvrzeni plati.
Predpokladejme dale, ze mame dva neutralni prvky ej, es. Protoze e; je neutralni prvek grupoidu, tak

plati e; o e3 = e3. Podobné e; o e5 = e, protoze es je neutralni prvek grupoidu. Odtud porovnanim ihned

plyne e; = ej 0 e3 = e2 a neutralni prvek je jediny. O

Grupoid, ktery je soucasné asociativni a ma neutralni prvek, nazyvame monoid.

Inverzni prvek
V dalsim textu vyuzijeme, pokud pro dané prvky a, b budeme umét resit rovnice typu aox = b. To znamen3,
ze k prvku a budeme hledat inverze.

Definice Inverzni prvek
Mgjme grupoid (A, o) s neutrdlnim prvkem e vzhledem k operaci ,,0“. Inverznim prvkem k proku a € A
(vzhledem k operaci ,,0¢) rozumime takovy prvek b € A, pro ktery plati obé nésledujici rovnosti.

aob=e, boa=e

Priklad 3.13. Uvedme né&kolik jednoduchych piikladii grupoidii a inverzi jejich prvki.

1) Mame-li mnozinu celych éisel s operaci obvyklého s¢itani (Z,+), tak neutrdlnim prvkem je ¢islo 0
a ke kazdému celému ¢islu a € Z existuje inverzni prvek —a. Zejména ¢islo 0 je inverzi samo k sobé.

2) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého nésobeni (Z, -) je monoid s neutralnim prvek 1; inverze existuji

pouze ke dvéma prvkim, k neutralnimu prvku 17! = 1 a k &slu —1 je inverzi také samotné ¢islo —1.

3) Mnozina nenulovych celych ¢isel modulo 10 s operaci obvyklého nésobeni (Zjo \ {0},-) je monoid
— 1 —

=7,7 =3,

s neutralnim prvek 1; inverze existuje pouze k nékterym lichym prvkém: 1 = =1, 3
9 ' =9. Sudé prvky a prvek 5 inverzi nemaji.

Priklad 3.14. Uvedme nékolik jednoduchych piikladi grupoidi, ve kterych neexistuji inverze.

1) V pologrupé (S, -) neexistuje neutralni prvek, a proto nemd smysl definovat inverzni prvky.

2) Obvyklé od¢iténi celych ¢isel tvofi neasociativni grupoid (Z,—), ve kterém nemd smysl definovat
inverzni prvky, nebof nemé neutralni prvek. Cislo 0 neni neutrdlnim prvkem, nebot pro nenulovy
prvek a je 0 —a = —a # a.

Inverzni prvek

26



Petr Kovdr, 3. Blokové designy, konecnd télesa a vektorové prostory 15. kvétna 2024

Grupoid, ktery je soucasné asociativni, ma neutralni prvek a ke kazdému prvku existuje inverze, nazyvame
grupa.

Definice Grupa
Grupoid (G, o) se nazyva grupa pravé tehdy, kdyz

(i) Ya,b,c€ G:ao(boc)=(aob)oc, (asociativita)
(ii) e € GVa e G:eoca=aoce=a, (existence neutralniho prvku)
(iii) Va e GIb € G : aob=boa = e, kde e je neutralni prvek vzhledem k operaci ,o“. (existence inverze)

Prvek b se nazyva inverzni k proku a (vzhledem k operaci ,,0“) a znac¢ime jej a1, piipadné —a.

Piiklad 3.15. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladi grup véetné uréeni neutralniho prvku.

1) (Z,+) je komutativni grupa. Uz vime, Ze se jedné o monoid s neutralnim prvkem 0, inverzni k prvku a €
7 je opacny prvek —a.

2) (Q,+) a (R, +) jsou komutativni grupy. Opaénym prvkem k prvku x je vzdy prvek —z.

3) (R\ {0},-) je komutativni grupa. N&sobeni nenulovych ¢éisel je grupoid, operace je komutativni i
asociativni, neutralnim prvkem je ¢islo 1 a inverzi k (nenulovému) prvku a je prvek %

4) ((0,00),-) je komutativni grupa. Nésobeni kladnych ¢isel je jisté grupoid, operace je (stejné jako
u predchoziho piikladu) komutativni i asociativni, neutralnim prvkem je ¢islo 1 a inverzi ke kladnému
prvku a je (kladny) prvek =.

5) Grupoid (Z,, +) s¢itani modulo n je grupa s neutralnim prvkem 0.

6) Grupoid (Z, \ {0}, -) ndsobeni modulo n je grupa s neutralnim prvkem 1 pouze, pokud p je prvoéislo.

Priiklad 3.16. Uvedeme také nékolik prikladi, které grupou nejsou.

1) (N, +) neni grupou, protoze neni ani monoidem, nebot v pologrupé (N, +) neni neutrélni prvek.

2) (Z,—) neni grupa protoze operace ,,—“ neni asociativni.

3) (N,-) neni grupa. Uz vime, Ze se jednd o monoid, neutrdlnim prvek je éislo 1, avSak k ¢islim vétsim
nez 1 neexistuji inverze.

4) (R,-) neni grupa, protoze k prvku 0 neexistuje inverze.

5) (R*,-), kde R* je rozsifend mnozina redlnych ¢éisel véetné oo a —oo, neni grupa. Dokonce, i pokud
bychom dodefinovali 0 - co = 1, dostaneme 07! = 0o a co™! = 0, tak stale neni jasna inverze k —oo.
Inverzi uz nemuze byt 0, protoze inverze jsou urceny jednoznacné.

6) Mnozina vektortt v R® spolu s vektorovym soucinem vektort je grupoid (R3, x), ktery neni grupou,
nebot operace neni asociativni (Pfiklad 3.11.), a navic ani nemd neutrdlni prvek (Cviceni 3.2.2.), a
proto nemé smysl k vektortim hledat inverzni prvky.

7) (Z4 \ {0},) (ndsobeni nenulovych ¢isel modulo 4) netvoii grupu. Prvek 2 nem4 inverzi.

8) (M n,-) (¢tvercové matice fadu n s operaci nasobeni matic) netvoii grupu, protoze k singuldrnim
maticim neexistuji inverzni matice.

Piiklad 3.17. MnoZina nenulovich celych ¢sel modulo 11 s operaci obvyklého nasobeni (Z11 \ {0},-) je

grupa s neutralnim prvek 1; ke kazdému prvku existuje inverze: ' = 1, P 6, 37! = 4, 1= 3,
5 = 9, 6 = 2, i 8, — 7, 9 ' =5a10 ' = 10. Inverze nasobeni modulo 11 prehledné shrnuje
Tabulka 3.1.

a |012345678910
a_1|—16439287510
Tabulka 3.1.: Tabulka inverzi ndsobeni modulo 11.
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Grupoidy

Pologrupy

Obrazek 3.2.: Hierarchie grupoidu, pologrup, monoidi a grup.

V kazdé grupé€ je inverzni prvek ke kazdému prvku grupy urcen jednoznacné. Nésledujici véta tak
ukazuje, Ze formulace v definici grupy je korektni: inverzni prvek k prvku a je v grupé jediny, a proto jej
miizeme oznacit a 1.

Véta 3.4. O existenci a jednoznac¢nosti inverzniho prvku v grupé
Méjme grupu (G, o) s neutrdalnim prokem e. Pro kaZdé a € G existuje jeding inverzni prvek b € G tak, Ze
aob=boa=e.

Diikaz. Postupujeme piimo. Podle definice grupy vsak vime, ze Va € G existuje alespon jedna inverze.
Ozna¢me by a by inverzni prvky k prvku a v grupé (G, o).

by =bjoe=0bjo(aoby) = (byoa)oby =eoby =ba.

Pfi apravé jsme postupné vyuzili: existenci neutralniho prvku e, vyuzili jsme, Ze by je inverzi k a, asociativitu
operace, vlastnosti inverze by k prvku a a vlastnosti neutralniho prvku. Proto neexistuje vice rtznych
neutralnich prvkt a existuje alespon jeden, a tak ke kazdému prvku grupy existuje pravé jeden inverzni
prvek vzhledem k operaci ,,0“. (I

Pouzivame-li pro operaci ,,0¢ multiplikativni notaci ,,-“, mluvime zpravidla o inverznich prvcich a~!.
Pouzivame-li aditivni notaci ,+*“, tak zpravidla mluvime o opa¢nych prvcich —a.

Struktury se dvéma operacemi
V predmétu Algebra byla zavedena struktura se dvéma operacemi, pfi¢emz operace jsou navic proviazané
pozadavkem na splnéni distributivnich zdkloni (levého a pravého distributivniho zdkona).

Definice Méjme neprazdnou mnozinu R a méjme na R dvé binarni operace ,+“ a ,-“. Usporadana
trojice (R, +, ") je okruh pravé tehdy, kdyz plati
(i) Va,be R:a+b=b+a (komutativita ,+“)
(ii) Ya,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+¢) (asociativita ,+*)
(ili) e RYac R:a+0=a (existence neutrélniho prvku vzhledem k ,,+)
(ivy Vae R3I—a€R:a+(—a)=0 (existence opac¢ného prvku vzhledem k ,+)
(v) Va,b,ce R:(a-b)-c=a-(b-c) (asociativita ,-“)
(vi) Ya,b,c€ R:a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=0b-a+c-a (distributivita zleva, zprava vhledem k ,,+*

Definici okruhu je mozno vyslovit stru¢néji. Okruhem nazveme takovou trojici (R, +,-), kdy dvojice
(R, +) tvofi komutativni grupu, dvojice (R, -) tvofi pologrupu a navic jsou splnény oba distributivni zdkony
nasobeni vzhledem ke scitani.

Priklad 3.18. Uvedme nékolik klasickych prikladi okruhiti.
1) Mnozina celych ¢isel s operacemi obvyklého séitani a ndsobni (Z,+,-) je nejjednodussim klasickym
priklad okruhu. Pojem okruhu byl zaveden, aby zobecnil pravé pocitani s celymi ¢isly.
2) Mnozina redlnych ¢isel s operacemi obvyklého séitdni a nasobni (R, +, ) je okruh.
3) Mnozina zbytkovych tfid s operacemi s¢itani a nasobni (Z,,, 4+, -) je okruh.

28



Petr Kovdr, 3. Blokové designy, konecnd télesa a vektorové prostory 15. kvétna 2024

+101 101

0101 000

1110 1101
Tabulka 3.2.: Operace v bindrnim okruhu ({0,1}, +,-)

4) Ozna¢me mnozinu R = {0,1}. Trojice (R, +, ), kde operace jsou urc¢eny Tabulkami 3.2., je okruh
(Cviceni 3.2.5.).
5) Trivialni okruh je (R,+,-), kde R = {0}.

Priklad 3.19. Mnozina pfirozenych ¢isel s operacemi obvyklého s¢itani a ndsobni (N, +, -) okruhem neni.
Vzhledem k operaci ,,4+“ neexistuje v N neutralni prvek, navic k zddnému pfirozenému ¢islu neexistuje v N
opacné ¢islo. v
Nula a jednicka kruhu

Obvykle pozadujeme, aby operace okruhu spliiovaly dalsi vlastnosti. Nejprve zavedeme pojem nuly a jednicky
okruhu.

Definice Rekneme, 7e okruh (R, +,-) je komutativni pravé tehdy, kdy# je komutativni operace ,,-“, tj. po-
kud pro kazdé a,b € Rplatia-b=10-a.

Neutralni prvek grupy (R, +) se nazyva nula okruhu a znacime jej 0. Pokud existuje neutralni prvek
pologrupy (R, -), nazyva se jednicka okruhu a znadi se 1. Déle fekneme, Ze nenulovy prvek a € R je jednotkou
okruhu pravé tehdy, kdyZz k nému existuje inverzni prvek a=! v monoidu (R \ {0}, -).

Pro prvky okruhu umime z definice ukazat nasledujici vlastnosti.

Véta 3.5. Vlastnosti okruhu

Méjme okruh (R,+,-). Pro kazdé a,b,c € R plati ndsledujici rovnosti.
(i) a0 =0a =0

(ii) a(~b) = (~a)b = —(ab)

(iii) (—a)(—b) = ab

(iv) a(b—c) =ab—ac a (b— c)a=ba — ca

Jestlize navic (R, +,-) md jednicku 1, tak plati ndsledujici rovnosti.
(v) (~1)a = —a

(vi) (=1)(-1) =1

Dikaz.

(1) S vyuzitim levé distributivity operace ,,-“

vzhledem k operaci ,,+“ dostaneme
a0 = a(0 +0) = a0 + a0,

odkud kracenim (nebo odeétenim opa¢ného prvku k a0) v grupé (R, +) dostdvame 0 = a0. Podobné 0a =
= (04 0)a = 0a + 0a, odkud kracenim (odectenim opacéného prvku) dostdvame 0 = Oa.
(ii) Pro dikaz dalsi rovnosti vyuzijeme neutralni prvek 0, distributivitu operace ,+“ a pfedchozi bod (i).

a(—b)+ab=a(-b+b)=a0=0
Odectenim ab od obou stran rovnosti dostaneme a(—b) = 0 — (ab) = —(ab). Analogicky (—a)b+ab= (—a+

+a)b = 0b=0 a opét odectenim ab dostaneme (—a)b =0 — (ab) = —(ab).
(iii) Pouzijeme-li dvakréat pfedchozi bod (ii), tak dostaneme

(—a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab,

nebot opacnym prvek k opacnému prvku —(ab) je podle prvek ab.
(iv) Opét s vyuzitim bodu (ii) dostaneme

a(b—c¢) =ab+ a(—c) = ab+ —(ac) = ab — ac.

Analogicky (b — ¢)a = ba + (—c)a = ba + —(ca) = ba — ca.
(v) Jestlize zvolime a = —1, tak dle bodu (ii) dostaneme (—1)b = —(1b) = —b.
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(vi) Jestlize navic zvolime b = —1, tak dle bodu (ii) dostaneme (—1)(-1) = —(1(-1)) = —(-1) = 1. O

Pokud navic pozadujeme, aby nosnd mnozina R okruhu (R, +,-) byla netrividlni, aby operace nésobeni
byla komutativni a aby v okruhu ke kazdému nenulovému prvku existovala inverze, tak dostaneme téleso.

Definice Téleso
Netrivialni komutativni okruh (R, +, -) s jednickou se nazyva téleso pravé tehdy, kdyz ke kazdému nenulovému
prvku existuje inverze. Koneéné téleso s n prvky budeme znacit GF(n).

Pochopitelné existuje mnoho piiklada téles, z Matematické analyzy zname (R,+,-) i (C,+,) avSak
v tomto kurzu nas budou zajimat vyhradné takova télesa, kterd maji konecné mnoho prvkd, tj. konecna
télesa.

Priiklad 3.20. Uvedme nékolik piikladi téles.

1) Klasické ¢iselné obory (Q,+,-) a (R, +, ) jsou télesa. Jednickou je éislo 1.
2) (Zy,+,-), kde p je prvocislo, je télesem. Jednickou je tiida I. Ditkaz tohoto tvrzeni je ponechan jako
Cviceni 3.2.3.

Priklad 3.21. Uvedme nékolik okruhii, které télesem nejsou.

1) Obor integrity (Z,+,-) neni télesem, naptiklad k ¢islu 2 neexistuje prvek inverzni.

2) Okruh (S, +,-) neni télesem, nebot nemé jednicku.

3) Okruh (Zg, +, -) neni télesem, protoze napiiklad k prvku 2 neexistuje inverzni prvek vzhledem k naso-
beni.

4) Okruh (Z,,+,-), kde n je slozené ¢islo, neni télesem, protoze obsahuje délitele nuly.

5) Trivialni okruh neni podle definice télesem.

Okruhy

Obory integrity

Obrézek 3.3.: Hierarchie okruhi, obori integrity a téles.

Kone¢na télesa GF(n) fadu n existuji pravé tehdy, kdyz n je mocnina prvoécisla. Je mozno ukézat, ze
okruh zbytkovych tfid (Z,, +, -) je téleso pravé tehdy, kdyz pocet prvki p je prvoéislo. Pro fady rovny vyssi
mocniny prvoéisel p*, kde k > 1 se kone¢n4 télesa konstruuji napiiklad jako vhodné faktorové okruhy okruhu
polynomii.

Pro f4dy n, kde n neni{ mocnina prvoéisla, kone¢nd télesa GF(n) neexistuji. Zejména napiiklad neexis-
tuje konecné téleso radu 10, ale ani fadu 6 nebo 12. Dtikaz tohoto tvrzeni je nad ramec tohoto kurzu.

Véta 3.6. Je-li p prvocislo, tak okruh zbytkovych trid (Z,,+,-) je télesem.
Diikaz v tomto pfedmétu vynechame.
Piiklad 3.22. Ukézeme priklady malych koneénych téles.

1) Téleso (Zg,+,-) ma tabulky operaci uvedeny v Tabulce 3.3.
2) Téleso (Zs,+,-) ma tabulky operaci uvedeny v Tabulce 3.4.
3) Téleso se ¢tyimi prvky {0,1,2,3} mé tabulky operaci uvedeny v Tabulce 3.5.
4) Téleso (Zs,+,-) ma tabulky operaci uvedeny v Tabulce 3.6.

30



Petr Kovdr, 3. Blokové designy, konecnd télesa a vektorové prostory 15. kvétna 2024

— o4+
= OO
O =
—_ O =

0
0
0

< = O -

Tabulka 3.3.: Cayleyho tabulky operact ,+“ a ,-“

télese (Za,+,-).

+10123456°7 101234567
001234567 0[]000000O00O0
1112345670 1101234567
2123456701 2102463175
334567012 3/]03657412
4145670123 4104376251
556701234 505142746
667012345 6/06715424
7170123456 7107521643
Tabulka 3.7.: Cayleyho tabulky operaci ,+“ a ,“ v télese ({0,1,2,3,4,5,6,7},+, ) 7ddu 4.

Pro malé fady existuji télesa fadu 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 a 11. Zadna télesa fadu 6, 10 ani 12 nemohou
existovat.

Piiklad 3.23. Tabulky 3.7. popisuji téleso fadu 8.

Priklady téles prvoéiselnych fada jsou (Zp,+,-). Piiklady téles fadi mocniny prvocisel konstruujeme
jako faktorové okruhy okruht polynomt (Zs[x]/ (p(x)), +," ). Podrobny popis konstrukce spadé do jiného
predmétu, do teoretické algebry.

Cviceni
3.2.1. Méjme grupoid (A, o), ve kterém pro kazdé a,b € A poloZime aob = c, kde ¢ je libovolny pevné
zvoleny prvek A. Ukazle, Ze (A, o) je pologrupa.

3.2.2.  Mnozina vektori v R? spolu s vektorovim soucinem vektori je grupoid (R3, x). Md tento grupoid
neutralni prvek?

3.2.3.  Ukazte, Ze pro kaZdé prvocislo p je okruh zbytkovych tiid (Z,,+,-) télesem.
3.2.4. Ukazte, Ze pro kazdé sloZené cislo p okruh zbytkovych trid (Z,,+,-) neni télesem.
3.2.5. Ukatte, %e trojice (R,+,-), kde operace jsou urceny Tabulkou 3.2., je okruh.
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3.3. Kongruence

Na kazdé mnoZiné muzeme zavést relaci. Relace R na mnoziné A je néjakd pevna podmnozina R kartézského
soudinu A x A. Specialnim typem relaci je kongruence.

Fakt, Ze celé ¢islo a dava po déleni prirozenym ¢islem m zbytek r znamenad, Ze podle Véty o jednoznad-
nosti podilu a zbytku existuji takové celd &isla g, r, pro kterd plati a = ¢gm +r ar a0 < r < m. Cislu ¢
fikdme podil a Cislu r zbytek po déleni Cisla a ¢islem m.

Definice Mgjme cel4 ¢isla a, b a pfirozené ¢islo m. Rekneme, ze &isla a, b jsou kongruentni modulo m,
jestlize davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m. Zapisujeme a =b (mod m).
V opacném pripadé fikame, Ze ¢isla a, b nejsou kongruentni modulo m a piseme a Zb (mod m).

Priklad 3.24. Plati

1) 23=3 (mod 5)

2) 21 =36 (mod 5)
3) 21 #36 (mod 10)
4) 31=-9 (mod 10)
5) 34 =13 (mod 7)

Pocitani na hodinach

Hodiny ,,poc¢itdme modulo 24“, protoze nerozliSujeme vice nez 24 hodin béhem dne. V bézné feci obvykle
rozliSujeme jen 12 hodin. Hodiny uvddime pouze v intervalu 1 az 12 (pfipadné 0 az 11 nebo 0 az 23).
Uvédomte si, ze pii pocitani ¢asovych idaji na hodindch existuje pouze koneéné mnoho vysledkt pocetnich
operaci! Naptiklad fekneme-li v 7 hodin ,za ¢ty hodiny“, tak mluvime o ¢ase v 11 hodin. OdkazZeme-li se
vSak v 11 hodin na ¢as ,za ¢tyfi hodiny“, tak mluvime o Case ve 3 hodiny (pfi¢emz z kontextu muze, ale
nemusi byt jasné, zda se jednd o odpoledne nebo o hlubokou noc).

Vysledky poéitani mizeme popsat Cayleyho tabulkou.

Priiklad 3.25. Sestavte Cayleyho tabulku séitdni ,modulo 12“ s ¢isly 0 az 11.
Pocitani ,modulo 12 s ¢isly 0 az 11, shrnou nasledujici Cayleyho tabulky. S¢itani modulo 12 reprezentuje
Tabulka 3.8. a nasobeni modulo 12 Tabulka 3.9. v

—_
o

— =
= o

© 00 DU W~ O+
© 00O U WN OO

10
11
Tabulka 3.8.: Tabulka scitdni ,modulo 12 s ¢isly 0 aZ 11.
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TR WO RO DS ©®aoo
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o Uk W RO DS © oo
o e N N N L = S =] V=
— = =
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-101 234567891011
0/00 000OOOO0OO0O O
1101 234567891011
2102 468100 2 46 8 10
3103 69036 903¢6 9
4104 804804804 8
51051038 161149 2 7
6/06 060606060 6
7107 294116 18310 5
8108 408 408408 4
9109 6 3096 3096 3
101010 8 64 2 01086 4 2
1110111098 76 5 43 2 1

Tabulka 3.9.: Tabulka nasobeni ,modulo 12“ s ¢isly 0 aZ 11.

Vsimnéte si, Ze operace ndsobeni modulo 12 neni uzaviend na mnoziné nenulovych ¢isel {1,2,...,11}.
Naptiklad 3-8 = 0. To mj. znamena, ze trojice (Z12,+, -) nent téleso.

Vlastnosti kongruenci modulo m
Pro dvé ¢isla kongruentni modulo m plati nasledujici lemmata.

Lemma 3.7. M¢&jme celd éisla a, b a pFirozené ¢islo m. Potom a = b (mod m) prdvé tehdy, kdyz
m | (b—a).
Diikaz. Tvrzeni méa tvar ekvivalence, ukdzeme obé implikace.
,= Jestlize plati a = b (mod m), tak podle definice kongruence existuji takova celd ¢isla ¢, go, r, kde
0 <r < m ze plati

a=qgm-+r, b=gm-+r.

Vsimnéte si, ze zbytek po déleni ¢islem m je pro obé€ éisla a, b stejny. Rozdil ¢isel a — b pak je roven
a—b=(gm+71)—(@2m+7r) = (g1 — g2)m.

To ale znamena, ze a — b je ndsobkem modulu m, neboli, ze m déli a — b.
»<=“ Jestlize m déli a — b, tak existuje takové celé ¢islo k, ze a — b = mk. To ale znamenda a = b + mk.
Dale ozna¢me zbytek po déleni ¢isla a ¢islem m ozna¢me r. To znamend, Ze existuje takové celé cislo ¢,

ze
a=gqm-+r,

kde 0 < r < m. Dosazenim do levé strany rovnosti dostane
b+ mk=qm+r.

Odtud vyjadiime b = (¢ — k)m +r, kde 0 < r < m. Rozdil celych ¢isela g — k je jisté celé ¢islo. To znamena,
ze b dava po déleni ¢islem m stejny zbytek r jako ¢islo a. (Il

Lemma 3.8. Mé¢jme celd ¢isla a, b a prirozené ¢islo m. Potom a =b (mod m) prdvé tehdy, kdyZ existuje
celé cislo k takové, Ze b = a + km.

Diikaz je ponechan jako Cviceni 3.3.1.

Koneéna télesa a kongruence
Méjme mnozinu A. Kazda relace ekvivalence na mnoziné A jednoznacné urcuje néjaky rozklad mnoziny A
a naopak, z kazdého rozkladu mnoziny A je mozno jednozna¢né sestavit relaci ekvivalence na mnozné A.

Protoze relace kongruence je relaci ekvivalence na mnoziné vsech prirozenych ¢isel, tak tato relace urcuje
rozklad mnoziny Z na tridy ekvivalence. Také se jim Tika zbytkové tridy modulo m. Zbytkové tr¥idy obvykle
znacime @, ptipadné a,,, kde a € @ je reprezentant tiidy @ a m je modul relace kongruence. Reprezentantem
muze byt libovolny prvek ttidy.

Jak jsme uvedli dfive, nejjednodussim prikladem konecénych téles jsou pravé télesa zbytkovych t¥id
modulo p, kde p je prvocislo.

V algebie bylo ukdzano, ze tiidy rozkladu 0,1,...,m — 1 pii n&jakém pevné zvoleném modulu m tvofi
faktorovou grupu s operaci s¢itani komplext (zbytkovych tfid) a tiidy s operaci nasobeni komplext tvoii
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grupoid. Pokud je modul m prvoéislem, tak tf¥idy tvoii (kone¢né) téleso s operacemi s¢itdni a nésobeni
zbytkovych tiid, které znac¢ime (Z,, +,-).

Pokud vsak m neni prvocislo, tak operace s¢itani nenulovych zbytkovych tfid netvofi grupu a takovy
okruh (Z,,,+, -) téleso netvori.

Pfi pocitani se zbytkovymi t¥idami (ndsobeni a séitani) miZzeme pékné vyuzit reprezentantii a vlastnosti
zbytkt pii daném modulu. Naptiklad v Zjg je 419 - 919 = 4- 910 = 3610 = 619. Vypodet miiZe byt jeste
jednodussi, pokud si uvédomime, Ze 919 = —110, potom 43¢ - 919 = 410 - —110 = —410 = 610.

ISBN-10 kéd
Vétsina dnesnich knih méa pfifazeny ISBN kéd (International Standard Book Number). Kazdd kniha ma
svtj unikatni ISBN kéd, pricemz ¢isla ISBN kédu jsou volena tak, aby umoznila detekovat nejbéznéjsi chyby,
které pti psani kédu mohou vzniknout.

Do roku 2007 se pouzival ISBN-10 kéd, jehoz kédova slova jsou vybrana slova délky 10 v jedenactkové
soustavé. Prvnich devét cifer je vzdy voleno mezi ciframi 0 az 10, desata vSak muze nabyvat hodnoty 10,
ktera se zapisuje jako X. Kédova slova x1, xa, ..., 210 splinuji kontrolni schéma

Vsimnéte si, ze kontrolni schéma muze byt ekvivalentné zapsano dvéma zptsoby

10 10
Z(ll — i)z = sz, =0 (mod 11).
i=1 i=1

Priklad 3.26. Ukazeme, ze ISBN-10 kéd detekuje jednu chybu.
Predpokladejme, ze v zapisu ISBN-10 kédu dojde k jedné chybé. Misto kédového slova x1, s, ..., x19 bude

pfijato kédové slovo y1,y2,. .., y10, které se lisi v jediné ciffe y; = z; + a, kde a # 0. Pro ostatni cifry plati
yi =ax; proi=1,2...,10, i # j. Dosazenim do kontrolniho schematu dostaneme

10 10

Ziyi = ZZ% +ja=04ja (mod 11).

i=1 i=1

ProtoZe a # 0 a j # 0, tak soucin aj Z0 (mod 11), nebot téleso (Z11,+, ) nema délitele nuly. Kontrolni
soucet nevyjde nulovy a chyba bude detekovana. v

Piiklad 3.27. Ukéazeme, ze ISBN-10 kéd detekuje transpozici libovolnych dvou znakt.

Predpokladejme, ze v zapisu ISBN-10 kédu dojde k prohozeni libovolnych dvou znakt. Misto kédového
slova, x1,x2,...,x10 bude piijato kédové slovo yi,¥2,...,¥y10, které se lisi prohozenim dvou cifer y; = x
a yr =z, kde 1 < 35,k <10, j # k. Dosazenim do kontrolniho schematu dostaneme

10 10
Ziyi = Zl% + jag — kxy — (kx; — jo;) = (j — k)(ze — ;) =0 (mod 11).
i=1 i=1

Protoze j —k # 0 a x, — x; # 0, tak soucin (j — k)(zx — ;) #0 (mod 11), nebot téleso (Z11,+,-) nema
délitele nuly. To znamend, ze ISBN-10 kéd detekuje chybu. v

Priklad 3.28. Ukdazeme, Ze minimélni vzdalenost dvou kédovych slov ISBN-10 kédu (neboli dvou platnych
ISBN-10 kéda) je 2.
Tvrzeni ukazeme pifimo. Abychom ukézali, Ze nejmensi vzdalenost neni vétsi nez 2, staci najit dva platné
ISBN kody, které se lisi ve dvou cifrach. Napriklad 1500000000 je platny ISBN-10 kéd a soucasné 3400000000
je platny ISBN-10 kéd, a pritom Hammingova vzdalenost téchto dvou slov je 2. To znamend, ze minimalni
vzdéalenost ISBN-10 kédu je nejvyse 2.

Na druhou stranu podle Cviceni 3.26. vime, ze ISBN-10 kéd detekuje jednu chybu, proto minimélni
vzdalenost ISBN-10 kédu je alesponi 2. Celkem dostadvame, Ze miniméalni vzdélenost ISBN-10 kédu je 2. v

ISBN-13 kéd

Od roku 2007 se pouziva tiinactimistny ISBN-13 kdd, jehoz kédova slova jsou vybrana slova v desitkové
(nikoliv jedendctkové!) soustavé. Prvnich dvandct cifer je opét vybirdno z cifer 0 az 9 a tfindcta cifra je
doplnéna tak, aby kédova slova x1, 9, ..., 213 vyhovovala schématu

I + 3$2 + I3 + 3£C4 + Is5 + 3556 + i + 3%8 + T9 + 3.’E10 + 11 + 3%12 + T3 = O (mod 10)
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Dikaz, ze ISBN-13 kéd odhali jednu chybu i velkou ¢ast transpozic sousednich cifer je ponechano jako
Cviceni 3.3.6. a 3.3.8.

Cviceni

3.8.1. Dokazte Lemma 3.8.: Pro celd ¢isla a, b plati a =b (mod m) prdvé tehdy, kdyz existuje celé ¢islo
k takove, Ze b= a + km.

3.8.2.  Vypoditejte zbytek po déleni a) 2'°mod 7, b) 3°°mod 5,

3.83.3.  Ukazte, Ze druhd mocnina libovolného celého cisla je kongruentni s 0 nebo 1 modulo 4.

3.8.4. Najdéte tvrzeni analogicka ke Cviceni 3.3.3. i pro zbytky a) modulo 3, b) modulo 5.

3.8.5. Kolik chyb dokaze opravit ISBN-10 kod?

3.8.6.  Kolik chyb dokadze detekovat ISBN-13 kod?

3.8.7.  Kolik chyb dokdze opravit ISBN-13 kod? Své tvrzeni dokazte.

3.8.8. Ukazte, ze ISBN-13 kdd dokaze detekovat prohozeni dvou sousednich cifer, které se nelisi o 5. Lze
pomoci ISBN-13 detekovat prohozent libovolnych dvou cifer?

3.8.9. Jakd je minimdlni vzddlenost ISBN-13 kodu?

3.8.10. Pro jednoduchost predpoklddejme, Ze vSechna slova ISBN-10 kddu, kterd spliiuji kontrolni schéma (4),}
jsou planym slovem ISBN-10 kodu. Jakd je velikost ISBN-10 kodu?

3.4. Vektorovy prostor

V podkapitole 2.2. jsme ukazali, ze pfi sestavovani kédovych slov mtzeme provadét operace s jejich
jednotlivymi soufadnicemi. Mtizeme séitat i ndsobit pfislugné symboly jako prvky ¢iselného télesa F(q), kde
q je prvocislo, pripadné mocnina prvocisla. Nyni tento postup zobecnime. Budeme pocitat s kédovymi slovy
jako s prvky vektorového prostoru, tj. budeme je (po slozkach) s¢itat a budeme je nésobit prvkem télesa F(q)
(nasobit skaldrem).

Operace s vektory
Predpoklddejme, Ze ¢ je mocnina prvocisla a GF(q) je konecné téleso s n prvky.

Definice Mnozinu vSech uspofddanych n-tic prvka z GF(q) ozna¢me V(n,q). Prvky mnoziny V(n,q)
budeme znacit ¥ = (x1,22,...,2,) a budeme jim fikat vektory. Prvkiim mnoziny GF(q) budeme fikat
skaldry.

Vsimnéte si, ze slova i kédova slova mutzeme chapat jako prvky vektorového prostoru a naopak vek-
tory vektorového prostoru odpovidaji slovim zavedenym v podkapitole 1.2. Zavedeme néasledujici obvyklé
operace.

Definice Méjme dva vektory &,y € V(n,q), kde & = (x1,29,...,2n), ¥ = (Y1,Y2,- - -, Yn). Soucet vektori
je operace na mnoziné V(n, q) definovana nésledujicim zpusobem.

f+27: (:El +y17x2+y21"'awn+yn>
Nasobeni vektory skalarem a € GF(q) je operace V x GF(q) — V definovana nésledujicim zptsobem.

aZ = (ax1,axs,...,az,)

Nyni mtzeme vyslovit nasledujici definici

Definice Mnozinu V' (n, ¢) pro néjaké prirozené ¢islo n a vhodné pfirozené ¢islo ¢ spolecné s télesem GF(q)
a spolec¢né s operacemi sc¢itani vektori a nasobeni vektort skalarem nazveme vektorovy prostor nad télesem

GF(q).

Priiklad 3.29. Uvedeme nékolik jednoduchych prikladi vektorovych prostoru.
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1) Mnozina V' (n,2) bindrnich vektorti délky n spolu s operacemi s¢itani vektort po slozkdch a (trivialné
definovanym) nésobenim 0 a 1 je vektorovy prostor. Mnozina V' (n,2) obsahuje 2™ vektort.

2) Mnozina V (n, q) vSech g-arnich vektort délky n, kde ¢ je mocnina prvodisla, spolu s operacemi s¢itani
vektorii po slozkich a ndsobkem vektoru je vektorovy prostor. Mnozina V'(n, q) obsahuje ¢" vektort.

3) Mnozina V' (3, 3) je mnozina vSech ternarnich vektora délky 3 spolu s operacemi séitéani vektort po sloz-
kéch a nasobkem vektoru je vektorovy prostor. Mnozina V' (3, 3) obsahuje 27 vektori.

Neni tézké dokazat, ze pro soucet vektort a pro soucin skalaru s vektorem plati nasledujici tvrzeni.

Véta 3.9. Pro kazdé @, v,w € V(n,q) a kaZdé a,b € GF(q) plati

(1) U+ v e V(n,q), (uzavienost)
(i) i+ U =7+, (komutativita)
(#3) (U4 V) + 0 =0+ (4 + ), (asociativita)
(iv) pro nulovy vektor 0= (0,0,...,0) plati O+id=wat+0=1, (nulovy vektor)
(v) opaény vektor k vektoru @ je vektor —i = (—u1, —us, . .., —uy) a plati @ + (—i@) = 0, (opacny vektor)
(vi) atl € V(n,q), (uzavienost vzhledem k ndasobeni skaldrem)
(vii) a(d + ¥) = at + av, (distributivita vzhledem ke scéitani vektori)
(viii) (a + b)d = at + b, (distributivita vzhledem ke scitani skaldri)
(iz) (ab)i = a(bi), (asociativita vzhledem k ndsobeni skaldrem,)
(x) 1u =, kde 1 je jednicka télesa GF(q). (invariance vektoru pri ndsobeni jednickou)

Dikaz vynechame.

Vektorovy podprostor

Podmnozina C' mnoziny V(n,q), kterd je sama vektorovym prostorem, se nazyva vektorovy podprostor.
Pokud podmnozina C' obsahuje pouze vektor 0, tak C' je trividlni podprostor, v opaéném piipadé méme
netrividlni vektorovy podprostor.

Piiklad 3.30. Uvedeme nékolik jednoduchych ptikladia podprostort.

1) V prostoru V (n, q) oznac¢ime A; = {(0,...,0,2;,0,...,0) : 2; € GF(q)} proi =1,2,...,n. Mnoziny A;
tvoii podprostory v prostoru V(n,q) (Pfiklad 3.31.). Mnozina A; obsahuje ¢ prvka.

2) Oznacme F,, mnozinu vSech bindrnich vektorti sudé véhy v prostoru V(n,2). Mnozina E,, je podpro-
storem V(n,2). Mnozina E,, obsahuje 2"~! prvki.

3) Oznaéme L,, mnozinu vSech binarnich vektort liché vahy v prostoru V(n,2). Mnozina L, neni pod-
prostorem V'(n, 2).

4) Mnozina C = {6} je trividlni podprostor kazdého vektorového prostoru, obsahuje jediny prvek.

V kazdém vektorovém prostoru V (n, ¢) najdeme trividglni podprostor {0} a nevlastni podprostor V (n, q).
Podprostor se nazyva netrividlni podprostor prostoru V(n,q), jestlize obsahuje alespoii jeden vektor rizny
od vektoru 0.

Abychom ovéfili, Ze podmnozina m C V(n, q) je vektorovym podprostorem, nemusime ovéfovat vSechny
vlastnosti definice vektorového prostoru.

Véta 3.10. Méjme neprazdnou podmnozinu M C V(n,q). M je vektorovym prostorem pravé tehdy, kdyz
jsou splnény obé nasledugici vliastnosti:

(i) pro kazdé u,v € M je i+ v € M,

(i1) pro kazdé @ € M a kaZdé a € GF(q) je ati € M.

Diikaz.

»2=“ Obé vlastnosti plynou ihned z definice vektorového prostoru.

,<=“ Stadél ukdzat, Ze ostatni vlastnosti plynou z faktu, ze V(n, q) je vektorovym prostorem. Dikaz vyne-
chame. O

Priklad 3.31. Ukazeme, ze A; je podprostorem prostoru V(n, q).

Ovéfime predpoklad Véty 3.10. Pro libovolné dva prvky @ = (0,...,0,u;,0,...,0), ¥ = (0,...,0,u;0,...,0)
z mnoziny A; plati @+ ¢ = (0,...,0,u;,0,...,0) 4+ (0,...,0,v;,0,...,0) = (0,...,0,u; + v;,0,...,0) € A;.
Podobné pro libovolny prvek @ = (0,...,0,u;,0,...,0) z mnoziny A; a libovolny prvek a € GF(q) plati
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at = a(0,...,0,u;0,...,0) = (0,...,0,a - u;,0,...,0) € A;. Podle Véty 3.10. je A; podprostorem V' (n,q).
v

Ovéfreni, zda dand mnozina tvori podprostor, mizeme jesté zjednodusit. Dvé podminky Véty 3.10. je
mozno shrnout do podminky jediné.

Véta 3.11. Méjme neprazdnou podmnozinu M C V(n,q). M je vektorovym prostorem pravé tehdy, kdyz
je splnéno, Ze pro kazdé u,v € M a kaZdé a,b € GF(q) je ai+ bv € M.

Diikaz je ponechan jako Cviceni 3.4.1.

Priklad 3.32. M¢jme mnozinu B;; = {(0,...,0,2;,0...,0,...,0,2;,0,...,0) : z;,2; € GF(q)} je vekto-
rovym podprostorem V'(n,q). UkéZzeme, ze B;; je podprostorem prostoru V(n,q).

Pro libovolné dva prvky @ = (0,...,0,4,0,...,0,u;,0,...,0), 7 = (0,...,0,v;,0,...,v;,0,...,0) z mno-
ziny B;; a libovolné dva prvky a,b € GF(q) plati pro at + b0 = a(0,...,0,4;,0,...,0,u;,0,...,0) +
+5(0,...,0,v;,0,...,0,v;,0,...,0) = (0,...,0,a(u;+v;),0,...,0,b(u; +v;),0,...,0) € B;;. Podle Véty 3.11.
je Bi; podprostorem V(n, q). v
Linearni kombinace

Pfipomefime, Ze v tomto textu se soustfedime pievazné na konecné vektorové prostory. Rada pojmi je vsak
definovana v obecném vektorovém prostoru.

Definice Méjme vektory iy, Us, ..., 4. € V(n,q) a skalary a1, as,...,a, € GF(q). Vektor aiiy + asils +
+ - -+ + a, v, nazveme linedrni kombinaci iy, Us, ..., U.

Neni tézké ukazat nésledujici tvrzeni.

Véta 3.12. Linearni kombinace vektoru tvori podprostor
Méjme vektory Uy, Us, ..., 4, € V(n,q). MnoZina

{arty + agtis + -+ - + a, Uy a1, a9,...,a, € GF(q)}

tvori vektorovy podprostor prostoru V(n,q).

Dikaz. Tvrzeni dostaneme opakovanym pouzitim Véty 3.11. (]

Priklad 3.33. Uvedeme nékolik prikladi.

1) V prostoru V(n, q) oznac¢ime vektor @ = (0,...,0,1,0,...,0). Mnozina linedrnich kombinaci {at : a €
GF(q) tvoii podprostor A; v prostoru V(n,q). Mnozina A; obsahuje ¢ prvkii.

2) V prostoru V(n, ¢) ozna¢ime dvojici vektort @ = (1,,0,...,0), 7= (0,1,0,...,0). Mnozina linedrnich
kombinaci B = {at + b0 : a,b € GF(q) tvofi podprostor B v prostoru V(n,q). Mnozina B obsahuje
¢% prvku.

3) Oznaéme F,, mnozinu vSech binarnich vektort sudé véhy v prostoru V'(n,2). Mnozina E,, je podpro-
storem V(n,2). MnoZina E,, obsahuje 2"~ ! prvki.

4) Ozna¢me L,, mnozinu vSech bindrnich vektort liché vahy v prostoru V'(n,2). Mnozina L, neni pod-
prostorem V'(n, 2).

5) Mnozina C' = {6} je trivialni podprostor kazdého vektorového prostoru, obsahuje jediny prvek.

Dalsi dilezity pojem je linearni nezavislost vektort.
Definice Mnozina vektort {1, ds, ..., 4.} C V(n,q) se nazyva linedrné zavisld, jestlize existuje mnoZina
skalari aq, as,...,a, € GF(q) takova, ze ne vSechny skalary jsou nulové a plati

a1ty + astis + -+ + apt, = 0.

Naopak, mnozina vektort {uy,ds, ..., 4.} C V(n,q) se nazyva linedrné nezdavisld, jestlize z rovnosti aq; +
+ agtls + -+ - + apt, = 0 plynou rovnosti a; = as = a, = 0.
Strucné mluvime také o linedrné zavislych a linedrné nezavislych vektorech.

Piiklad 3.34. Uvedeme nékolik piiklada linedarné nezavislych mnozin vektoru.

1) Mnozina vektoru {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} je mnozina n linedrné nezavislych
vektortl v libovolném vektorovém prostoru V(n,¢) nad GF(q).
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2) Mnozina vektori {(1,1,0),(1,0,1)} je mnozina dvou lineadrné nezavislych vektort ve vektorovém pro-
storu V(3,2) nad GF(2).

3) Trojice vektora {(1,2,0),(2,1,1),(0,2,0)} je mnozina linedrné nezavislych vektort v prostoru V' (4, 3)
(Cviceni 3.4.4.).

4) Ozna¢me F,, mnoZinu vSech binarnich vektorti sudé vahy v prostoru V(n,2). MnoZina F,, nikdy neni
mnozinou linearné nezavislych vektorti, protoze obsahuje vektor 0.

5) Ozna¢me X,, mnozinu vsech nenulovych binarnich vektoru sudé vahy v prostoru V'(n,2). Mnozina X,,
je mnozinou linedrné nezavislych vektortt pouze pro n = 2, nebot Xy = {(1,1)}. Pro vétsi n mno-
Zina X, obsahuje trojici linedrné zavislych vektora (0,1,1,0...), (1,0,1,0...), (1,1,0,0...),

Baze

Mnozina M vektord z prostoru V(n, ¢) miize, ale nemusi byt vektorovym prostorem. M4 vSak smysl zkou-
mat nejmensi takovy podprostor prostoru V'(n,q), ktery mnozinu M obsahuje. Dostavame tak pfirozené
nasledujici pojem.

Definice Generujici mnozina

Méjme mnozinu vektort M = {u,us,...,u,.} prostoru V(n,q). Mé&me podprostor C' prostoru V(n,q)
takovy, ze kazdy vektor v € C' muze byt vyjadieni jako linearni kombinace vektori mnoziny M. Mnoziné M
fikdme generujici mnozina podprostoru C.

Priiklad 3.35. Uvedeme nékolik piiklada generujicich mnozin vektort.

1) Mnozina vektora {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} je generujici mnozina vektorového
prostoru V(n, ¢) nad GF(q).

2) Mnozina vektori {(1,1,0),(1,0,1)} je generujici mnozina vektorového prostoru Fs, neni vSak generujici
mnozinou vektorového prostoru V(3,2).

3) Mnozina F,, i mnozina X,, jsou generujici mnoziny vektorového prostoru E,,, nejsou vak generujicimi
mnozinami prostoru V(n, 2).

4) Mnozina L, je generujici mnozina prostoru V(n,2).

Jestlize generujici mnozina vektorového podprostoru je navic mnozina linearné nezavislych vektori, tak
mame bazi podprostoru.

Definice Méjme mnozinu vektort M = {1, U, ..., u,} prostoru V(n,q). Jestlize M je linedrné nezdvisla

generujici mnozina néjakého podprostoru C, tak M nazyvame bdze podprostoru C.

Priklad 3.36. Uvedme nékolik jednoduchych piikladit bazi.

1) Kanonické baze celého prostoru V(n, q) je tvofena mnozinou vektorii
{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}.

2) Mnozina vektori {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} tvori bazi prostoru V (3, ¢) pro libovolné q.

Obecnéjsi priklady jsou uvedeny ve cvi¢enich.
Otazka: Ma kazdy prostor bazi?

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze z kazdé generujici mnoziny je mozno vybrat bazi. VSimnéte si, Ze tvrzeni
sice plati i pro nekonecné velké vektorové prostory, je vSak formulovano a dokazano jen pro konecné prosotry.

Véta 3.13. Méjme netrividlni podprostor C' prostoru V(n,q). KaZdd koneénd generujici mnoZina M pod-
prostoru C' obsahuje bazi C.

Dikaz. Tvrzeni dokdZeme pfimo. Méjme mnozinu vektora M = {u,s,...,u,} podprostoru C' pro-
storu V(n, q). Jestlize M je mnoZina nezavislych vektorti, tak M je hledand béze.

Jestlize M je mnozina zavislych vektori, tak podle definice linedrni zavislosti existuje mnozina skalarnich
prvki aq,asg, ..., a, € GF(q) takovych, Ze ne vSechny jsou nulové a plati

R
a1 + astis + -+ + a,t, = 0.
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Jestlize a; # 0, tak v GF(q) existuje a;l a mizeme vyjadfit

T
’LZ]' = aj_l Z aﬂ?i s (5)

i=1,i#j

a proto vektor u; je linedrni kombinaci zbyvajicich vektorti a mizeme jej z generujici mnoziny M vynechat.
Dostaneme mnozinu M’, kterd je stale generujici mnoZzinou podprostoru C, nebof v kazdém vyjadieni
libovolného vektoru ¢ € C' mizeme nahradit @; vztahem (5), ¢imz vektor @; nebude v mnoziné generujicich
vektort potieba.

Jestlize M’ je mnoZina linedrné nezavislych vektort, tak mame hledanou béazi. Pokud je M’ mnoZina
zévislych vektorti, opét néktery z vektori vynechdme. Cely postup je koneény, nebot mnoZina M je konecné.
Po konefném poctu krokti dostaneme mnozinu linedrné nezévislych vektort (jisté alespon jeden nenulovy
vektor v mnoziné M’ zistane) a mame hledanou bazi. O

Pfedchozi véta fikd, Ze baze je v jistém smyslu minimalni generujici mnozina. Abychom vyjadiili
vS8echny vektory podprostoru C, potfebujeme vSechny vektory baze, zadny neni nadbytecny. Néasledujici
tvrzeni ukazuje, Ze v takovém piipadé je nejen mozno kazdy vektor podprostoru C' vyjadfit jako linearni
kombinaci vektord béze, ale navic je toto vyjddfeni jednozna¢né az na poradi vektori.

Véta 3.14. Véta o jednoznacném vyjadreni v bazi
Méjme bazi {ty, U, .. ., U} podprostoru C prostoru V(n,q). Potom

(i) kazdy vektor v € C' mize byt vyjadren jako linedrni kombinace vektord iy, Us, ..., Uy, jednoznacéné az
na poradi vektori,
(ii) podprostor C obsahuje pravé q* vektori.

Diikaz. Ukazeme postupné obé casti tvrzeni.
(i) Postupujeme sporem. Podle definice vime, ze kazdy vektor ¢ € C' umime vyjad¥it pomoci vektori

béze {1, Uz, ..., U }. Piedpoklddejme, Ze mdme dvé riznd vyjddieni vektoru @ € C v bazi {uy, U, ..., U},
napiiklad ¢ = a1@; + astle + -+ + aptiy a ¥ = byl + botis + - - - + by, kde alespori nékteré koeficienty se
lisi, tj. a; # b; pro n&jaké i = 1,2,... k. Odectenim obou vyjadieni dostaneme

(a1 — bl)’L_L'l + (a2 — bg)’l_jQ 4+ .- 5 —|—(ak — bk)’L_L'k = 6

Koeficient a; — b; # 0. Dostédvame spor, nebot vektory baze {1, us,..., U} jsou linedrné nezavislé. To
znamena, ze a; = b; pro vechna i = 1,2, ..., k, a proto je vyjadieni kazdého vektoru ' v bézi {uy, U, . .., Uy}
jednoznacné.

(i) Existuje ¢* riiznych k-tic skalarnich prvki ai,as,...,ar € GF(q). Kazda takova k-tice dava podle jiz
dokdzané ¢asti (i) jinou linedrni kombinaci vektort béze {1, s,...,ur}. Proto podprostor C obsahuje
pravé ¢F rtznych vektort. O

Kazdé dvé baze daného podprostoru maji stejny pocet vektorti, nebot podprostor C' mé pravé ¢~ prvki,
kde k je pocet vektort baze. Mizeme mit rtizné baze téhoz podprostoru, vsechny vsak maji stejny pocet k
vektord. Nyni mizeme vyslovit nasledujici definici. Jeji korektnost vyplyva z Véty 3.14.
Definice Méjme podprostor C' prostoru V'(n,q). Pocet vektori béze podprostoru C' nazyvame dimenze

prostoru C'. Znac¢ime ji dim(C).

Piiklad 3.37. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladi dimenze.

1) Prostor V(n,q) ma dimenzi n.
2) Podprostor E,, prostoru V(n,q) mé dimenzi n — 1 (Cviceni 3.4.3.).
3) Podprostory A; prostoru V(n,q) z Piikladu 3.30. maji dimenzi 1 (Cvieni 3.4.5.).

Cviceni

3.4.1. Dokazte Vetu 3.11.

3.4.2.  Najdéte priklad baze podprostoru E,, prostoru V(n,?2).

3.4.8.  UkaZte, Ze dimenze podprostoru E,, prostoru V(n,2) jen — 1.
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3.4.4. UkaZte, Ze a) trojice vektord {(1,2,0),(2,1,1),(0,2,0)} tvori mnoZinu linedrné nezdavislych vektord
v prostoru V(4,3), b){(1,2,0),(2,1,1),(0,0,2)} neni linedrné nezavisld mnozina vektori.

3.4.5.  Urcete dimenzi podprostoru A; prostoru V(n,q) z Prikladu 3.30.
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Kapitola 4. Uvod do linearnich kédu

V této kapitole spojime poznatky z predchozich kapitol. Budeme sestavovat kédy, jehoz kédova slova
budou soucasné vektory né€jakého vektorového prostoru. Ukézeme, jaké vyhody takové kédy piinési.

4.1. Pojem linearniho kodu

Mé&jme kone¢né téleso GF(q). V celé kapitole budeme predpokladat, ze GF(q) je soucasné télesem s g
prvky (to znamend, Ze ¢ je pfirozend mocnina né&jakého prvoéisla) a soucasné tvoii abecedu Fj néjakého
kédu. Nyni ospravedlnime znaeni z pfedchozich kapitol, ze & znacilo jednak slovo mnoziny (Fj)" (nebo
dokonce kédové slovo néjakého kédu), ale soucasné oznacovalo také vektor néjakého vektorového prostoru.
Vektory budeme v dalsim textu povazovat za kédova slova a naopak. Bude tedy mit smysl kédova slova
s¢itat a dokonce nésobit skaldrem, tj. prvkem z GF(q).

Pfipometime, 7e ¥ = (x1, 3, ..., Z,) budeme struéné zapisovat jako 1z ...x,. MiZeme mluvit o zna-
cich slova Z, ale soucasné o soufadnicich vektoru Z.

Definice Méjme vektorovy prostor V' (n,¢) nad télesem GF(q) pro néjaké pfirozené ¢éislo n. Jeho podpro-
stor C' nazveme linedrnim kodem.

Uvédomte si, Ze podle Véty 3.10. je podmnozina C prostoru V(n, ¢) linedrnim kédem pravé tehdy, kdyz

(i) pro kazdé @,v € C jeu+ v € C,

(ii) pro kazdé 4 € C a kazdé a € GF(q) je ai € C.
Jinymi slovy: soucet kazdych dvou kddovych slov daného linedrniho kédu je opét kédovym slovem a dokonce
nasobek kédového slova je opét kédovym slovem. A naopak pokud soucet kazdych dvou kédovych slov je také

kédovym slovem a nasobek kazdého kédového slova je kédovym slovem, tak dany kéd je lineadrni. Vektorovy
prostor a linearni kéd jsou stejnym objektem, ktery muazeme zkoumat z ruznych hledisek.

Priiklad 4.1. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladu.
1) Kéd C z Piikladu 1.9. je linearni kéd.

kéd C =

Vsechna ¢tyfi kddova slova tvori vektorovy prostor V(2,2). Vsimnéte si, ze libovolnd linedrni kombi-
nace kédovych slov je opét kédovym slovem kédu Cf.
2) Kéd Cy z Prikladu 1.10. je linedrni kod.

000
011
101
110.

kéd Cy =

Soucet (a triviadlné i ndsobek) kédovych slov je opét kédovym slovem.
3) Kéd O3 z Prikladu 1.11. je linedrni kéd. Soucet i nasobek kédovych slov je opét kédovym slovem.

00000
01110
10101
11011.

kéd O =

4) Kéd Cp z Piikladu 3.5. je linearni kéd. Soucet i nasobek kédovych slov je opét kédovym slovem.

kéd Cr = {0000000,1000101,1100010,0110001, 1011000,0101100,0010110,0001011,
1111111,0111010,0011101,1001110,0100111, 1010011, 1101001, 1110100.}
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5) Kazdy g-arni opakovaci kéd délky n je linearni kéd.
6) Kdéd, ve kterém je kazdy vektor prostoru V(n,q) kédovym slovem, je linedrni kéd.

Pochopitelné ne kazdy kéd je linearnim kédem.
Piiklad 4.2. Uvedeme nékolik prikladt kédu, které nejsou linearni.

1) Kéd CY, ktery dostaneme z kédu Cy z Piikladu 1.10. vynechdnim posledniho kédového slova neni
linearni kod.
000
kéd Cf = { 011
101.
Uz se nejednéd o vektorovy podprostor. Neni pravda, Ze linedrni kombinace dvou kédovych slov je
kédovym slovem. Napiiklad 011 + 101 = 110, ale 110 ¢ C%.
2) Kéd CY, ktery vznikne z kédu Cj z Piikladu 1.11. pfiddanim kédového slova 00111 neni linedrni kéd.

00000
01110
kéd C4 = { 10101
11011
00111.

Opét se nejedna o vektorovy podprostor. Neni pravda, Ze linearni kombinace dvou kédovych slov je
kédovym slovem. Napiiklad 11011 + 00111 = 11100, ale 11100 ¢ C%.
3) Kdéd €', ktery vznikne z linedrniho opakovaciho kédu Cy délky 4 zaménou posledniho bitu neni linedrni

kéd. 0001
1110.

Uz se nejedna o vektorovy podprostor. Neni pravda, ze linedrni kombinace dvou kédovych slov je
kédovym slovem. Napiiklad 0001 + 1110 = 1111, ale 1111 ¢ C}. Navic ne kazdy nasobek kédového
slova se nachdzi v kédu €. Napiiklad 0 - 0001 = 0000, ale 0000 ¢ CY.

4) Zadny kéd sestaveny ze slov v desitkové soustavé neni linedrnim kédem, nebof neexistuje zadny vek-
torovy prostor nad GF(10).

kéd C = {

Dimenze linearniho kédu
Dimenze podprostoru, ktery je linedrnim kédem, je dulezitym parametrem, ktery dany linearni kéd charak-
terizuje.

Definice Méjme néjaky podprostor C' dimenze k prostoru V(n,q) nad GF(g). Linearni kéd C' budeme
znadit [n, k]-kéd. Cislo k nazgvame dimenze linedrniho kédu C. Pokud d je minimaln{ vzdélenost kédu C,
budeme kéd nékdy znadit [n, k, d]-kéd.

Vsimnéte si rozdilngch zavorek: kazdy g-arni linedrni [n, k, d]-kéd je soudasné (n,q*,d)-kéd. S vyuzitim
Véty 3.14. vime, 7e [n, k, d]-kéd ma pravé ¢* kédovych slov.

Je dobré si uvédomit, Ze opacna implikace neplati. Ne kazdy (n, ¢, d)-kéd je soucasné linearnim [n, k, d)-
kédem. Napiiklad kéd C} z Piikladu 4.2. je (4,2, 4)-kéd, avSak nejednd se o linearni kéd.
Priiklad 4.3. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladu.

1) Kéd Cy z Piikladu 1.9. je linedrni [2, 2]-kéd, respektive [2,2,1]-kéd, nebot d = dist C; = 1. VSechna
¢tyti kédova slova tvoii cely vektorovy prostor V(2,2) dimenze 2.

2) Kéd Cy z Piikladu 1.10. je linearni [3, 2]-kdd, respektive [3, 2, 2]-kéd, nebot d = dist C = 2. VSechna
¢tyti kédova slova tvoii vektorovy podprostor dimenze 2 ve vektorovém prostoru V(3,2) dimenze 3.

3) Kéd C5 z Prikladu 1.11. je linearni [5, 2]-kdd, respektive [5,2, 3]-kéd. Vsechna ¢tyii kédova slova tvori
vektorovy podprostor dimenze 2 ve vektorovém prostoru V(5,2) dimenze 5.

4) Kéd Cr z Prikladu 3.5. je linedrni [7, 4]-kéd, respektive [7, 4, 3]-kéd, nebot v Piikladu 3.5. jsme ukazali,
ze d = dist Cp = 3. VSech 16 kédovych slov tvofi vektorovy podprostor dimenze 4 ve vektorovém
prostoru V(7,2) dimenze 7.

5) Kazdy ¢-arni opakovaci kéd délky n je linearni [n, 1]-kéd, respektive [n,1,n]-kéd. Vsech ¢ kédovych
slov tvoii podprostor dimenze 1 vektorového prostoru V'(n,q) dimenze n.
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Otazka: Mohou existovat dva linedrni [n, k]-kédy C' a C’, které maji riznou minimalni vzdalenost d?

Priklad 4.4. Binéarni kéd C5 z Prikladu 2.3. neni linearni.

10000
11110
00011
01101

kéd C =

Vsimnéte si, ze kéd C5 neobsahuje kédové slovo 0 = 00000, a proto 0 nasobek zadného kédového slova nepatii
do mnoziny kédovych slov (5. To znamend, ze mnozina kddovych slov kédu Cs netvoii vektorovy prostor
a nejednd se o linearni kéd. Nemd smysl hovorit o dimenzi kédu Cs, ma vsak smysl urcit jeho miniméalni
vzdalenost. Ovérenim vsech Sesti dvojic kédovych slov vidime, ze dist C5 = 3.

Pozorovani z ptredchoziho prikladu muzeme pouzit pro snadné rozhodnuti u nékterych kédu, ze se
o linearni kéd nejedna.

Poznamka 4.1. Vektor 0 vzdy patfi do podprostoru C, coz znamena, ze kédové slovo 0 patii do kazdého
linearniho kédu. Velikost g-arniho linedrniho [n, k]-kédu je M = ¢*.

Vaha linearniho kédu
Ukézeme, Ze u linedrnich kédu je snadné uréit jejich miniméalni vzdélenost. Vahu vektoru « ve vektorovém
prostoru definujeme stejné jako vahu slova #, tj. poc¢et nenulovych soufadnic vektoru .

Definice Méjme linearni kéd C. Vaha linedrniho kodu C je nejmensi vaha nenulového kédového slova
a znaéime ji w(C').

Definici mizeme zapsat symbolicky
w(C) = min {w(u) i€ CL il # 6} .

Nejprve ukazeme, ze vzdalenost dvou kédovych slov linearniho kédu mtizeme snadno vyjadrit jako vahu
jejich rozdilu.

Lemma 4.1. Lemma o vzdalenosti

Méjme libovolné dva vektory T,y € V(n,q). Vzddlenost odpovidajicich kddovych slov & a i je dist(Z,y) =
=w(Z&— 7).

Diikaz. Diukaz tvrzeni je snadny. Vzdalenost dvou vektoru odpovida poctu rozdilnych soufadnic, tj. pocet
soufadnic, kde se T a g lisi. O

Vsimnéte si, ze pro ¢ = 2 tvrzeni Véty 4.1. odpovida tvrzeni Lemmatu 2.3. Pro ¢ > 2 je tvrzeni Véty 4.1.
obecnéjsi.

Minimalni vzdalenost linearniho kédu

Nyni mtzeme snadno vyjadfit minimalni vzdalenost linedrniho kédu jako jeho vahu.

Véta 4.2. Minimalni vzdalenost a vaha linearniho kédu
Méjme linedrni kod C. Plati dist(C) = w(C).
Diikaz. Rovnost ukdzeme tak, Ze odvodime dvé opacné nerovnosti.

V kédu C existuje dvojice kédovych slov &, ¥/, jejichz vzdalenost je rovna minimélni vzdalenosti kédu C.
V linedrnim kédu je jejich rozdil opét kédovym slovem a podle Lemmatu 4.1. a tento rozdil nemize mit
mensi vdhu nez mé jakékoliv nenulové kédové slovo. Plati dist(C) = dist(Z, §) = w(Z — §) > w(C).

Déle si uvédomime, Ze minimalni vzdalenost (kazdého, nejen linedrniho) kédu C' je nejvyse tak velka,
jako je vzdalenost kédovych slov od nulového kédového slova 0. Je-li Z slovo, které realizuje minimalni
vzdalenost kédu C, tak plati dist(C) < dist(Z, 0) = w(&) = w(C).

Celkem dostavame, ze v kazdém linedrnim kédu plati dist(C) = w(C). O

Vyhody linearnich kéda

Véta 4.2. 1iké, Ze zatimco u obecného kédu s M kédovymi slovy, kde M = |C|, je pro uréeni minimalni
vzdalenosti provérit vsech (A;[ ) vzdalenosti dvojic kédovych slov, tak u linedrniho kédu staci porovnat vahy
vSech M — 1 nenulovych kédovych slov. Pro velké kédy je ovéfeni mnohem snadnéjsi.
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Dalsi podstatnou vyhodou je, zZe existuji jednoduché algoritmy pro kédovani i pro dekédovani lineadrnich
kéda. Budeme se jim vénovat v Kapitole 5.

A dalsi vyhodou je, Ze zatimco u obecného kédu pro popis kédu musime zadat vsech M kédovych slov,
u linearniho kédu staci popsat vhodné vybrana kédova slova: bazi vektorového prostoru. Ostatni kédova
slova muzeme dopocitat, vyjadiime je jako vSechny mozné linedrni kombinace kédovych slov baze. S tim
souvisi i nasledujici definice.

Generujici matice linearniho kédu

Definice Méjme linedrni [n, k]-kéd C'. Matice rozméru k x n, jejiz fadky jsou tvofeny souradnicemi vektort
béze linearniho kédu C, se nazyva generujici matice kédu C.

Piiklad 4.5. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladii generujicich matic.
1) Generujici matice linearniho [2,1]-kédu Cy z Ptikladu 1.9. je

01
1 0]
2) Generujici matice linedrniho [3, 2]-kédu Cy z Pifkladu 1.10. je
0 1 1
1 0 1]°
3) Generujici matice linedrniho [5, 2]-kédu C5 z Prikladu 1.11. je
01 1 1 0
101 0 1]°
4) Generujici matice linedrniho [6, 2]-kédu C% z Prikladu 2.9. je
01 1 1 01
1 01 0 1 1|°

5) Generujici matice linedrniho [7, 4]-kédu Cr z Piikladu 3.5. je

O = = =
=
_ o O
OO O =
OO = =
O = O =
_ O = =

6) Generujici matice g-arniho opakovaciho linearni [n, 1]-kédu délky n je

1 1 ... 1].

Priklad 4.6. Koéd Cs z Prikladu 2.3. neni linedrni, proto nema smysl sestavovat jeho generujici matici.
Tady chybi ¢ast textu, kterou je treba doplnit.

Nevyhody linearnich kédu
Linearni kédy jsou podprostory vektorového prostoru V(n,q) a takovy prostor existuje pouze, pokud q je
téleso, tedy pokud ¢ je mocnina néjakého prvocisla.

Linedrni bindrni kédy pochopitelné existuji, nebot (Zs, +,-) je téleso. Avsak kédy v desitkové soustavé
nemohou byt linedrni, nebot neexistuje koneéné téleso fadu 10. Tuto nevyhodu lze zmirnit podobné jako
jsme ukézali na strané 34 pii popisu ISBN kédu. Sestavime kéd na mnoziné s vétsi abecedou (napiiklad
s jedenactkovou abecedou), av8ak pouzijeme pouze kédova slova, kterd maji soufadnice v desitkové soustavé.
Slova, kterd vyuzivaji symbol 10 (nebo X) prosté z kédu vynechdme. Vynechéni kédovych slov v8ak snizuje
velikost kédu M a pocet slov takového kédu nemiize dosahnout hodnoty A,(n,d).

Stejny problém by mohl teoreticky nastat i u obecného linedrniho kédu. Vime, ze hodnota A,(n, d) udéva
nejvétsi velikost kédu délky n s minimalni vzdalenosti d. Omezime-li se na linearni kédy, tak takové kédy
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by nemusely hranice A,4(n,d) dosdéhnout. Zpravidla se vSak ukazuje, ze nejvétsi hodnoty M lze dosdhnout
i v ramci linearnich kédi. Dokonce vSechny netrivialni perfektni kédy jsou linearni kédy.

Cviceni
4.1.1.  Sestavte generujici matici linearniho [n, 1, 1]-kddu.

4.1.2. Je kod Cy ze Cviceni 3.1.7. linearni? Pokud ano, najdéte néjakou jeho bazi.

4.2. Ekvivalence linearnich kdédu

V podkapitole 2.1. jsme zavedli pojem ekvivalence kédd. V tomto smyslu umime rozhodnout, zda
dva linedrni kédy jsou ekvivalentni. Nyni definice ekvivalence kédu pro linearni kédy zpfisnime. Aby dva
linearni kédy byly ekvivalentni, dovolime pouze takové permutace symboli na pevné zvolené soufadnici,
kterou dostaneme vynasobenim nenulovym skaldrem z télesa GF(q). Dostdvame tak nésledujici definici.

Definice Ekvivalence linearnich kédu

Méjme dva g-arni linearni kédy C, C’ nad télesem GF(q) stejné délky se stejnym poctem slov. Rekneme,
ze kédy C' a C' jsou ekvivalentni linedrni kddy, jestlize kéd C’ muiZze byt ziskan z kédu C' pomoci dvou typt
operaci:

(i) permutaci souradnic ay, as,...,a, vsech slov kédu,
(ii) nésobeni symbolf na pevné zvolené souradnici kédu nenulovym skaldrem z télesa GF(q).

Vsimnéte si, ze pro ekvivalentni linedrni kédy nedovolime libovolnou permutaci symbolid na pevné
zvolené soutfadnici, ale pouze takové permutace, které obdrzime vynasobenim nékterym nenulovym prvkem
z GF(q).

Priklad 4.7. Jestlize médme dva binarni linedrni kédy C a C’, tak rozhodnout o jejich ekvivalenci znamené
provéfit pouze permutace sloupcii popsané vlastnosti (i) v definici, nebot je pfipustnd pouze jedina permutace
prvkt na kazdé pevné zvolené souradnici: nasobeni nenulovym prvkem je nasobeni prvkem 1.

Priklad 4.8. Mgéjme binadrni kéd Cs z Prikladu 2.3.

10000
11110
00011
01101.

kéd Cs =

Koéd Cjy je ekvivalentni kédu Cs z Prikladu 1.11., avSak meni ekvivalentni jako linedrni kéd, nebot kéd Cj
neni linearni (neobsahuje kédové slovo 0).

Priklady dvou ekvivalentnich ternarnich kédu a neekvivalentnich linearnich kédu.

Tady chybi éast textu, kterou je treba doplnit.

Generujici matice ekvivalentnich linearnich kédua
Na strané 44 jsme zavedli generujici matici linearniho kédu. Nasledujici véta ukazuje, jak spolu souvisi
generujici matice dvou ekvivalentnich linearnich kdéda.

Véta 4.3. Véta o generujicich maticich ekvivalentnich linearnich kédu

Dvé generujici matice rozméru k x n generuji ekvivalentni linedrni [n, k]-kddy nad télesem GF(q), jestliZe
jedna matice mize byt z druhé matice ziskdna posloupnosti nasledujicich kroku:

(R1) libovolnd permutace Tddki,

(R2) roznasobent tadku nenulovym skaldrem z télesa GF(q),

(R3) prictent libovolné linedrni kombinace ostatnich fadki k jinému rddku,

(S1) libovolnd permutace sloupci,

(52) rozndsobeni sloupce nenulovym skalarem z télesa GF(q).

Diikaz. Réadkové operace (R1), (R2) a (R3) zachovajf linedrni nezdvislost fadkii generujici matice. Nahradi
jednu bazi kédu stejnou nebo jinou bézi stejného kédu se stejnym pocétem vektori. Upravend matice generuje
totozny podprostor vektorového prostoru, generuje proto stejny kod.
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Sloupcové operace (S1) a (S2) pfevedou matici na generujici matici ekvivalentniho kédu. Jeding rozdil
spociva v tom, Ze nedovolime libovolnou permutaci symbolta ve sloupci, ale pouze takové permutace, které
dostaneme roznasobenim nenulovym skalarem télesa. O

Ekvivalentni tpravy popsané ve Vété 4.3. umoznuji generujici matici upravit na vhodny tvar, idealné
na takovy tvar, ktery je prehledny a umozni snadny proces kédovani. S tim souvisi nasledujici definice.

Definice Méjme generujici matici B linearnfho [n, k]-kédu o rozméru k x n. Rekneme, 7e matice B je
v standardnim tvaru, jestlize mé tvar [I;|A], kde I; je jednotkovd matice fddu k a A je néjakd matice
o rozméru k x (n — k).

Priklad 4.9. Uvedeme nékolik pfiklada generujicich matic a generujicich matic v zdkladnim tvaru.

1) Generujici matice linedrniho [2, 1]-kédu C z Piikladu 1.9. je

0 1

1 0"
Tato matice neni v zakladnim tvaru. Vezmeme-li oba fadky v opa¢ném poradi, dostaneme generujici
matici stejného linearniho [2, 1]-kédu Cq, ktera je v zédkladnim tvaru.

o 1)

2) Generujici matice g-drniho opakovaciho linearni [n, 1]-kédu délky n je trividlné v zékladnim tvaru.

1 1 ... 1].

Nésledujici véta fika, Ze generujici matici kazdého linedrniho kédu mutzeme pomoci uprav popsanych
ve Vété 4.3. pfevést na standardni tvar. Misto libovolného linedrniho kédu tak vzdy mtizeme vzit ekvivalentni
linearni kéd, jehoz generujici matice je ve standardnim tvaru.

Véta 4.4. Uprava generujici matice na standardni tvar
Méjme generujici matici B linedrniho q-arniho [n, k]-kodu. Provedenim operaci (R1), (R2), (R3) (51) a (S2)

miZe byt generujici matice B prevedena do standardniho tvaru [ I;|A].

Diikaz. Dikaz je pfimy, konstruktivni. Pro ndzornost ozna¢me 7,7, ..., 7, fadky matice B a déle ozna¢me

51, 52,..., 5, sloupce matice B. Prvky matice B oznac¢me b; ;, hodnota b;; se méni v pribéhu operaci.
Opakovanim déle uvedenych krokt pro kazdy sloupec j = 1,2,...,k upravime prvnich & sloupct ma-

tice B do pozadovaného tvaru, kdy prvek b;; =1 a b;; = 0 pro ¢ # j.
V dalsim pfedpokladejme, Ze matice B m4 jiz prvnich j—1 sloupcii upraveno do pozadovaného tvaru (6).

[1 0 -+ 0 by -+ by |
0 1 -+ 0 by - by
B=0 0 1 b1 b 1m (6)
0 0 0 b bin
0 0 0 by bkn |

Krok 1

Jestlize prvek b;; # 0, pokracuj krokem 2. Jestlize prvek b;; = 0 a pro néjaké i > j je prvek b;; # 0, pomoci
operace (R1) prohodime fadky 7; a 7. Jestlize prvek b;; = 0 a pro kazdé i > j je prvek b;; = 0, tak najdeme
takovy sloupec k > j, ze by,; # 0 a pomoci operace (C1) prohodime sloupce §; a §;.

Krok 2

Vime, ze bj; # 0 a pomoci operace (R2) vynasobime (cely) fadek 7; inverznim prvkem b;jl (vime, ze takovy
prvek b;jl v télese GF(q) existuje) a dostaneme generujici matici, ve které b;; = 1.

Krok 3
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Uz vime, Ze bj; = 1 a pomoci operace (R3) odec¢teme od kazdého fadku 7;, kde ¢ # j, b;; nasobek radku 7;
(kazdy tadek 7 pro i # j nahradime linearni kombinaci 7 — b;;77).

Opakovanim Kroku 3 pro kazdy fadek 7; bude mit cely sloupec §; pozadovany tvar §;; = 1 a &;; =
= 0 pro i # j. Opakovanim celého postupu pro prvnich k sloupct dostaneme pozadovany standardni tvar
matice B. ]

Poznamka 4.2. Vsimnéte si, ze v diikazu Véty 4.4. jsme pouzili ipravy (R1), (R2), (R3) a (S1). Jestlize
béhem upravy generujici matice B nebude nikdy potfeba nepouzit permutaci sloupcti — operace (S1) — tak
vyslednéd generujici matice ve standardnim tvaru bude generovat stejny kdéd, jako matice A.

Jestlize vSak prvnich k sloupci generujici matice nebude linedrné nezavislych, tak tpravu (S1) budeme
muset pouzit a vysledné generujici matice ve standardnim tvaru bude generovat ekvivalentni kéd, ne nutné
stejny.

Operaci (S2) nemusime pouzit, ale pokud by béhem upravovani nastala situace, ze bude sikovné ji pouzit,
tak vysledna generujici matice bude opét generujici matici ekvivalentniho kédu. Cely postup v dukazu
Véty 4.4. je navrzeny tak, aby pokud mozno vedl k sestaveni generujici matice ekvivalentniho kédu.

Také je dobré si uvédomit, ze generujici matice kddu neni urcena jednoznac¢né, ani standardni tvar neni
uréen jednoznacné, nebot permutaci fadkt pred procesem upravy miizeme dostat jinou generujici matici
stejného kodu.

Poznamka 4.3. Vsimnéte si, ze uvedeny postup zname z linearni algebry, kde se pouziva napiiklad pii
hledani inverznich matic k regularnim maticim. Pfi hledani matice inverzni k reguldrni matici A sestavime
pomocnou matici [ A|I] a postupem uvedenym vyse dostaneme matici [I|B], kde B = A~!. Nemame vSak
dovoleno prohazovat sloupce!

Pokud matice A neni regularni, tak radky matice jsou linearné zavislé a nepodafi se levou ¢ast upravit
na jednotkovou matici. V pripadé generujici matice linearniho kédu bude vsech k radku linearné nezavislych,
protoze generujici matice je sestavena z vektoru baze vektorového prostoru, ktery odpovida danému linear-
nimu kédu a podle definice jsou fadky generujici matice A linedrné nezavislé. Navic, pokud by prvnich &
sloupcti nebylo linedrné nezavislych, mame dovoleno prohazovat sloupce.

Tady chybi cast textu, kterou je treba doplnait.

Priiklad 4.10. Ukéazeme nékolik jednoduchych prikladt generujicich matic a jak je muzeme upravit do stan-
dardniho tvaru. Navazeme na Piiklad 4.5.

1) Generujici matice linedrniho [2, 1]-kédu C z Pfikladu 1.9. je

ol

Prohozenim fadkid ihned dostaneme generujici matici ve standardnim tvaru.

o 1]

2) Generujici matice linedrniho [3, 2]-kédu Cs z P¥ikladu 1.10. je
0 1 1
1 0 1]°
Prohozenim tadki ihned dostaneme generujici matici ve standardnim tvaru.
1 01
011
3) Generujici matice linedrniho [5, 3]-kédu C% z Ptikladu 1.11. je

001 11
111 0 0"
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Prvni dva sloupce nejsou linearné nezévislé. Pti prevodu na standardni tvar musime pouzit i permutace
sloupcti a budeme generovat ekvivalentni kéd, nikoliv stejny kdd. Prohozenim prvniho a ¢tvrtého
sloupce dostaneme generujici matici

Odpovidajici kéd je praveé kéd Cs.

00000
10101
01110
11011

Generujici matice linedrniho [7,4]-kédu CF z Piikladu 3.5. je

kéd C'3 =

(e e
o
—_0 O
=R elel
SO
O = O =
=

Nejprve fadek premistime na konec a dale pfictenim prvniho fadku k druhému a étvrtému radku
dostaneme matici

100 01 01 100 01 01
1100 010 0100111
0110001 7]01 10001
1111111 0111010

Dale pri¢teme druhy fadek ke tfetimu a ¢tvrtému fadku a potom tieti fadek ke ctvrtému radku.
Dostaneme matici

100 01 01 100 01 01
0100111 0100111
0010110/ ]00101T10
0011101 0001011

Posloupnosti tprav jsme dostali generujici matici kédu Cr ve standardnim tvaru. ProtoZe jsme pouzili
pouze Fadkové tpravy, dostali jsme generujici matici stejného (nikoliv ekvivalentniho) kédu Cr.

v

Priklad 4.11. Mé&jme linedrni ternarni [6, 3]-kéd nad télesem GF(3) dany generujici matici

= o o

0 0
11
0 2

O O =
e

1
2
1

Sestavime odpovidajici generujici matici ve standardnim tvaru

1
0
0

o = O
— O O
N = O

1 1
1 2
1 1

Prohozenim pofadi fadkt (prvniho a tietiho ¥ddku) a néslednou permutaci sloupcti dostaneme generujici
matici ekvivalentniho kédu ve standardnim tvaru. Protoze jsme provedli permutaci sloupcti, dostali jsme
generujici matici ekvivalentniho kédu, nikoliv stejného kédu. v

Cviceni

4.2.1. Dokazte nebo vyvratte: kaZdé dva linedrni kody, které jsou ekvivalentni jako kddy jsou také ekviva-
lentni jako linedrni kody.
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Kapitola 5. Kédovani a dekdédovani pomoci linearnich
kodu

5.1. Kédovani pomoci linearniho kédu

Vyhody linearnich kédu se projevi v plné mife pii kédovani a dekédovani. Méjme libovolny linearni
[n, k]-kéd C nad télesem GF(q). Oznacme G jeho generujici matici. Kédova slova kédu C' tvoii podprostor
dimenze k v prostoru V(n,q). Takovych kédovych slov je pravé ¢*. Kéd C tak mize slouzit k zaslani,
resp. uloZeni, pravé ¢* riiznych zprav. Tyto zpravy (nikoliv kédova slova) si muzeme piedstavit jako g*
prvki (vektorit) vektorového prostoru V(k,q). Vsimnéte si, ze kédova slova patii do jiného prostoru, a sice
do V(n,q).

Obréazek 5.1.: Kddovdni je bijekce f : V(k,q) — C.

Kazdé zpravé chceme jednoznacéné piitadit kédové slovo (Obréazek 5.1.). Slov v prostoru V (k,q) i ké-
dovych slov v podprostoru C prostoru V(n,q) je stejny pocet, je jich pravé ¢*. Takové pfifazeni ma byt
jednoznacné, mize byt vyuzita libovolnd bijekce f : V(k,q) — C.

Pii Sifrovani se snazime, aby vazby nebyly jednoduse zjistitelné nebo dohledatelné, avSak pii kédovani
bychom naopak uvitali takové pfifazeni, které provedeme snadno a rychle. Navic preferujeme takova pfi-
fazeni, kdy vzory a obrazy umime systematicky pfifadit obéma sméry: jak pfi kédovani prifadit zpravam
z prostoru V (k, ¢) kédové slova v prostoru V(n, q), tak nasledném dekédovani s co nejmensi ndmahou a ide-
alné s moznosti detekce a opravy chyb pfijatym slovim (ne nutné kédovym) z prostoru V(n,q) pfifadit
puvodni zpravy z prostoru V'(k, q).

Proces kédovani
Existuje velmi jednoduchy a elegantni proces kédovani linearnich kédi. Predpokladejme, ze na vstupu mame
zpravu @ jako slovo @ = wujus ... uy z prostoru V(k, q). Zpravu staci jako fadkovy vektor zprava vyndsobit
generujici matici G kédu C.

uG =2 (M)

Vysledkem je fddkovy vektor z prostoru V(m,q). Vskutku, pokud 7, 7s,...,7 jsou faddky generujici ma-
tice GG, tak

k
uG = E Ui, =T
i=1

je linearni kombinace kédovych slov baze, pricemz kédova slova baze jsou pravé radky generujici matice. Tato
linedrni kombinace je kédovym slovem Z, které je pfifazeno vektoru @ z prostoru C (podprostoru V(n,q)).
Rovnice (7) popisuje bijekci, kterd kazdému vektoru k-rozmérného prostoru V(k,q) jednoznaéné piitadi
vektor k-rozmérného podprostoru C' v n-rozmérném prostoru V' (n, q).

Piiklad 5.1. Me¢jme kéd Cs z Prikladu 1.11. Podle Prikladu 4.5. vime, ze jeho generujici matice je

napiiklad
0 1 1 10
101 0 1]°

Ukazeme piiklad kédovani pomoci generujici matice kédu C's.

49



Petr Kovdr, 5. Kodovdni a dekodovani pomoci linedrnich kodd 15. kvétna 2024

Kéd C3 obsahuje jen ¢tyfi binarni kédova slova 00000, 01110, 10101 a 11011, ktera tvoii vektorovy podpro-
stor C5 dimenze 2 ve vektorovém prostoru V(5,2). Kéd C3 tak mize slouzit k posilani ¢tyf riznych zprav.
Tyto ¢tyfi zpravy mizeme popsat jako (vSechny) ¢tyfi vektory bindrniho vektorového prostoru V'(2,2). Tyto
vektory jsou 00, 01, 10 a 11.

Abychom zpravy zakddovali, stac¢i pfislusny vektor vynasobit jako fadkovy vektor zprava generujici
matici. Naptiklad zpravu 11 zakédujeme

01110
[1,1}-[1 010 1}[1,1,0,1,1]11011

Zpraveé 11 je tak prifazeno kédové slovo 11011. Ostatni t¥i zpravy zakédujeme nasledovné:

01110

[0,0]-_1 01 0 1__[0,0,0,0,0]_00000,
(001 1 1 0]

[0,1]-_1 01 0 1__[170,1,0,1]_10101,
(001 1 1 0]

[1,0]._1 01 0 1__[0,1,1,1,0]_01110.

Vsimnéte si, ze kazdé zpraveé je prifazena né€ktera linedrni kombinace bazovych vektora vektorového podpro-
storu Cj. v

2dro] vektor zpravy odlé kédové slovo _—
— — — - na. —b—_’ e
U=UU2 ... Uk Z=uG T =T1T2...Ty Y=11Y2...-Yn

Obrazek 5.2.: Kddovdni linedrnim kodem.

Kdédovani pomoci matice ve standardnim tvaru

Pokud je generujici matice G kédu C' ve standardnim tvaru, je proces kédovani jesté jednodussi. Generujici
matice je tvaru G = [I;|A], kde matice A je tvaru k x (n—k). Mame-li na vstupu vektor ¢ = ujus . .. ux, tak
po vyndasobeni generujici matici ve standardnim tvaru dostaneme vektor ¥ = 4G = x1xs...x,. Vzhledem
k tvaru generujici matice bude prvnich k znaki identickych se znaky vstupniho vektoru, tj. x; = u; pro i =
=1,2,...k. Jednd se pravé o znaky zprdvy. Zbyvajicich (n — k) znaki vyjaddiime dle soufinu @G jako

k
Litk = g Uj Qi
Jj=1

proi=1,2...n—k. Tyto zbyvajici znaky tvori se nazyvaji kontrolni znaky. Ptedstavuji redundanci, kterou
jsme do kédu pridali, aby bylo mozno detekovat a pfipadné opravovat chyby.

Piiklad 5.2. Mgéjme opét kéd C5 z Piikladu 1.11. Vezmeme si jeho generujici matici ve standardnim
tvaru. Staci prohodit oba fadky a dostaneme

1 01 01
011 1 0}
Ukazeme priklad kédovani pomoci generujici matice ve standardnim tvaru.

Abychom zakédovali vektory vstupni zpravy, stac¢i opét prislusny vektor vynasobit zprava generujici matici
G =[13|A], kde
= {1 0 1} .

1 10
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[0,01._(1) vy é_:[o,o,o,o,o]:ooooo,
[0,1]~:(1) (1) i (1) 3:2[0,1,1,1,0]:01110,
[1,0]~:(1) (1) 1 (1) é:=[1,0,1,0,1]=10101,
[1,1].:(1) (1) 1 ? (1):[1,1,0,1,1]11011.

Vsimnéte si, ze kazdé zprave 00, 01, 10 a 11 je prifazeno kédové slovo tak, ze za bity zpravy pridame kontrolni
bity, které dostaneme soucinem vektoru zpravy a submatice A. v

V dalsi sekci rozebereme nasledujici priklad kédu podrobné. Ukazeme nejen proces kddovani, ale i proces
dekédovani véetné detekce a opravy chyb.

Priklad 5.3. Méjme binarni linearni [4, 2]-kéd Cg dany generujici matici

1 010
01 1 1]|°

Urc¢ime vlastnosti kédu Cg a ukdzeme proces kédovani pomoci kédu Cy.
Kéd Cg obsahuje ¢tyri kédova slova 0000, 1010, 0111, 1101. Podle Véty 4.2. ihned vidime, Ze tento kdd
mé minimalni vzdalenost 2, proto je kéd Cg schopen podle Disledku 1.3. detekovat jednu chybu a obecné
nemuZe opravit kazdou chybu (nékteré chyby mozna ano).

Abychom zakddovali vektory vstupni zpravy, stac¢i opét prislusny vektor vynasobit generujici matici
G =[1z|A], kde

1 0
A_L 1]
Dostaneme ) .
1 01 0
[0,0]- 011 1 =[0,0,0,0] = 0000,
[1 0 1 0]
[0,1]- 011 1 =[0,1,1,1] = 0111,
[1 0 1 0]
[1,0] - 01 1 1] =[1,0,1,0] = 1010,
[1 0 1 0]
[1,1]- 01 1 1] =1[1,1,0,1] = 1101.

Vsimnéte si, kazdé kédové slovo vniklo ze slova zpravy pfidanim kontrolnich bitd, které dostaneme souc¢inem
vektoru zpravy a submatice A. v

Implementace procesu kédovani

Nékteré hardwarové prvky, které se pouzivaji pro prenos dat, zpravidla nemaji prili§ velkou vypocetni silu.
Proces kédovani neni implementovan jako maticovy soucin, ale pomoci soustav hradel se z vychozi zpravy
generuji primo kédova slova. Hlavni myslenku si ukdzeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 5.4. Mgéjme binarni linedrni [4, 2]-kéd Cg z Piikladu 5.3. Ukézeme, jak zakédovat slovo @ = uqus
pomoci operace s¢itani.
Abychom zakédovali vektor @ = ujus vstupni zpravy, vynasobime slovo @ generujici matici G = [I5|A], kde

A:“ ﬂ

Dostaneme

1 010
[UlaUQ]'[O 11 1}[U1,U2,U1+U2,U2]-

To znamena, Ze za dva bity zpravy ujus pridame dalsi dva bity u; 4+ ue a us. Pro nalezeni kédového slova
staci kopirovat bity vstupni zpravy a jedna operace s¢itani. v
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Priklad 5.5. Podle Prikladu 4.10. vime, Ze generujici matice ve standardnim tvaru binarniho linedrniho
[4,2]-kédu Cr z Prikladu 3.5. je

1000101
G_|0 100111
0010110
0001011

Kéd Cr ma 16 kédovych slov. Ukazeme, jak zakddovat slova 0011, 1110, 1101 a 1111 pomoci kédu Cp.
Kazdé slovo 0011, 1110, 1101, 1111 vynasobime generujici G a dostaneme

T 0 0 0 1 0 17
0100111

[0,0,1,1]- 00107110 =[0,0,1,1,1,0,1] = 0011101,
L0 0 01 0 1 1.
T 0 0 0 1 0 17
01 00111

[1,1,1,0]- 0010110 =[1,1,1,0,1,0,0] = 1110100,
L0001 0 1 14
T 0 0 01 0 17
0100111

[1,1,0,1]- 0010110 =[1,1,0,1,0,0,1] = 1101001,
L0 0 01 0 1 1.
T 0 0 0 1 0 17
01 00111

[1,1,1,1]- 0010110 =[1,1,1,1,1,1,1] = 1111111.
L0001 0 1 14

Vsimnéte si, kazdé kédové slovo vniklo ze slova zpravy pfidanim tii kontrolnich bitt, které dostaneme
soucinem vektoru zpravy a submatice A, kde

O = = =
=== O
—_ O = =

v

Poznamka 5.1. Linearni transformace zachovava linearni kombinaci

Vsimnéte, ze v predchozim Prikladu 5.5. pro slova 0011 a 1110 plati 0011 + 1110 = 1101. I pro odpovidajici
kédova slova plati 0011101 + 1110100 = 1101001, kde vysledné slovo 1101001 je kédovym slovem, které
odpovida slovu 1101. To neni ndhoda, nebot kéd Cr je souc¢asné vektorovym (pod)prostorem prostoru V (7, 2)
a nasobeni generujici matici odpovida linearni transformaci vektorového prostoru V'(4,2). Z linearni algebry
vime, ze transformace vektorového prostoru zachovava linearni kombinaci vektor.

Cviceni
5.1.1. NavdZeme na Priklad 5.5. Urcete kodovd slova pritazend kazZdému kodovému slovu 0000, 0001, ...,
1111.

5.1.2. Navazeme na Priklad 5.5. Ukazte, jak zakodovat vstupni slovo U = ujusuzuy.

5.2. Dekddovani pomoci linearniho kédu

Mégjme kéd C dany generujici matici G. Predpokladejme, Ze zprava i byla zakédovana jako ¥ = uG.
Pfi prenosu zasuménym kanalem doslo ke zkresleni a misto kédového slova & bylo pfijato slovo . Oznacime
chybovy vektor €, kde

E=y—T=eea...e,.

Nyni stojime pied tkolem zjistit, které kédové slovo & bylo vyslano. Alternativné muzeme urcit, jaky je
chybovy vektor €.
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V roce 1960 navrhl Slepian jednoduché dekédovaci schéma, které umoznuje najit nejblizsi kodové slovo &
k prijatému slovu 3. Za predpokladu, Ze pii pfenosu nastalo jen malo chyb, bude pfijaté slovo i spravné
dekédovano jako Z.

Nez popiseme Slepianovo dekdédovaci schéma, nejprve pripomeneme nékteré pojmy a nékterd znama
tvrzeni z algebry.

Definice Koset kédu
Méjme linedrni [n, k]-kéd C' nad télesem GF(q). Méjme libovolny vektor @ € V(n,q). MnozZina d + C
definovana predpisem

i+ C={d+#:7¥eC}

se nazyva koset kédu C.

Koset k6du odpovida tfidé rozkladu grupy podle podgrupy, ktery byl zaveden v pfedmétu algebra. Podle
definice vektorového prostoru V(n, q) vime, Ze dvojice (V(n,q),+) je grupou a (V(k,q),+) je jeji normalni
podgrupou. Proto rozklad V(n,q)/V(k,q) existuje a jeho prvky (tfidy rozkladu) jsou prévé vyse uvedené
kosety.

V dalsim vyuzijeme néasledujici tvrzeni. Jejich ditkaz uvedeme, tfebaze je pfimou analogii tvrzeni z teorie
grup. Dikaz vSak budeme formulovat v jazyce teorie kédovani.

Lemma 5.1. Mé¢jme koset a+ C kodu C' a méjme libovolny vektor beid+C. Potom platt b+C =ad+C.
Diikaz. Rovnost dvou kosetti ukdzeme tak, ze postupné ukdzeme dvé mnozinové inkluze. Méjme libovolny
vektor b € @+ C. Protoze b € @+ C, tak existuje takovy vektor ¥ € C, ze b=a-+ 7z Nyni podle definice
kosetu b+ C je b+ 4 € b+ C, pro néjaky vektor i € C. Mzeme psat b+ § = (@+2@)+y=ad+(Z+y) € a+C,
nebot soucet dvou vektort Z + ¢ z C je opét vektorem v C. Tim jsme ukézali, Ze b+CCa+C.

Na druhou stranu mé&jme libovolny vektor @ + i € @ + C, kde i € C. Muzeme psat @ + i = (5— ) +
+7=b+ (y—12) € b+ C, nebot rozdil dvou vektort 7 — 7 z C je opét vektorem v C. Tim jsme ukézali, Ze
6+C§5+C’,acelkemdostévémed’—i—C:g—i—C. O

Véta 5.2.  Méjme linedrni [n, k]-kod C' nad télesem GF(q). Potom plati
(i) kazdy vektor prostoru V(n,q) patii do néjakého kosetu kddu C,

(ii) kaZdy koset kodu C obsahuje prdvé q* vektori,

(iii) dva kosety d+ C, b+ C kodu C' jsou bud disjunktni, nebo totozné.

Diikaz.

i) Vektor 0 patii do kédu C, a protoze @ = @ + 0, tak @ patii do kosetu @+ C.

ii) Definujeme zobrazeni f : C — @ + C predpisem f(Z) = d + Z pro kazdé ¥ € C. Zobrazeni [ je bijekce,
nebot operace s¢itan{ vektort tvoii grupu (C,+). Pro @ + & = @ + ¥ dostaneme kracenim @ = b a zobrazeni
f je injektivni. Vzorem prvku ¢ € d + C je prvek 3§ — @ a zobrazeni f je surjektivni. To znamend, Ze
la+C| =|C| = q".

iii) Pfedpokladdejme, ze dva kosety @ + C, b+C nejsou disjunktni, tedy, ze @ € (@+ C)N (E+ (). Z definice
kosetii pak existuji slova #, 7 takova, e @ = @+ Z = b+ §j. Vyjadiime b = @ + (Z — ), a tedy Podle
Lemmatu 5.1. b+ C =@+ C. O

Véta 5.2. je specialni pripad véty z teorie grup o tfidach rozkladu grupy podle normalni podgrupy.
Nyni navazeme na Piiklad 5.3.

Priklad 5.6. Mg&jme [4,2]-kéd Cg z Piikladu 5.3. Sestavime jednotlivé kosety kédu Cg.

Protoze kéd Cg obsahuje kédova slova 0000, 1010, 0111 a 1101 a protoze 0 € Cg, tak koset 0000 + C =
= {0000,1010,0111,1101}. Ostatni kosety dostaneme pii¢tenim dalsich prvka prostoru V' (4,2). Napiiklad
koset 0001 + C' = {0001,1011,0110,1100}. VSechny kosety pro piehlednost vypiseme pod sebe.

0000 + C' = {0000,1010,0111,1101}
1000 + C = {1000, 0010, 1111,0101}
0100 + C = {0100, 1110, 0011, 1001}
0001 + C = {0001,1011, 0110, 1100}
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Vsimnéte si, ze dalsi kosety uz budou shodné s nékterym z uvedenych kosett. Napiiklad koset 0010 4+ C
je stejny jako koset 1000 + C, nebot 0010 + C' = {0010, 1000,0101,1111}. Navic podle Véty 5.2. vime, Ze
0010 + C' = 1000 + C, nebot 0010 € 1000 + C. v

Neni nédhoda, Ze jsme pro popis koset zvolili prvek s nejmensi vahou. Dtvod vysvétlime v dalsim textu.
Nejprve vyslovime nésledujici definici.

Reprezentant kosetu

Definice Mgéjme [n, k|-kéd C a jeho kosety & + C. Vektor d nazveme reprezentant kosetu @ + C, jestlize
mezi vSemi vektory kosetu £+ C' ma vektor @ nejmensi vahu. Pokud existuje vice vrchola se stejnou nejmensi
vahou, zvolime za reprezentanta libovolny z nich.

Priklad 5.7. Navazeme na Pfiklad 5.6. Uréime reprezentanty vsech koseti.

Reprezentantem kosetu 0 4+ C je pravé vektor 0. Tento reprezentant je uréen jednoznaéné. Reprezentantem

kosetu 10004 C' je vektor 1000, mohli bychom vsak reprezentantem zvolit i vektor 0010. Reprezentantem ko-

setu 0100+ C je vektor 0100 a reprezentantem kosetu 0001+ C' je vektor 0001. Dalsi kosety v prostoru V (4, 2)

nenajdeme. Naptiklad koset 1101 + C' = 0000 + C' a jeho reprezentantem je 0000. Déle vektor 0010 nebyl

zvolen reprezentantem zadného kosetu, nebot 0010 + C' = 1000 4+ C' a reprezentantem je 1000. v
Cely prostor V(n,q) tak miizeme podle Véty 5.2. rozlozit na kosety stejné velikosti ¢*. Rozklad je

0+C,d1+C,ar+C,....ds+C.
Protoze podprostor C' je dimenze k a mé pravé ¢* prvki, tak cely prostor V(n,q) mé pravé ¢"/q¢" = ¢"=*
kosetti. Pocet reprezentanti je "%, a protoze vektor 0 je vzdy reprezentantem kosetu 0+C, tak s = ¢"*—1.

Standardni dekédovani

Pro neptilis velké kédy tak mizeme dekédovat podle nasledujiciho postupu. Méame [n, k]-kéd C jako pod-
prostor dimenze k prostoru V'(n, k). Sestavime vSechny kosety a v kazdém zvolime reprezentanta s nejmensi
véhou 0, @y, @a, . . ., @s. Kazdé prijaté slovo ¥/, které se nachézi v kosetu a; + C, dekédujeme jako kédové slovo
T =y—d,.

Postup mtzeme pékné znazornit tzv. Slepianovym standardnim rozmisténim. Sestavime tabulku vsSech
slov prostoru V(n,q), kterA ma M sloupcii, M = |C| = ¢* a s +1 = ¢"* ¥adki. V prvnim fadku
napiSeme vSechna kddovéa slova kédu C. Reprezentant této tiidy je vektor 6, ktery bude napsan v prvnim
sloupci. Podobné v kazdém dalsim fadku vypiSeme prvky néjakého kosetu. Pritom v prvnim sloupci bude
reprezentant @; kosetu a ostatni vektory kosetu a@; + C' napiSeme v fadku v takovém poradi, aby slovo a; + &
se nachazelo ve stejném sloupci jako kédové slovo w. Reprezentant a@; je chybovym slovem.

Cely postup si ilustrujeme na piikladu.

Priklad 5.8. Navazeme na Piiklad 5.7. Sestavime Slepianovo standardni rozmisténi slov kédu Cy a deké-
dujeme prijata slova 1101, 1011, 1000 a 0010.
Dostaneme Tabulku 5.1.

reprezentanti
1
kédova slova — 0000 1010 0111 1101
1000 0010 1111 0101
0100 1110 0011 1001
0001 1011 0110 1100
Tabulka 5.1.: Slepianovo standardni rozmisténi.
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Vsimnéte si, ze prvni fadek obsahuje vSechna kédova slova a ze kazdy dalsi fadek vznikl z prvniho radku
pri¢tenim reprezentanta.

Prijaté slovo 7 = 1101 najdeme ve ¢tvrtém sloupci a prvnim fadku, jednéd se proto pfimo o kédové
slovo 1 = 1.

Ptijaté slovo 4 = 1011 najdeme v druhém sloupci a ¢tvrtém Fadku, v jehoz hornim zahlavi je kédové
slovo 1010. Pfijaté slovo ¢> dekédujeme jako Zy = 1010. (Také bychom mohli od ¢> odecist reprezentanta
¢tvrtého fadku T = ¢ — €4 = 1011 — 0001 = 1010.)

Prijaté slovo g3 = 1000 najdeme v prvnim sloupci a druhém fadku, v jehoz hornim zahlavi je kédové
slovo 0000. Pfijaté slovo g3 dekédujeme jako 0000. (Také bychom mohli od g3 odecist reprezentanta druhého
fadku 3 = g3 — €3 = 1000 — 1000 = 0000.)

Ptijaté slovo 44 = 0010 najdeme v druhém sloupci a druhém fadku, v jehoz hornim zdhlavi je kédové
slovo 1010. Pfijaté slovo gy dekédujeme jako 1010. (Také bychom mohli od %, odeéist reprezentanta druhého
fadku Z4 = ¢4 — €2 = 0010 — 1000 = 1010.)

v

Poznamka 5.2. Vsimnéte si, jak se projevi, Ze binarni linearni [4, 2]-kéd Cg z Piikladu 5.3. ma minimalni
vzdalenost dist(Cg) = 2. Zprava 10 bude zakédovana jako 1010. Pokud pii prenosu nastane jedna chyba, tak
tato chyba jisté bude detekovana, ale mtize a nemusi byt opravena. V Ptikladu 5.8. jsme ukazali, ze pokud
nastane chyba na ¢tvrté pozici, bude prijato kédové slovo 4> = 1011. Chyba bude rozpoznana a spravné
opravena, dekédované slovo #5 = 1010 odpovida spravnému kédovému slovu. Avsak pokud nastane chyba
na treti pozici, bude pfijato kédové slovo 73 = 1000. Chyba bude rozpoznana, ale dekédované slovo 3 =
= 0000 neodpovida spravnému kédovému slovu. Navic obé prijata slova o = 1011 i ¢35 = 1000 maji spravné
prvni dva bity, které odpovidaji puvodni zpravé. Chyba nastala pouze u kontrolnich biti a jednou bylo
chyba opravena spravné a podruhé nikoliv. Jednou bylo dekédovéano slovo 10 spravné a podruhé spatné jako
00.

Teprve pokud bychom pracovali s kédem s nejmensi vzdalenosti 3, tak by jedna chyba mohla byt vzdy
opravena spravneé.

Poznamka 5.3. Protoze reprezentant kazdého kosetu je chybovy vektor s nejmensi vahou, tak algoritmus
dekédovani popsany v Prikladu 5.8. dekdduje prijata slova jako nejblizsi kédova slova.

Pozorovani z Prikladu 5.8. mizeme shrnout do nésledujiciho obecného postupu pfi dekédovani linearniho
kédu. Piijmeme slovo ¢. Najdeme slovo i v tabulce Slepianova standardniho rozmisténi. Za piedpokladu
malého poc¢tu chyb a symetrického ¢-arniho kanélu je hledané vyslané slovo & v prvnim fadku tabulky
ve stejném sloupci jako prijaté slovo 3. Pokud nenastala zadna chyba, je pfijaté slovo ¥ = Z. Pokud né&jaké
chyby nastaly, tak nejpravdépodobnéjsi chyba je pravé reprezentant a; kosetu a; + C = i+ C.

Pii dekddovani mizeme bud preéist vyslané kédové slovo Z v hornim zéhlavi tabulky, nebo uréit chybovy
vektor € = d; v levém zahlavi tabulky, kde je uveden reprezentant kosetu a vypocitat ¥ = §— €. V bindrnich
kédech samoziejmé plati také & = i + €.

Postup mtzeme ptehledné zapsat do nasledujiciho algoritmu.

Algoritmus 5.3. Dekdédovani linearniho kédu C
Vyslano bylo kodové slovo T a prijato bylo slovo .
1) Najdeme slovo § v tabulce Slepianova standardniho rozmistént.
2) Slovo y dekddujeme jako slovo & v prunim Fddku tabulky ve stejném sloupci, ve kterém se nachdzi
slovo 4.

Sestaveni standardniho rozmisténi
V Prikladu 5.8. jsme s vyhodou vyuzili tabulku Slepianova standardniho rozmisténi slov. Pro sestaveni
tabulky mutzeme pouzit nasledujici algoritmus.
Algoritmus 5.4. Sestaveni Slepianova standardniho rozmisténi
Méjme linedarni kod C'.
1) Do proniho Fadku tabulky vypiseme viechna kodovd slova kodu C, prund bude kddové slovo 0.
2) Najdeme slovo @y minimdlni vdhy, které se v pronim tddku nevyskytuje. Do tabulky vypiseme véechna

slova kosetu d; + C' tak, Ze v prunim sloupci je reprezentant d; a pod kddové slovo T napiseme slovo
ai + T pro kazde ¥ € C.
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3) Postup opakujeme: Najdeme slovo @; minimdlni vihy, které se v pronich i Fddcich nevyskytuje. Do
tabulky vypiseme vsechna slova kosetu a; + C' tak, Ze v pronim sloupci je reprezentant a; a pod kddové
slovo & napiseme slovo a; + & pro kazde © € C.

4) Konéime, jakmile je v tabulce kaZdé slovo kodu C prdvé jedenkrdt (podle Véty 5.2.).

Priklad 5.9. Méjme kéd C5 z Piikladu 1.11. s generujici matici

01110
G[10101}

Sestavime Slepianovo standardni rozmisténi kédu Cj.
Kéd C5 obsahuje jen ¢tyfi binarni kédova slova 00000, 01110, 10101 a 11011, ktera tvofi vektorovy pod-
prostor C3 dimenze 2 ve vektorovém prostoru V (5,2). Protoze linedrni [5,2]-kéd C5 mé &tyti kéddova slova

a cely prostor V(5,2) ma 25 = 32 slov, tak Slepianovo standardni rozmisténi bude tabulka se 4 sloupci a
s 32/4 = 8 fadky. v

repr.
{
kéd — 00000 01110 10101 11011
10000 11110 00101 01011
01000 00110 11101 10011
00100 01010 10001 11111
00010 01100 10111 11001
00001 01111 10100 11010
11000 10110 01101 00011
10010 11100 00101 01001
Tabulka 5.2.: Slepianovo standardni rozmisténi kddu Cs.

Poznamka 5.4. Pro rozséhlé kédy je dekédovani pomoci Slepianova standardniho rozmisténi naroéné
na pamét a zejména na vyhleddvani v rozsahlé tabulce. Efektivnéjsi zptisob dekéddovani ukdzeme v dalsi
kapitole.

Odkazy:
® REEps://en.wikipedia.org/wiki/Standard array

® https://en.wikipedia.org/wiki/David_oslepian

Cviceni
5.2.1.  UkaZte, Ze neexistuje bindrni linedrni 4,2, 3]-kdd.

5.2.2.  Sestavte Slepianovo standardni rozmisténi

a) linearniho [2,2]-kodu C1 daného generujici matici G1 = [(1) (ﬂ ;
o / , D 101

b) linedarniho [3,2]-kodu Cy daného generujici matici Gy = [O 1 1} )
1 01 1 0

01 0 1 1}

5.2.3.% Pomoci Slepianova standardniho rozmisténi kddu C ze Cuviceni 5.2.2. dekddujete prijatd slova a)
yp = 11111 b) yo = 01011.

¢) linedrniho [5,2])-kodu C daného generujici matici Gg = {

5.2.4.  Urcete minimalni vzddlenost kodu Cy, Co a C z Prikladu 5.2.2. Urcete, kolik chyb je kazdy kod
schopen detekovat a opravit.

5.2.5.  Uvedte priklad, kdy dojde pii prenosu ke dvéma chybam a prijaté slovo je dekddovdno a) sprdvné
b) Spatné.
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5.3. Pravdépodobnost opravy chyb

V predchozi kapitole v Poznamce 5.2. jsme ukazali, ze linearni kéd popsany v Pfikladech 5.3. az 5.8. v jednom
konkrétnim piipadé nadélal vice Skody nez uzitku. Zatimco bity zpravy byly pfeneseny spravné, tak chyba
pii prenosu kontrolnich bitt zptsobila, Ze kédové slovo bylo dekédovano chybné. Abychom mohli uvedenou
situaci rozebrat a uméli ,,mérit* kvalitu daného kédu, musime umét urcit pravdépodobnost, ze prijaté slovo i
bude dekédovano spravné jako vyslané slovo #. U obecného kdédu je tézké takovou pravdépodobnost urcit.
Avsak pro linedrni kédy dekédované pomoci Slepianova standardniho rozmisténi to neni obtizné, spise jen
pracné. Navic u malych kéda nebo u perfektnich kédi se ukazuje, Ze vy¢€isleni pravdépodobnosti je snadné.

Déle v této kapitole se omezime na binarni kédy délky n zasilané symetrickym (bindrnim) kandlem,
predpokladdme symetricky bindrni (¢-drni) kandl s pravdépodobnosti chyby p, jak byl zaveden v Kapitole 1.3.
Potom pravdépodobnost, Ze chybovy vektor € = ¢ — ¥ mé vahu i je p'(1 — p)"~".

Spravné dekdédovana slova

Vsechna vyslana slova jsou kédova slova z horniho zahlavi Slepianova standardniho rozmisténi. Pokud
nastanou pravé ty chyby, které odpovidaji chybovému vektoru z levého zahlavi, tak prijaté slovo bude
dekédovano spravné. Muzeme vyslovit nasledujici tvrzeni.

vaha je i. Pravdépodobnost, Ze zaslany vektor T bude uzitim Slepianova standardniho rozmisténi spravné
dekddovan, oznaéme Py, (C'). Plati

Véta 5.5. Méjme bindrni [n, k]-kod C. Proi=1,2,..., n oznacime o pocet reprezentantu kosetu, jejichz

P, (C) = Z a;p'(1 —p)" . ()
i=0

Diikaz je ponechan jako Cviceni 5.3.1.

Priiklad 5.10. Opét navazeme na Priklad 5.8., ve kterém jsme sestavili Slepianovo standardni rozmisténi
kédu Cs. Uréime pravdépodobnost P, (Cs), tj. pravdépodobnost, Ze ptijaté slovo bude dekédovano spravneé.
Vy¢islime pravdépodobnost Ps,,(Cs) pro pravdépodobnost chyby prenosu p = 0.1 a pro pravdépodobnost
chyby p = 0.01.

Kéd Cg je bindrni linedrni [4,2]-kéd. Reprezentanti kosett z Piikladu 5.8. jsou 0000, 1000, 0100 a 0001.
Proto plati ag =1, ;1 =3 a as = ag = a4 = 0. Nyni podle Véty 5.5. vycislime

Py (Cs) = Zami(l —p)" =101 —-p)* +3p(L —p)® + 0= (1 —p)*(1 + 2p).

Pravdépodobnost Ps,,.(Cg) je funkce zavisla na hodnoté pravdépodobnosti chyby p.

Pro chybu pfenosu p = 0.1 je P;p,.(Cs) = 0.8748. To znamend, Ze vice nez 87 % zaslanych slov
bude spravné dekédovano. Pro p = 0.01 vychazi dokonce Py, (Cs) = 0.9897. To znamena, ze témér 99 %
zaslanych slov bude spravné dekédovano. v

Chybné dekdédovana slova

Mira chybnijch slov je pravdépodobnost, Ze vyslané slovo Z bude pfijato jako slovo  a bude dekédovano
chybné, tj. nebude dekédovano jako slovo Z. Miru chybnych slov budeme znacit Py, (C), kde C je dany
kéd. Thned je zfejmé, ze Popyp(C) =1 — Py, (C).

Piiklad 5.11. Navéazeme na Ptiklad 5.10. Urc¢ime miru chybnych slov pfi pfenosu binarnim symetrickym
kanalem s vyuzitim kédu Cy.

Pro porovnani vyc¢islime miru chybnych slov pro pravdépodobnost chyby p = 0.1 a pro pravdépodobnost
chyby p = 0.01. Porovname miru chybnych slov s chybou v pfipadné, Ze pro pienos nepouzili samoopravny
kéd.

Mira chybnych slov pii pfenosu binarnim symetrickym kanalem s vyuzitim kédu Cg dle Slepianova stan-
dardniho rozmisténi z Pifkladu 5.8. je p = 0.1 dana Py (Cs) = 1 — Pepr(Cs) =1 — (1 — p)3(1 + 2p).

Po dosazeni p = 0.01 dostavame P.pyp(Cs) = 1 — Pyp(Cs) = 1 — 0.8748 = 0.1252. To znamena, Zze
12 az 13 slov ze 100 poslanych bude pfijato s chybou. Pro p = 0.01 vychazi Pupy(Cs) = 1 — Pypr(Cs) =
=1-—0.9897 = 0.0102. To znamen4, Ze priblizné zhruba jen kazdé sté poslané slovo bude pfijato s chybou.

Kdybychom nepouzili samoopravny kéd Cg, tak pro pravdépodobnost chyby, ze dvoubitové slovo bude
obdrzeno bez chyby, je vyjddieno P, (C) = (1 — p)?. Mira chybnych slov pak je Pepys(C) =1 — Py, (C) =
=1—(1—p)? = p(2—p). Po dosazeni p = 0.1 dostavame Pep,p = 0.19 (19 ze sta odeslanjch slov bude chybné
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pfijato) a pro p = 0.01 vychézi P, = 0.0190, tj. pfiblizné kazdé padesaté slovo bude pfijato s chybou.
Muzeme shrnout, ze vyuzitim samoopravného kédu Cg jsme dosahli pfiblizné poloviéni miry chybnych slov
za cenu dvojnasobné délky zasilanych zprav. v

Poznamka 5.5. Pozorovani z této podkapitoly miuzeme shrnout nésledujicim zpusobem. Jestlize pro ptre-
nos vyuzivame linearni kéd C' s minimalni vzdélenosti dist(C') = 2t + 1, piipadné 2¢ + 2, tak kéd C' opravi
libovolnych t chyb. To znamend, ze kazdy vektor s vahou nejvyse t mize byt reprezentantem kosetu, a po-
tom muzeme vycislit a; = (?) pro i = 0,1,...¢t. AvSak pro i > t je narocné (respektive pracné) vycislit
hodnotu «;. Hodnota muze zaviset na volbé konkrétni kédu, avSak nebude zaviset na konkrétni volbé
sestaveného Slepianovova standardniho rozmisténi (proc¢?).

Existuji vSak kédy, pro které je toto vycisleni snadné, a sice perfektni kody. Pii vyuziti perfektniho
kédu jsou vsechny chybové vektory opravené kédem praveé vektory s vahou nejvyse t. Pro perfektni linedrni
[n, k, 2t 4+ 1)-kédy muZeme psét, ze «; = (:‘) prot=0,1,...,t,aa; =0 pro i > t.

Priklad 5.12. Vime, ze kéd Cr z Prikladu 3.5. je perfektni. Uréime pravdépodobnost Py, (Cr) i pravdé-
podobnost Ppyp.
Tady chybi cédst textu, kterou je treba doplnit. v

Cviceni
5.3.1. Dokazte Vétu 5.5.
5.3.2.  Dokazte zobecnéni Veéty 5.5. pro q-arni kody.

5.3.3. Urcete s jakou pravdépodobnosti pii uZiti a) kodu Cy, b) kodu Cy ¢) kddu C ze Cuvideni 5.2.2.
bude zaslané slovo dekodovano spravné. Pravdépodobnost vycislete pro chybu p = 0.01.

5.8.4. Navazeme na Cviceni 5.3.3. Urcete pravdepodobnost, Ze chyba prenosu nebude detekovdna a Ze
vyslan€ slovo bude prijato chybné (uréete Pepyp). Pro kddy a) Ci, b) Ca, ¢) C. Vycislete chybu Pepyp
pro p = 0.1, pro p = 0.01 a vysledky porovnejte.

5.3.5.  Je kaZdy bindrni linedrni [7,4, 3]-kdd perfekini?
5.3.6. Sestavte néjaky bindrni linedrni [7, 4, 2]-kdd.

5.8.7.  Méjme bindarni linedrni [7,4,3]-kdd C dany generujici matici ve standardnim tvaru

10 00 0 1 1
01 001 10
001 0101
0001 1 11

Urcete pravdépodobnost, Ze prijaté slovo bude dekodovdno spravné. Pravdépodobnost vycislete pro p = 0.1
ap=0.01.

5.3.8.  Méjme perfektni bindrni linedrni [n, k, d]-kod. Vyéislete hodnoty o; ve vztahu (8) z Véty 5.5.

58



Petr Kovdr, 6. Dudlni kod a syndromové dekodovdni 15. kvétna 2024

Kapitola 6. Dualni kéd a syndromové dekdédovani

6.1. Dualni kody

V kapitole 4. jsme ukazali, ze linedrni kédy mtizeme dobie popsat pomoci generujici matice. Nyni ukézeme
dalsi (ekvivalentni) zpiisob, jak muZeme linedrni kéd jednozna¢né popsat pomoci tzv. kontrolni matice
a ukazeme, jak kontrolni matici mizeme vyuzit pfi dekédovani.

Skalarni souéin
Nejprve pfipomeneme dobie zndmy pojem z linearni algebry: skaldrni souc¢in dvou vektort.

Definice Skalarni souéin

Méjme vektorovy prostor V' (n, ¢) nad télesem GF(q) a méjme dva libovolné vektory «, v € V(n,q). Skaldrni
soucin vektorti @ = ujusg ... u, a U = v1vs ... v, je skalar z GF(q) definovany predpisem @0 = ujvy +ugvs +
+-- UnUn-

Linearni kéd je soucasné vektorovym (pod)prostorem, proto miizeme definici formulovat nejen pro vek-
tory, ale i pro kédova slova linearniho kédu.

Priklad 6.1. Ukéazeme nékolik jednoduchych pfikladi skaldrnich souéint vektorii.

1) Méjme dva vektory @ = 1010 a ¥ = 1011 vektorového prostoru V'(4,2). Jejich skalarni souéin je
u-v=1010-1011 = 0.

2) Méjme dva vektory @ = 1010 a @
u-v=1010-1011 = 2.

3) Méjme dva vektory @ = 0121 a ¢ = 2021 vektorového prostoru V(4,3). Jejich skaldrni soucin je
u-U=0121-2021 = 2.

4) Souéin vektortt @ = 0121 a ¥ = 2021 v prostoru V' (4,10) nemé smysl pocitat, nebot GF'(10) neni
téleso.

1011 vektorového prostoru V' (4,3). Jejich skaldrni soucin je

Vsimnéte si, ze vypocet provadime nad ¢iselnym télesem prislusného fadu. Je-li napiiklad skalarni
soudin 2121 - 1021 po¢itdn nad télesem GF(3), tak 2-1+1-042-24+1-1=240+1+1 = 1, zatimco
nad télesem GF(5) stejny souc¢in ddva 2-14+1-042-2+1-1=2+4+0+4+1 =2 a nad télesem GF(11)
dostaneme 2-14+1-04+2-2+1-1=24+0+4+1=T.

Pripomeneme jesté jeden pojem dobfe znamy z linearni algebry.

Definice Ortogonalita

Méjme vektorovy prostor V' (n, ¢) nad télesem G F(q) a m&jme dva libovolné vektory @, 7 € V(n, q). Rekneme,
ze vektory @ a U jsou ortogondlni, jestlize jejich skalarni soucin 4 - v = 0.

Protoze i linedrni kédy jsou vektorové (pod)prostory, tak mé také smysl se ptat, zda jsou kédova slova
ortogonalni.

Priklad 6.2. Vektory @ = 1010 a ¥ = 1011 z Ptikladu 6.1. jsou ortogonalni ve vektorovém prostoru V' (4, 2),
nebot jejich skalarni souéin je @ - ¢ = 1010 - 1011 = 0. AvSak @ = 1010 a ¥ = 1011 se stejnymi soufadnicemi
nejsou ortogonélni ve vektorovém prostoru V' (4, 3), nebot jejich skaldrni souéin je # - v = 1010 - 1011 = 2.

Pro skalarni soucin plati nasledujici dobfe zndmé tvrzeni.

Lemma 6.1. Méjme vektorovy prostor V(n,q) nad télesem GF(q). Méjme vektory u,v,w € V(n,q)
a méjme dva skaldry k,l € GF(q). Potom plati

Diikaz je ponechan jako Cviceni 6.1.1.
Dualni kéd
Podle definice linearniho kédu (strana 41) vime, Ze kazdy linedrni kéd je néjakym podprostorem vektorového
prostoru V(n, ¢) nad télesem GF(q). Prvky & kédu C, ktery je podprostorem vektorového prostoru V(n, q)
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jsou soucasné vektory (vzhledem k prostoru V(n,q) nebo podprostoru C) a soucasné kédova slova kédu C.
V textu budeme prvkum 7 fikat ,vektory“, jestlize budeme vyuzivat jejich vlastnosti ve vektorovém prostoru,
a ,slova“ nebo ,kdédova slova®, jestlize budeme zkoumat jejich vlastnosti v kédu C. Jedna se vsak vzdy
o stejnou uspotfddanou n-tici symbold télesa GF(q).

Nyni ukdzeme, Ze i ortogonalni doplnék linedrniho kédu je linedrnim kédem.

Definice Dualni kod
Méjme linearni [n, k]-kéd C. Dudlni kod ke kédu C' je definovén jako mnozina vSech vektori, které jsou
ortogonalni ke kazdému vektoru kédu C. Dudlni kéd ke kédu C znacime C*.

Podle definice dualni kédu vime, ze C je mnozina vektorti. Ve Vété 6.3. ukazeme, Ze definice dualniho
kédu je korektni, tj. vskutku se jedna o kéd. Nejprve vSak vyslovime a ukézeme nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 6.2. Méjme q-drni linedrni [n,k|-kod C dany generujici matici G. Vektor @ patii do dudlniho
kddu C+ prdvé tehdy, kdyZ je ortogondini ke kazdému vddkovému vektoru matice G.

Symbolicky miizeme tvrzeni lemmatu zapsat @ € C+ < @GT = 0, kde GT je transponované generujici
matice G.
Diikaz.
=% Méjme vektor & € Ct. Diikaz prvni implikace je snadny, nebotf fadkové vektory matice G jsou
bézové vektory prostoru C' a kazdy vektor dualniho kédu C+ je ortogonalni ke viem vektortim C, zejména
k vektorim béze.
,<“ Ozna¢me Fadky generujici matice G jako 7, 7%, ..., 7. Podle pfedpokladu je kazdy vektor @ € C*
ortogonalni ke vSem vektorim kédu C', pficemz kazdé kédové slovo & kédu C' muzeme podle Véty 3.14.
jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci vektort baze, tj. jako linearni kombinaci fadkovych vektori
generujici matice.

= a7 + asfa + -+ + agTk, kde a1, aq,...,a; € GF(q)

Potom pro vektor « plati

-7 =1 (a7 + agfa + -+ + agf),
coz s vyuzitim Lemmatu 6.1. dava
= 041(’&" 7?1) + QQ(U’ Fg) e i ak(ﬁ~ ’Fk)

a10+a20+--~+ak0:0.

To znamen4, 7e libovolny vektor @ € C je ortogonalni ke kazdému vektoru (kédovému slovu) kédu C. [0

Nyni mtuzeme dokazat korektnost definice dualniho kédu. Tvrzeni nasledujici véty dokonce specifikuje
dimenzi dualniho kédu.

Véta 6.3. Véta o duilnim kédu
Mé&jme linedrni [n, k]-kod C' nad telesem GF(q). Potom dudini kod C+ kddu C' je linedrni [n,n — k]-kdd.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze C* je linedrni kéd. Mé&jme libovolné dva vektory (slova) iy, s € C+ a libo-
volné dva skaldry ay,as € GF(q). Potom s vyuZzitim Lemmatu 6.1. pro libovolné kédové slovo & kédu C
plati

(al’l_h + azﬁg) - F= al(ﬁl . .7?) + az(ﬁg . f)

To znamend, ze vektor (slovo) @ = a1y + aqily patii také do dudlniho kédu C*, proto je dualni kéd C+
podle definice linearniho kédu a podle Véty 3.11. linearnim kddem.

Nyni ukdZeme, ze dimenze duélniho kédu C+ je n—k. Jestlize G, G = [ g;; ], je generujici matice kédu C,
tak podle Lemmatu 6.2. do dudlniho kédu C* patii pravé vektory (slova) o, & = v1vz . .. vy, pro kterd plati

Zngij=07 proi=1,2,... k. (9)
j=1

Soustava rovnic (9) je soustava k linedrné nezavislych rovnic (rovnice jsou linedrné nezavislé, nebot fadky
generujici matice jsou linearné nezavislé) o n neznamych, coz znamend, Ze prostor feseni C této soustavy
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mé4 dimenzi n — k. A protoze pravé kazdy vektor ¥ dulniho kédu soustavu rovnic splituje, nebot 7GT = 0,
tak dudlni kéd a prostor feSeni soustavy rovnic jsou totozné a dimenze kédu C+ je n — k.

Diikaz tohoto tvrzeni zde uvedeme v jazyce kéda. Jisté plati, ze pokud jsou dva kédy C; a Cy ekvi-
valentni, tak jsou ekvivalentni i jejich dudlni kédy Ci- a C3. Tvrzeni staci ukazat pro kéd C s generujici
matici ve standardnim tvaru, tj. pro kéd jehoz generujici matice je

10 -« 0 an - i
01 0 as1 -+ aspg
G p—
0 0 1 ak,l ak,nfk‘

Duélni kéd C* pak je mnozina vektorti ¥ = v1vs . .. v,, které splituji rovnici

n—k
Ct =< (v1,v9,...,05) s 05 + Z%j%ﬂ‘ =0proi=1,2,...,k 5. (10)
j=1
Pro kazdou z ¢"~* moznosti prvkit vg,1, Vg2, .., v, existuje vhodnou volbou prvku v; pravé jeden vektor

U = V103 . . . Uy, ktery spliiuje rovnici v; + Z;Zlk a;jVk+; = 0 v popisu mnoziny (10). Proto plati ’CL| =q"F
a dimenze prostoru C* je n — k. O

Poznamka 6.1. Véta o dudlnim kédu a Frobeniova véta

Studenttim technickych oborti neunikne, ze tvrzeni Véty 6.3. je analogii Frobeniovy véty. Vskutku, nejen
samotné tvrzeni, ale i metody diikazu jsou stejné, at uz formulujeme tvrzeni o dimenzi soustavy a dimenzi
prostoru feSeni v jazyce linedrni algebry nebo teorie kédovani, nebot se jedna o stejné tvrzeni. Na druhou
stranu podstatnym rozdilem obou tvrzeni je, ze zatimco v linedrni algebfe pracujeme s vektorovymi prostory
nad télesem R, tak v teorii kddovani pracujeme nad koneé¢nymi télesy fadu gq.

Otazka: Plati pro kéd C a jeho dualni kéd C*, ze C N C+ = (7
Otazka: Plati pro kéd C a jeho duélni kéd C+, ze C U C+ =V (n,q)?
Priiklad 6.3. Méjme kéd Cs z Prikladu 1.10.

000
011
101
110

kéd Cy =

Jeho dualni kéd C5- je opakovaci kéd
000

kod Gy = {111.

Priiklad 6.4. Méjme kéd C7.
0000

0011
1100
1111.

kéd Oy =

Uréime dualni kéd C+.

Staéi si uvédomit, ze dimenze kédu C7 je 2, proto dimenze kédu C: je také 4 — 2 = 2. To znamena, Ze

kéd C7 obsahuje 4 vektory. Neni tézké ovéfit, vSechny ¢tyfi vektoru kédu C7 jsou ortogondlni navzajem,

proto C7 = Cy. v
Pro kazdy linearni kdd plati nasledujici jednoduché pozorovani.

Véta 6.4. Pro kazdy linedrni [n, k]-kdd C plati (C+)L = C.
Diikaz. Tvrzeni ma tvar mnozinové rovnosti. Ukazeme jednu inkluzi a porovname velikosti kéda.

Jisté plati C C (C+)*, nebot kazdy vektor o € C je ortogonalni ke viem vektortim v Ct. Soucasné
plati, ze dimenze kédu (C+)* je n — (n — k) = k, coz je pravé dimenze kédu C, proto (C+)+ = C. O
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Kontrolni matice
Nyni ukazeme, Ze linearni kéd 1ze jednoznac¢né popsat i pomoci jiné matice, nez generujici matice.

Definice Kontrolni matice
Méjme linearni [n, k]-kéd C nad télesem GF(q). Kontrolni matice H kédu C' je generujici matice G duélniho
kédu C+.

Podle definice generujici matice G linearniho [n, k]-kédu C nad télesem GF(q) vime, Ze se jednéd o matici
tvaru k xn. Podle definice kontrolni matice H vime, Ze kontrolni matice je tvaru (n—k) x n. Protoze skalarni
soucin kazdého (zejména bazového) vektoru dudlniho kédu se vSemi (zejména bézovymi) vektory kédu C je
nula, tak plati GH” = 0, kde 0 je étvercova nulova matice ¥a4du k. Nyni z Lemmatu 6.2. a Véty 6.4. ihned
vidime, Ze pokud H je kontrolni matice linearniho kédu C, tak plati

C:{feV(n,q):fHTzﬁ}.

To znamena, Ze kéd C' je urCen nejen generujici matici G, ale soucasné je urcen také kontrolni matici H.
Priklad 6.5. Podle Piikladu 6.3. vime, Ze kontrolni matice kédu Cy z Ptikladu 1.10. je H =1 1 1].

Priklad 6.6. Podle Prikladu 6.4. vime, Ze generujici matice a soucasné kontrolni matice kédu C; z Pri-

110 0
kladu 6.4. j =H =
adu 6.4. je G {0 0 1 1}
Kontrolni soucty
Radky kontrolni matice odpovidaji kontrolnim souctim. Kontrolni soudet ¥ika, Ze jista linedrni kombinace
soufadnic kazdého kédového slova se rovna 0. Kontrolni soucet sestavime snadno. Prislusny fadek #* kontrolni
matice skalarné vynasobime s vektorem soufadnic & = x5 ...x, a porovname s nulou.

Priklad 6.7. Sestavime kontrolni souc¢ty kédu C7 z Prikladu 6.4.
Vynésobime skalarné kazdy fadek kontrolni matice (Pfiklad 6.6.) s vektorem soufadnic ¥ = x5y
a porovname s 0. Dostaneme

1+ 22 =0,

Z’3+1‘4:0.
v

Priklad 6.8. Sestavime kontrolni souc¢ty kédu Cs z Piikladu 6.3.
Dle Prikladu 6.5. vime, ze kontrolni matice H kédu C mé jediny fadek. Vynasobenim s vektorem soufadnic
Z = x1x223 a porovnanim s 0 dostaneme xq + x2 + xz3 = 0. v

Poznamka 6.2. Pozorovani z predchoziho piikladu mtzeme zobecnit. Mé&jme bindrni linearni kéd FE,,,
jehoz vsechna kdédova slova maji sudou vahu Jeho kontrolni matice je H = [1 1 ... 1]. To znamend, Ze

kontrolni soucet takového kédu je jediny, a sice x1 + zo + -+ - + z, = 0.

Kontrolni soucet slouzi ke snadnému ovéteni, zda prijaté slovo ¥ je kédové slovo nebo ne. Kazdé kédové
slovo musi splnovat vSechny kontrolni souc¢ty a naopak, kazdé slovo, které spliiuje vSechny kontrolni soucty
je kédovym slovem.

Kontrolni sou¢ty je navic zpravidla jednoduché implementovat. Zatimco nasobeni kontrolni matici
vyzaduje operace nasobeni i s¢itani, tak (bindrni) kontrolni soucet je zpravidla mozné implementovat pomoci
hradel pro operace séitani.

Sestaveni kontrolni matice

Nasledujici véta dava jednoduchy nastroj jak sestavit kontrolni matici H linearniho kédu, pokud znédme jeho
generujici matici G (ve standardnim tvaru), nebo naopak, jak sestavit generujici matici G linedrniho kddu,
pokud zname jeho kontrolni matici H.

Véta 6.5. Standardni tvar kontrolni matice
Méjme linearni [n, k]-kod C' s generujict matici ve standardnim tvaru G = [Ix|A]. Kontrolni matice H
kédu C je matice H = [— AT |i,,_].
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Diikaz. Méjme generujici matici G kédu C' ve standardnim tvaru.

10 - 0 a1 - ok
0 1 - 0 ay - aon
G:
00 -+ 1 ap1 - Gpos
Oznac¢me
—ay; a9y —ag 10 --- 0
—a1s —a9 — Qo 00 --- 0
H= .
—A1p—k —A2p—k '+ —Qgp—r 0 0 --- 1

Matice H je pozadovaného tvaru n — k x n a fadky matice H jsou jisté nezavislé. Zbyva ovérit, ze kazdy

Fadek matice H je ortogonalni ke kazdému fadku matice G. Udélame prislusné skalarni souciny i-tého radku

matice G a j-tého fadku matice H. Pro kazdé i =1,2,...,k a kazdé j =1,2,...,n — k dostaneme
0+0+---+0—-a;;+0+---+0+a;; +0+---+0=0.

To znamend ze radky matice H a fadky matice G jsou ortogonalni a H je kontrolni matice kédu C. ]

Priklad 6.9. Generujici matice kédu Cy z Pfikladu 1.10. mé podle Pfikladu 4.10. standardni tvar

1 0 1
0 1 1
Sestavime kontrolni matici kédu Cs.
Podle Véty 6.5. je kontrolni matice
1 1 1].
To odpovidéa feseni z Prikladu 6.5. v

Vsimnéte si, ze zdporné znaménka v kontrolni matici bindrntho kédu nemusim uvadét, nebot v bindrnim
kédy plati —1 = 1.

Piiklad 6.10. Generujici matice kédu Cr z Pfikladu 3.5. ma podle Pfikladu 4.10. standardni tvar

1 00 01 0 1
01 0 0 1 1 1
001 01 10
0001 011
Sestavime kontrolni matici kédu Cp.
Podle Véty 6.5. je kontrolni matice
1 1101 00
01 1 1010
1 101 0 01

v

Podle Véty 6.5. vidime, Ze kéd mtze byt jednoznacné urcen jak generujici matici, tak kontrolni matici.

Pro fadu kédi, naptiklad pro Hammingovy kddy, kterym se budeme vénovat v Kapitole 7., je sikovnéjsi kod
popsat pomoci kontrolni matice, pfipadné pomoci kontrolnich souct.

Otazka: Muzeme ke kazdému linearnimu kédu C' najit kontrolni matici uzitim Véty 6.5.7
Ternarni kéd
Znaménka jinak

Priklad
Tady chybi cast textu, kterou je treba doplnit.

Standardni tvar kontrolni matice
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Vzhledem k tvrzeni Véty 6.5. je praktické zadavat kontrolni matici v jiném tvaru nez je standardni tvar
generujici matice. Odtud plyne nésledujici definice i zdivodnéni nazvu Véty 6.5.

Definice Standardni tvar kontrolni matice
Rekneme, Ze kontrolni matice se je ve standardnim tvaru, jestlize H = [ B|I,_4 ].

Priiklad 6.11. Navéazeme na Pfiklad 5.3. Generujici matice kédu Cg je

1010
G_{0111}

Sestavime jeho kontrolni matici ve standardnim tvaru.
Protoze generujici matice je ve standardnim tvaru G = [I3|A], tak podle Véty 6.5. snadno sestavime stan-
dardni tvar kontrolni matice H = [—AT|I,,_;,]. Oznac¢ime

10
=[]

Protoze v bindrni soustavé —1 = 1 a nemusime uvazovat zdpornd znaménka, tak plati

r 11
_A_[O 1}

Dostaneme kontrolni matici ve standardnim tvaru

)

01 01

Cviceni
6.1.1. Dokazte Lemma 6.1.

6.1.2. Méjme bindrni linedrni kod E,, ktery obsahuje prdavé vsechna slova sudé vihy z prostoru V(n,q).
Dokazte, e dudlni kdd E;- je bindrni opakovaci kdd délky n.

6.1.3. Urcete kontrolni soucet kodu E,, ze Cviceni 6.1.2.
6.1.4. Jak vypada kontrolni matice kodu Cg z Prikladu 6.4.7

6.1.5. Méjme ddn linedrni [n, k,d]-kod C dany generujici matici G, jehoz kontrolni matice je H. UkaZte,
Ze linedrni [n, k,d]-kdd C', jehoZ generujici matice vznikne z G provedenim tadkovych tuprav dle Véty 4.3.,
bude mit kontrolni matici, kterd vznikne z matice H provedenim stejnych radkovych uprav.

6.1.6. Méjme dan linedrni [n, k,d]-kdd C' dany generujici matici G, jehoZ kontrolni matice je H. UkaZte, Ze
linedrnd [n, k, d]-kdd C', jehoz generujici matice vznikne z G provedenim sloupcové dpravy (S1) dle Véty 4.3.,
bude mit kontrolni matici, kterd vznikne z matice H provedenim stejné sloupcové dpravy (S1).

6.1.7. Méjme ddn linearni [n,k,d)-kdd C' dany generujici matici G, jehoZ kontrolni matice je H. UkaZte,
Ze linedrni [n, k, d]-kdd C', jehoZ generujici matice vznikne z G provedenim sloupcové tupravy (S2) vyndsobe-
nim j-teho sloupce libovolnym nenulovym prvkem s dle Veéty 4.3., bude mit kontrolni matici, kterd vznikne

z matice H provedenim stejné sloupcové tpravy (S2) vyndsobenim j-tého sloupce prvkem s—'.

6.2. Syndromové dekédovani

P#i dekédovani pomoci Slepianova standardniho rozmisténi jsme ukazali, Ze jakmile pfijaté slovo ¢ najdeme
v tabulce, tak mame dvé moznosti, jak déle postupovat. Bud precteme kédové slovo Z z horniho zdhlavi
tabulky ve stejném sloupci, jako pfijaté slovo ¥, nebo v levém zahlavi tabulky pre¢teme chybovy vektor €
a kédové slovo & vypocitame jako & = ¢/ — €. Druhy postup se jevil jako zbytecné slozity. Nyni ukazeme, Ze
linearni kédy umoznuji elegantni postup dekédovani, ktery je zalozeny pravé na urceni chybového vektoru.

Syndrom slova
Nejprve zavedeme pojem syndromu prijatého slova.
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Definice Syndrom slova
Méjme g-arni linedrni [n, k]-kéd C' a méjme jeho kontrolni matici H Pro libovolné slovo 4, ¥ € V(n,q)
syndromem rozumime Fadkovy vektor délky n — k, ktery ktery oznac¢ime S(y) a ktery dostaneme jako
soucin S(7) = yH”.

Néktera literatura uvadi syndrom jako sloupcovy vektor HyT, coZ je transponovany vektor syndromu
zavedeného v definici.
Poznamka 6.3. Syndrom muzeme urcit pro libovolné slovo, nejen pro kédové slovo 4.

1) Syndrom kédového slova je nulovy vektor 0, nebot kédové slovo je ortogonalni ke vSem vektortim
duélniho kédu C* daného generujici matici H. A souc¢asné naopak nulovy syndrom maji pouze kédova
slova.

2) Oznacime-li le, ﬁQ, ey En_k rfadky kontrolni matice, tak syndrom mutzeme vypocitat pomoci n — k
skalarnich sou¢int S(§) = 7 h1, 7 oy § - o

3) Mame-li podle kontrolni matice implementovany kontrolni soucty s; = h;1y1 + hiayz + - - - + hinyn, tak
syndrom mtizeme vypoc¢itat pomoci n — k kontrolnich sou¢tia S(7) = s182. .. Sn.

Priklad 6.12. Ukézeme nékolik jednoduchych priklada syndromi.
1) V Prikladu 6.5. jsme ukézali, ze kontrolni matice kédu C5 je jednotddkova matice H = [1 1 1].

Syndromy kédovych slov 110 a 101 jsou
S(110)=[1 1 0]-[1 1 1] =1+140=0,
S101)=[1 0 1]-[1 1 1]"=140+1=0.

S$(100)=[1 0 0]-[1 1 1] =14+0+0=1,
S010)=[0 1 0]-[1 1 1] =0+14+0=1.

2) V Piikladu 6.6. jsme ukézali, Ze kontrolni matice kédu C7 je jednoradkova matice H = { 00 1 1

Syndromy kédovych slov 1100 a 1111 jsou

110 0]"

S(1100) =1 1 0 0][0 01 J =[1+14+0+0 0+0+0+0]=00,
110 0]"

SA) =[1 1 1 1][0 01 1} =[1+1+0+0 0+0+1+1]=00.

Syndromy slov 1101, 1000 a 0001 jsou

110 0]"

SA100)=[1 1 0 1]-|, o § ;| =[1+1+0+0 0+0+0+1]=01,
110 0]

§(1000) =[1 0 0 0]-| o ; ;| =[1+0+0+0 0+0+0+0]=10,
110 0]

S(0001)=[0 0 0 1]\, o ;| =[040+0+0 0+0+0+1]=0L

Syndromy a kosety
Nasledujici lemma ukazuje dtlezité pozorovani, které umozni elegantni dekédovéani aniz bychom sestavovali
Slepianovo standardni rozmisténi: vSechna slova ze stejného kosetu maji stejny syndrom.

Lemma 6.6. Duva vektory @,V € V(n,q) jsou ve stejném kosetu kodu C pravé tehdy, pokud maji stejny
syndrom.

Dikaz. Tvrzeni mé tvar ekvivalence. Ukazeme obé implikace.
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»=* Jestlize vektory (slova) @, 7 € V(n,q) patii do stejného kosetu kédu C, tak @+ C = ¥+ C. Podle
zndmého tvrzeni o t¥idach rozkladu faktorovych grup (odkaz?) plati @ — ¥ € C, coz podle definice kontrolni
matice davé (7—7)HT = 0. Roznésobenim a prevedenim na druhou stranu rovnosti dostaneme H” = ¢H”.
Podle definice syndromu dostédvame S(3) = S(?).

»<=“  Obréacenim vsSech kroki v pfedchozi ¢asti dostaneme opac¢nou implikaci. O

Priklad 6.13. Navédzeme na Piiklad 6.11. Generujici matice kédu Cg (podle Piikladu 5.3.) je

G{l vl 0}

0 1 1 1

Urc¢ime syndromy vsech reprezentant koseta.
Kontrolni matice kédu Cg podle Prikladu 6.11. je

1110
H‘[0101]'

Protoze reprezentanti kosetti jsou 0000, 1000, 0100 a 0001, jejich syndromy jsou

r 1T
S(0000) =10 0 0 O]- (1) 1 é (1) =[0+04+0+0 0+0+0+0] =00 (kédové slovo),
111 0]”
§(1000) =1 0 0 0]-| | , 1| =[1+0+0+0 0+0+0+0]=10,
111 0]”
S(0100)=[0 1 0 0] |, | 4 ;| =[0+14+04+0 0+1+0+0]=11,
111 0]”
S(001)=[0 0 0 1]-|\, ; o ;| =[04+0+0+0 0+0+0+1]=0L

Vidime, ze kazdy reprezentant méa jiny syndrom. Je snadné ovéfit, ze vSechna slova daného kosetu maji
stejny syndrom jako mé reprezentant daného kosetu. v

Lemma 6.6. fikd, ze mezi kosety (jejich reprezentanty) a mezi syndromy existuje jednozna¢ény vztah.
Kazdému kosetu umime jednoznac¢né ptiradit syndrom a hlavné naopak: kazdému syndromu umime ptiradit
cely koset.

Dausledek 6.7. Ezistuje bijekce mezi syndromy a kosety (resp. reprezentanty kosetd).

Bijekci z Disledku 6.7. budeme navic umét sestavit.

Piiklad 6.14. Navéazeme na Piiklad 6.13. Doplnime tabulku standardniho Slepianova rozmisténi o sloupec

syndromt.

Slepianovo standardni rozmisténi kédu Cg jsme sestavili v Piikladu 5.8. (Tabulka 5.1.). Pfidanim sloupce
kosett jsme dostali Tabulku 6.1. v

reprezentanti syndromy

1 1

kédova slova — 0000 1010 0111 1101 00

1000 0010 1111 0101 10

0100 1110 0011 1001 11

0001 1011 0110 1100 01

Tabulka 6.1.: Rozsirené Slepianovo standardni rozmisténi.
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V dalsi ¢asti ukdzeme, Ze pro dekédovani neni dilezita cela tabulka Slepianova standardniho rozmistént,
ale pouze reprezentanti kosetu a jejich syndromy. Ostatni sloupce tabulky nemusime sestavovat a tedy ani
ukladat.

Syndromova vyhledavaci tabulka

Predpokladejme, ze mame kéd C' dany generujici matici G. Snadno sestavime také kontrolni matici H.
Jestlize bylo vyslano kédové slovo & a prijato slovo ¢/, tak uréime syndrom slova y. Nevime sice, jaka chyba €
pii prenosu nastala, ale prijaté slovo ¢ méa stejny syndrom jako reprezentant 7 prislusného kosetu. Proto
sta¢l kazdému syndromu prifadit prislusného reprezentanta 7 kosetu, tento reprezentant je soucasné roven
chybovému vektoru €. Ihned tak pozname, jaka chyba pfi pfenosu nastala (za pfedpokladu malého poctu
chyb).

Priklad 6.15. Navazeme na Ptiklad 6.14. Sestavime tabulku pro vyhledani syndromi, které budeme fikat
ysyndromové vyhledavaci tabulka®). Prvni sloupec budou syndromy, druhy reprezentanti.

V Prikladu 6.14. jsme sestavili Tabulku 6.1. Tabulka 6.2. obsahuje dva vybrané sloupce: sloupec syndromu
a sloupec reprezentant. N

syndromy Z' reprezentanti f(2)

00 0000
10 1000
11 0100
01 0001

Tabulka 6.2.: Tabulka syndromi a reprezentanti (syndromovd vyhleddvaci tabulka).

Syndromové dekédovani
Cely proces syndromového dekédovani popisuje nasledujici algoritmus.

Algoritmus 6.8. Syndromové dekédovani
Vyslano bylo kodové slovo T a prijato bylo slovo .
1) Vypocitdme syndrom S(ij) = yH?T .
2) Oznacime Z = S(y) a najdeme syndrom v prunim sloupci tabulky syndromi a reprezentanti. Odpovi-

dagict reprezentant kosetu je vektor f(Z).
3) Slovo §f dekddujeme jako i§ — f(Z).

Uvedeny algoritmus dekéduje slovo spravné, pokud pocet chyb, které nastaly, je maly. Ukazeme nékolik
prikladt syndromového dekddovani.

Priiklad 6.16. Navéazeme na Pfiklad 6.15. Kontrolni matice kédu Cj je

1110
H{0101}'

Pomoci tabulky syndromi a reprezentanttt kédu Cs (Piiklad 5.3.) dekédujeme slova a) 0111, b) 1001 a c)
1111.
a) Pro pfijaté slovo 73 = 0111 spoc¢itdme syndrom

111 0]"
S(Hh)=[0 1 1 1]-{0 1 0 J =[04+141+0 0+14+0+1]=00.

Protoze syndrom je nulovy vektor (a podle Tabulky 6.15. ihned vidime, Ze pfislusnym reprezentantem je slovo
£(00) = 0000, které je soucasné chybovym vektorem €} ), tak pfijaté slovo je pfimo kédovym slovem Z; = 7.
b) Pro pfijaté slovo 7> = 1001 spoc¢itdme syndrom

111 0]"
S(@)=[1 0 0 1][0 1 o 1} =[1+0+0+0 0+0+0+1]=11.

Podle Tabulky 6.15. ihned vidime, Ze p¥isluSnym reprezentantem je f(11) = 0100, ktery je soucasné chybovym
vektorem €. Vypodéitame kédové slovo Xy = 3o — € = 1001 — 0100 = 1101. VSimnéte si, Zze vypocitané
kédové slovo vskutku odpovidé kédovému slovu v zéhlavi Tabulky 6.1.
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c) Pro prijaté slovo g3 = 1111 spoc¢itame syndrom

111 0]
S@)=[1 1 1 1]‘{0 1 0 1} =[1+14140 0+1+0+1]=10.

Podle Tabulky 6.15. ihned vidime, Ze pfislusnym reprezentantem je f(10) = 1000, ktery je soucasné chybovym

vektorem €3. Vypocitame kédové slovo Zs = g3 — €3 = 1111 — 1000 = 0111. Vypocitané kédové slovo opét

odpovida kédovému slovu v zahlavi Tabulky 6.1. v
Cely postup muzeme shrnout:

1) Vyslano bylo slovo Z a pfijato slovo bylo slovo .

2) Uréime syndrom pfijatého slova 4, S(ij) = yH?' .

3) Je-li syndrom nulovy vektor S(%) = 0, tak za pfedpokladu malého poc¢tu chyb nedoslo chybé a pfijaté
slovo ¥ je soucasné kédové slovo .

4) Je-li syndrom nulovy nenulovy vektor S(y) = Z, tak za pfedpokladu malého poétu chyb dekddujeme
prijaté slovo ¢ jako kédové slovo Z = ¢ — f(2).

Cviceni

6.2.1.  Mé&jme bindrni linearni [n, k]-kdd s kontrolni matict H. UkaZte, Ze transponovany syndrom prijatého

slova 1 je roven souctu sloupci kontrolni matice H, které odpovidaji pozicim s chybami.

6.2.2.  Sestavte syndromovou vyhleddvact tabulku pro bindrnd linedrni [7,4, 3]-kod Cs s generujici matict

10001 1 1
01001110
0010 1 01
0001 0o 11

Pouzijte tabulku k dekodovani slov i, =

6.2.3. Mé&jme linedrni (10, 8]-kdd nad GF(11) zadany kontrolni matici

- 11111111 1
/1 23 45 6 7 8 9 10|

Najdéte generujici matici ve standardnim tvaru.

6.2.4. Navazeme na Cviceni ?? Méjme kod C (jiz ne linedrni) ktery vznikne z kodu C' vynechdnim vsech
slov, ktera obsahugi symbol 10. Dostaneme kod, jehoZ pocet slov je |C| = 82644629.

Z generujict matice vidime, Ze slova kodu jsou tvaru ¥ = x1,%a,...,T10, kde x9 = 2x1 + 3x2 + 423 +
+bxy + 6x5 + Tz + 827 + 9x8 a x10 = Tady chybi cédst textu, kterou je treba doplnit..

6.3. Neuplné dekédovani

Neuplné dekédovani
Netuplné dekédovani je kombinovany proces detekce a opravy chyb pfenosu. Detekce se misto opravy vyuziva
v pripadé, Ze ,oprava‘ s vysokou pravdépodobnosti nedd spravné kddové slovo. Nésledujici postup zaruci
pro kéd C' s minimalni vzdéalenosti dist(C') = 2t 4+ 1 nebo dist C = 2¢ 4 2 opravu nejvyse ¢ chyb. Navic bude
mozno v nékolika pripadech detekovat vice nez ¢ chyb.
Sestavime Slepianovo standardni rozmisténi s rostoucimi vahami reprezentanti. Rozmisténi rozdélime

na dveé c¢asti:

1) horni ¢ast bude obsahovat Fadky, jejichz reprezentanti maji vdhu nejvyse ¢,

2) dolni ¢ast bude obsahovat Fadky, jejichZ reprezentanti maji vahu vySsi nez ¢.
Pokud pfijaté slovo ¢ bude z horni &asti (syndrom pfijatého slova § bude mit vahu nejvyse t), tak piijaté
slovo dekdédujeme jako § — f(Z), kde Z = S(%) a f(Z) uréime podle syndromové vyhledévaci tabulky. Pokud
ale pfijaté slovo ¢ bude z dolni ¢asti (jeho syndrom bude mit vdhu vétsi nez t), tak vime, Ze nastalo vice
nez t chyb a vyzadame si nové zaslani, respektive pfecteni kédového slova.
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repr.
+
kéd — 00000 10101 01110 11011
horni 10000 00101 11110 01011
¢ast 01000 11101 00110 10011
00100 10001 01010 11111
00010 10111 01100 11001
00001 10100 01111 11010
dolni 11000 01101 10110 00011
Gast 10010 00111 11100 01001
Tabulka 6.3.: Slepianovo standardni rozmisténi kddu Cs.

Priklad 6.17. Mg¢&jme binéarni linearni [5, 2]-kéd C3 z Piikladu 1.11. s generujici matici

10101
G‘[01110}'

Pomoci netplného dekédovani zpracujte slova i3 = 11011, > = 00110, 3 = 00011.
Nejprve sestavime horni a dolni ¢ast Slepianova standardniho rozmisténi. Dostaneme Tabulku 6.3.

Nejprve dekédujeme slovo 3 = 11011. Slovo se nachézi v prvnim fadku Tabulky 6.3., prislusny chybovy
vektor je 0. Dekédujeme kédové slovo @ = 73 = 11011.

Déle dekddujeme slovo ¢, = 00110. Slovo se nachézi ve tfetim sloupci a tfetim fadku Tabulky 6.3.,
prislusny chybovy vektor je €, = 01000. Dekédujeme slovo 4> jako kédové slovo s = 01110 ze zahlavi
tfetiho sloupce. (Navic plati Z5 = > — € = 00110 — 01000 = 01110.)

A konecné se pokusime dekddovat slovo 3 = 00011. Slovo se nachazi ve ¢tvrtém sloupci a sedmém
rfadku Tabulky 6.3. ProtoZe slovo se nachazi v dolni ¢asti Slepianova rozmisténi, slovo nebudeme dekddovat,
ale vyzadame si nové zaslani nebo pfecteni slova. V Prikladu 6.19. ukdZzeme, Ze je jen mald pravdépodobnost,
ze bychom slovo dekédovali spravné, protoze miniméalni vzdalenost kédu C3 = 3, tj. ¢ = 1, a proto kéd Cj
opravi nejvyse jednu chybu. Detekovat vSak muZe dvé chyby, nebot d — 1 = 2. v

Netuplné syndromové dekédovani

Jesté tspornéjsi a je netplné dekédovani, které vyuziva syndromu prijatych slov. Misto Slepianova standard-
niho rozmisténi s horni a dolni ¢asti sestavime syndromovou vyhledavaci tabulku. Pfi netiplném dekédovani
navic staéi sestavit zkracenou syndromovou vyhledavaci tabulku jen pro horni ¢ast Slepainova standardniho
rozmisténi.

Pro pfijaté slovo § vypoéitdme jeho syndrom S(%). Pokud se syndrom S(%) nachdzi v horni ¢asti
syndromové vyhledavaci tabulky, tak dekédujeme slovo & = ¢ — f(2), kde Z = S(¥) a f(Z) urcéime dle
sydromové vyhledavaci tabulky. Pokud se vSak syndrom nachazi v dolni ¢asti (respektive se ve zkracené
syndromové vyhleddvaci tabulce viibec nenachézi, protoze jeho védha je vyssi nez hodnota parametru ¢), tak
vime, ze nastalo vice chyb, nez dany kéd umi opravit, a slovo nebudeme dekddovat. Vyzadame nové zaslani
nebo ¢teni slova.

Piiklad 6.18. Navazeme na Piiklad 6.17. Pomoci netiplného syndromového dekédovani kédu Cs zpracujte
slova ¢; = 11011, 45 = 00110, 3 = 00011.
Méme generujici matici G bindrniho linedrniho [5, 2]-kédu C5 z Prikladu 1.11.

10101
G_[01110}'

Sestavime kontrolni matici kédu C3. Protoze generujici matice ma tvar G = [I3]A], kde

1 01
A_[l 1 0}’
tak kontrolni matice ma tvar
1 1.1 00
H:[—AT\Ig]: 01 0 1 0
1 0 0 0 1
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syndromy reprezentanti

horni 000 00000
Gast 101 10000
110 01000
100 00100
010 00010
001 00001
dolni 011 11000
Cast 111 10010

Tabulka 6.4.: Syndromovd vyhleddvact tabulka kodu Cs.

Déle sestavime syndromovou vyhledavaci Tabulku 6.4.

Nyni pokud bude piijato slovo 7; = 11011, tak jeho syndrom S(i1) = #1HT = [0 0 0] a kédové
slovo Z7 = 1.

Pokud bude pfijato slovo 4, = 00110, tak jeho syndrom z = S(j2) = #H' = [1 1 0]. Stejny
syndrom ma4 reprezentant f(Z) = € = 01000 a kédové slovo s = 7 — € = 00110 — 01000 = 01110.

A kone¢né pokud bude pfijato slovo 73 = 00011, tak jeho syndrom S(3) = 7o HT =[0 1 1]. Stejny
syndrom ma4 reprezentant ég = 11000. Protoze nastaly dvé chyby a kéd C3 opravi nejvyse jednu chybu, tak
vyslané kédové slovo mohlo byt 3 = 33 — €6 = 00011 — 11000 = 01110, ale mohlo se jednat i o jiné slovo
a i3 nebudeme dekdédovat. v

Mohlo by se zdat, ze rozhodnutim nedekédovat slovo, pokud vime, Ze nastaly alespon dvé chyby, piiha-
zime o moznost nékteré chyby opravit. Problém je, Ze pokud nastaly dvé nebo vice chyb a podle syndromu
tuto situaci rozpozname, tak bychom slovo dekédovali nejspis Spatné. Situaci vysvétlime na nasledujicim
prikladu.

Priklad 6.19. Navazeme na Piiklad 6.18. Predpokladejme, ze pfi prenosu kédového slova & bylo piijato
slovo 3 = 00011 a nastaly pravé dvé chyby. Urcete pravdépodobnost, ze pii dekédovani pomoci Slepianova
standardniho rozmisténi nebo pfi syndromovém dekédovani dekédujeme ptijaté slovo spravné. Jak se situace
zméni, jestlize budeme predpokladat, ze pri prenosu nastaly alespon dvé chyby?

Jestlize pfi prenosu nastaly pravé dvé chyby, tak by se mohlo zdat, ze dvé chyby mohly nastat jednim z (g) =
= 10 zpusobi. UkdZeme, Ze umime pocet ruznych pfipadd vyrazné snizit. Vime totiz, ze zaslané slovo ¥
musi patfit do kédu Cs a piijaté slovo je pravé i3 = 00011.

1) Pokud bylo zasldno slovo 00000 musely nastat dvé chyby na poslednich dvou pozicich. Pfi dekédovéani
vsak bude dekédovéno slovo Z = 11011 a slovo nebude dekédovano spravné.

2) Slovo 10101 nemohlo byt zaslano, nebot dist(10101, ¢j3) = 3.

3) Ani slovo 01110 nemohlo byt zasldno, nebot dist(01110, 75) = 3.

4) Pokud bylo zaslano slovo 11011 musely nastat dvé chyby na prvnich dvou pozicich. Pii dekédovani
bude spravné dekédovano slovo & = 11011.

Predpokladame, ze v symetrickém bindrnim kanalu je kazda chyba stejné pravdépodobné. V prvnim ptipadé
slovo nebude dekédovano spravné, v druhém pripadé ano, proto bude pfijaté slovo dekédovano spravné
s pravdépodobnosti 1/2. To vse za pfedpokladu, ktery nemame zarucen, Ze nastaly pravé dvé chyby.

Pokud budeme ptredpokladat, ze nastaly dvé nebo tfi chyby, tak dvé chyby nastaly s pravdépodob-
nosti 10p?(1 — p)? a tii chyby s pravdépodobnosti 10p3(1 — p)2. Pouze v jediném piipadé bude slovo deké-
dovano spravné, ve zbyvajicich (s trochu vétsi pravdépodobnosti nez 1/2) bude dekédovano chybné.

Pri pfenosu vSak obecné nevime kolik chyb nastalo, a proto pfijaté slovo se dvéma a vice chybami bude
spise dekédovano chybé. Pravdépodobnost obecné neni snadné urcit. Nyni rozumime, pro¢ pfi netplném
dekédovani v piipadé, kdy vime, ze nastalo vice nez ¢ = L%J chyb, tak slovo nedekédujeme. v

Neuplné syndromové dekédovani a perfektni kody
Slepianovo standardni rozmisténi sestavené pro perfektni kédy bude obsahovat pouze horni ¢ast. Jestlize
minimélni vzdalenost takového kédu je d = 2t + 1, resp. d = 2t, tak vSichni reprezentanti kosett budou mit
vahu nejvyse t, nebot z kazdého kosetu bude vybran pravé jediny reprezentant, ktery se lisi od kédového
slova 0 na nejvyse t soufadnicich. Dolni ¢ast Slepianova standardniho rozmisténi bude prazdna a proces
dekédovani nebude netplny.

Cely postup shrne nasledujici algoritmus.

Algoritmus 6.9. Neuplné syndromové dekédovani
Vyslano bylo kodové slovo T a prijato bylo slovo .
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1) Vypocitdme syndrom S(ij) = yH?T .

2) Oznacime Z = S(Y) a najdeme syndrom v pronim sloupci tabulky syndromi a reprezentanti. Odpovi-
dajict reprezentant kosetu je vektor f(Z).

3) Slovo y dekddujeme jako y — f(Z).

4) Pokud se syndrom v tabulce nenachdzi, jeho reprezentant md vahu vétsi nez v a vyZadame novy prenos
slova 2.

Cviceni

6.8.1. Sestavte Tabulku syndromi a reprezentanti pro perfektni kéd Cr. Cim se lisi od tabulky kodu Cg
z prikladu 6.2.2.7
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Kapitola 7. Hammingovy kody

V této kapitole popiSeme specidlni pripad linearnich kédi — Hammingovy kédy. Budou mit nékolik velmi
péknych vlastnosti, snadny proces konstrukce pomoci kontrolni matice, snadny proces dekédovani, ktery bude
velmi Gisporny na operaéni pamét. Pro dekédovani Hammingovych kédi neni nutno uklddat ani Slepianovo
standardni rozmisténi a dokonce neni nutno ukladat ani syndromovou vyhledavaci tabulku.

Nejprve se pro jednoduchost a nazornost budeme vénovat binarnim Hammingovym kédtm a az v poz-
déjsich podkapitoldch ¢-arnim Hammingovym kédtm nad télesem GF(q). Ukdzeme, ze Hammingovy kédy
maji minimélni vzdalenost 3 a obecné umi opravit jednu chybu a detekovat dvé chyby. Jejich prednosti je
jednoduché schéma pro kédovani a zejména pro dekédovani.

7.1. Hamminguv kod

Hammingiv kéd muze byt definovan riznymi ekvivalentnimi zptsoby. Vzhledem k procesu dekddovani
je sikovné definovat kéd popisem kontrolni matice, ze kterého ptjde generujici matici odvodit podobnym
postupem, jako v dikazu Véty 6.5.

Definice Hamminguv kéd

Méjme ptirozené ¢islo r, r > 2. Sestavime kontrolni matici H tvaru r x (2" — 1) tak, Ze sloupce matice H
budou pravé vsechny nenulové vektory prostoru V(r,2). Bindrni Hammingiv kdd je kazdy takovy kéd, jehoz
kontrolni matice je H. Bindrni Hammingtv kéd znac¢ime Ham(r, 2).

V podkapitole 7.2. ukdzeme, jak definici bindrniho Hammingova kédu Ham(r, 2) rozsi¥it i pro libovolnou
velikost abecedy ¢, kde ¢ je mocninou prvoéisla a definici zobecnime i pro Ham(r, q).
Pozndmka 7.1. Hammingtv kéd Ham(r,2) ma kédova slova délky n = 2" — 1 a dimenzi k = n —r =
= 2" — r — 1. To znamena, ze pocet kontrolnich biti kazdého kédového slova je r, kde r = n — k a ze
redundance Hammingova Ham(r, 2) kédu je r.

Otazka: Jak by vypadal kéd Ham(1,2), kdybychom v definici dovolili » = 17

Poznamka 7.2. Vsimnéte si, ze existuje vice moznosti, jak Hammingtiv kéd Ham(r,2) vypadd (Cvi-
¢eni 7.1.1.), nebof poradi sloupci kontrolni matice Hammingova kédu Ham(r, 2) neni v definici jednozna¢né
urceno. Ukazeme, Ze jisté poradi sloupcii je pro opravu chyb pii dekédovani vyhodnéjsi nez ostatni. Obecné
symbol Ham(r, 2) zahrnuje kterykoliv z moznych kédi dle definice, vzdy v8ak mé délku slov 2" — 1, di-
menzi 2" — r — 1 a redundanci r.

Otazky:

e Kolik existuje bindrnich Hammingovych kéda Ham(2,2)?
e Kolik existuje bindrnich Hammingovych kédia Ham(3,2)?

Piiklad 7.1. Uvedeme nékolik prikladit Hammingovych kédu.
1) Kédy dané kontrolni matici H; i kontrolni matici Hs jsou Hammingovy kédy Ham(2,2).

110 011
Hl_{loJ’ H2_{101}
Kazdy Hammingtv kéd pro r = 2 mé generujici matici G = [1 1 1] a jednd se o opakovaci kéd

délky 3.
2) Binarni Hammingtiv kéd pro r = 3 je naptiklad binarni linedrni kéd Ham(3,2) dany kontrolni matici

0001111
Hy;=10 1 1 0 0 1 1
1 01 01 01
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Vsimnéte si, ze sloupce kontrolni matice Hs jsou usporadany vzestupné podle binarniho zapisu indexi
kazdého sloupce zapsanych do sloupcovych vektord matice H.

3) Binarni Hammingtv kéd pro r = 4 bude mit kontrolni matici tvaru 4 x 15. Kontrolni matice Ham(4, 2)
bude napriklad

Hy

Il
_oo o o
o= OO
= =0 O
o o= O
_ O = O
O = = O
e =)
oo O
[EE e i R Y
O = O =
— = O
SO
— O =
e e
—

Otazky:

e Kolik kédovych slov obsahuje Hammingtv kéd Ham(3,2)?
e Kolik kédovych slov obsahuje Hammingtv kéd Ham(4, 2)7

Otazka:
Priklad 7.2. Sestavime binarni Hammingtv kéd pro r = 3, jehoZ kontrolni matice mé standardni tvar.

Sestavte jeho generujici matici a porovnejte ji s matici linearniho [7,4, 3]-kédu z P¥ikladu 6.10.
Staci vzit sloupce kontrolni matice Hz z P¥ikladu 7.1. v jiném potadi.

H =

=)
_— O =
[ R
—_ =
S O =
o = O
_ o O

Matice H uréuje ekvivalentni Hammingiv kéd Ham(3,2). Protoze kontrolni matice ma tvar [ —AT|I3], tak
snadno sestavime generujici matici G = [I4]A] Hammingova kédu Ham(3,2). Dostaneme

[ i e R R
oo RO
o= OO
_o oo
e i =)
— = o
— O = =

Generujici matice H neni identicka s generujici matici z Pfikladu 6.10. Obé matice vSak generuji ekvivalentni
kédy, oba prislusné kédy jsou navic perfektni. v

Koédovani pomoci Hammingova kédu

Pokud méme kontrolni matici bindrniho Hammingova kédu Ham(r, 2), tak staci sestavit pfislusnou generujici
matici kédu Ham(r,2) jako v Piikladu 7.2. Kdédovani probihé stejné jako u linedrniho kédu tak, ze slovo
zpravy (délky k = 2" — r — 1) vynédsobime generujici matici. Dostaneme kédové slovo Hammingova kédu.

Piiklad 7.3. Pomoci generujici matice G' z Prikladu 7.2. zakddujeme slova @; = 0011 a 4y = 1101.
Kédova slova # dostaneme vynésobenim slova zpravy w; generujici matici G. Generujici matici G jsme
sestavili v Pfikladu 7.2. Kédovanim slova % dostaneme kddové slovo #;.

10 00 0 1 1
oo 010010 1| _
¥ = G =[0011] 0010110l7 [0011001 ]
00 0 1 1 1 1
Koédovanim slova iy dostaneme kédové slovo Zs.
10 000 11
oo 010010 1| _
5 = UG = [1101] 0010110 =[1101001
0 0 0 1 1 1 1

Vsimnéte si, ze kédové slovo & je souc¢tem tietiho a ¢tvrtého fadku matice G, zatimco slovo Zs je souctem
prvniho, druhého a ¢étvrtého fadku matice G. v
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Otazka: Budeme pracovat (kédovat) s binarnim Hammingovym kédem Ham(r,2). Jakou délku maji slova
zpravy, kterou miizeme kédem Ham(r,2) kédovat?

Vlastnosti Hammingova kédu
V Piikladu 7.2. jsme zminili, Ze uvedeny Ham(3,2) je perfektni. To neni ndhoda. V této ¢asti mimo jiné
ukazeme, Ze kazdy Hammingav kéd je perfektni.

Véta 7.1.  Mé&jme prirozené cislo v, r > 2. Bindrni Hammingiv kod Ham(r, 2)
(i) je linedrni [2" — 1,27 — r — 1]-kdd,

(i) md minimalni vzdalenost 3 (opravi jednu chybu),

(iii) je perfektni.

Diikaz. Tvrzeni véty ma tii ¢asti, postupné dokazeme vSechny tfi.
i) Podle definice je Hammingtiv kéd linearni a jeho dualni kéd Ham(r,2)* je ihned podle tvaru matice H
linearni [2" — 1, r]-kéd. Podle Véty o dudlnim kédu (Véta 6.3.) je proto Hammingtv kéd Ham(r, 2) linedrni
[27 —1,2" — 1 — r]-kéd.
ii) Protoze Hammingtv kéd Ham(r,2) je podle definice linearni kéd, tak podle Véty 4.2. sta¢i ukdzat, ze
kazdé nenulové slovo Hammingova kédu méa vahu alespon 3.

Nejprve ukédzeme, ze zadné nenulové slovo nemé vahu 1. Postupujeme sporem. Predpokladejme, ze
slovo Z, & € Ham(r, 2), méa vahu 1. Potom muZeme psat

#=00...010...0,

kde pouze z; = 1. Podle definice kontrolni matice je kazdé slovo kédu ortogonalni ke kontrolni matici H,
zejména THT = 0. To ale znameni, ze i-ty sloupce kontrolni matice H obsahuje samé nuly, coz je spor s nasi
definici Hammingova kédu Ham(r, 2).

Dale ukaZzeme, Ze zadné nenulové slovo nemd vdhu 2. Pro spor opét predpoklddejme, Ze slovo &,
Z € Ham(r, 2), m4 vdhu 2. Potom mtizeme psat

Z=00...010...010...0,

kde pouze z; =1 a x; = 1.
Ozna¢me n = 2" — 1 a prvky [-tého fddku kontrolni matice H Hammingova kédi Ham(r,2) oznacme
hy = hithys ..., hy,. Vektory T a h; jsou ortogonalni, proto pro kazdé [ =1,2,...,r plati

hyi+h;; =0 (mod 2),
coz pro binarni kéd mizeme upravit
hli = hlj (mod 2),

kde I =1,2,...,r. To ale znamena, Ze i-ty a j-ty sloupec kontrolni matice H jsou stejné, coz je opét spor
s definici Hammingova kédu Ham(r,2). Proto méa kazdé nenulové slovo Hammingova kédu Ham(r,2) vahu
alespon 3.

iii) Abychom ukézali, Ze Hammingtv kéd Ham(r,2) je perfektni, sta¢i abychom ukézali, Ze v rovnosti (3)
(Hammingova hranice z Véty 2.9.) nastava rovnost. ProtoZe pro Hammingtv kéd plati n = 2" — 1, ¢ = 2,
t=1a M =2""" tak leva strana rovnosti (3) je

(o) Gamns G e Gam) =2 (1 () -

2" " (1+n) =
9T (1427 —1) =
o

coZ je pravé prava strana rovnosti (3) a Hammingtv kéd Ham(r, 2) je proto perfektni. O
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Neni t&zké si rozmyslet, Ze tvrzeni Véty 7.1. (iii) nejde zesilit. Pro kazdé r, r > 2, obsahuje Hammingtiv
kéd slova s vahou 3. Jestlize sefadime sloupce kontrolni matice Hammingova kédu Ham(r, 2) tak, aby prvni
tTi sloupce matice H byly

0 0 0
0 0 O
o1 1 ---
1 01 -,

tak kédové slovo & = 1110...0 patii do Hammingova kédu Ham(3, 2) a vaha w(Z) = 3.

Priklad 7.4.

1) Bindrni Hammingtv kéd Ham(2,2) (kéd Cy z Pfikladu 1.10.) obsahuje étyfi kédova slova celého
prostoru V' (2,2) a je perfektni.

2) Bindrni Hammingiv kéd Ham(3,2) (kéd C5 z Piikladu 1.11.) je podle Cviceni 2.4.1. perfektni. Obsa-
huje celkem 2773 = 16 kédovych slov.

Syndromy reprezentantu vahy 1

Je snadné si uvédomit, ze syndrom kosetu s reprezentantem vahy 1 odpovida pravé jednomu sloupci kontrolni
matice. Reprezentanti vdhy 1 jsou pro kédy s minimélni vzdélenosti 3 klicovi, nebot umime opravit pouze
takova kédova slova, u kterych dojde k jediné chybé. ProtoZe ale binarni Hammingovy kédy jsou perfektni
(a maji minimalni vzdalenost 3), tak kazdy koset ma reprezentanta vahy nejvyse 1. Tato pozorovani vyrazné
usnadni dekddovani Hammingovych kédu.

Lemma 7.2. Mé&jme kontrolni matici H linedrniho kodu a méjme néjakého reprezentanta €; vdhy 1 ve Sle-
J
pianové standardnim rozmistént, €; = 00...010...0, kde pouze j-td sloZka je rovna 1. Syndrom S(€;) = 5},
kde vektor §; odpovidd transponovanému j-tému sloupci matice H.
J

Diikaz. Podle definice je syndrom S(€;) = €;H T, Vsechny souciny jsou nulové s vyjimkou soucinti j-
tého prvku vektoru €; a j-tého sloupce matice H. Proto syndrom S(€;) = §;, kde vektor §; odpovida
transponovanému j-tému sloupci matice H. (I

V Tabulce 6.14. jsme vidéli, ze v kosetu bylo vice slov vahy 1, naptiklad 1000 a 0010. Kazdy z nich
mohl byt zvolen reprezentantem. Vsimnéte si, ze oba sloupce odpovidajici kontrolni matice jsou stejné
(Pfiklad 6.11.). Pokud bychom sestavili Slepianovo standardni rozmisténi Hammingova kédu, tak kazdy
koset bude mit prévé jednoho reprezentanta vahy 0 (prvni fddek) nebo 1 (ostatni fadky). Kazdé slovo
véhy 1 tak bude zvoleno reprezentantem.

Pro nézornost sestavime Slepianovo standardni rozmisténi pro kéd s kontrolni matici Hs z Pfikladu 7.1.
Ukazeme, ze pro samotné dekdédovani nebude Slepianovo standardni rozmisténi potfeba a dokonce nebude
potieba ani sestavovat syndromovou vyhledavaci tabulku!

Priklad 7.5. Méjme Hammingtv kéd Ham(3,2) z Pfikladu 7.1. Uréime, kolik sloupct a kolik fadka by
mélo Slepianovo standardni rozmisténi. Urcéime vSechny reprezentanty koseti a sestavime syndromovou
vyhledavaci tabulku. Ukazeme, proc¢ ji u Hammingovych kédu neni potreba sestavovat.

Hammingtv kéd Ham(3,2) mé kédova slova délky n = 23 — 1 = 7 a celkem 2"~" = 2773 = 16 kédovych
slov. Mnozinu kédovych slov ozna¢me C. Slepianovo standardni rozmisténi by mélo 16 sloupci.

Cely vektorovy prostor V(7,2) ma 27 = 128 slov, proto Slepianovo standardni rozmisténi by mélo
128/16 = 8 fadku.

Protoze kazdy Hamminglv kéd ma podle Véty 7.1. minimalni vzdélenost 3, tak kazdé kédové slovo
obsahuje alespori t¥i jednicky. Rédek kédovych slov bude mit reprezentanta 0 a ukazeme, Ze kazdy zbyvajici
Ffadek bude mit reprezentanta vahy 1. Zvolime-li za reprezentanta dalsiho fadku jakékoliv slovo € véhy 1,
tak koset ¢ 4+ C' bude podle Lemmatu 4.1. obsahovat slova vahy 2 nebo 4. Zejména nebude obsahovat
jiné kédové slovo vahy 1, proto reprezentant dalsiho fadku miize opét byt jiné slovo vahy 1. Celkem takto
miizeme volit 7, (n = 7), rznych reprezentantii, proto vSech 8 faddkid Slepianova standardniho rozmisténi
bude mit reprezentanty vahy 0 nebo 1 (jediného reprezentanta vahy 0 a sedm reprezentantii vahy 1).

Tabulka 7.1. je syndromové vyhledévaci tabulka Hammingova kédu Ham(3,2). VSimnéte si, ze podle
Lemmatu 7.2. syndrom n-bitového chybového vektoru s hodnotou 1 v j-tém sloupci odpovida j-tému sloupci
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syndromy reprezentanti

000 0000000
001 1000000
010 0100000
011 0010000
100 0001000
101 0000100
110 0000010
111 0000001

Tabulka 7.1.: Syndromovd vyhleddvaci tabulka kodu Ham(3,2).

kontrolni matice. Pro Hammingiv kéd Ham(2,2) s kontrolni matici Hs z P¥ikladu 7.1. syndrom soucasné
odpovida bitovému zapisu indexu sloupce.

Syndromovou vyhledavaci tabulku nemusime sestavovat, pro nenulovy syndrom sta¢i zménit bit, jehoz
index je dan bitovym zapisem syndromu. v

Abychom uréili syndrom S(%) pfijatého slova ¢, sta¢l vyndsobit (zprava) kontrolni matici. Pro ru¢ni
vypocet je vSak prakti¢téjsi vyuzit kontrolni soucty, které byly zavedeny na strané 62. Protoze kaZdé prijaté
slovo ¢ budeme néasobit stejnou kontrolni matici, miZeme soucin provést obecné se slovem ¥ = y1ya ... Yn
s proménnymi y1,Ys2,...,Y,. Dostaneme vektor kontrolnich souctti, do kterého pii dekdédovani dosadime
hodnoty pfislusnych souradnic slova g.

Priklad 7.6. Sestavte syndrom kontrolnich sou¢tt bindrniho a) Hammingova kédu Ham(3,2) z Pii-
kladu 7.1. b) Hammingova kédu Ham(3, 2) z Prikladu 7.2.

Ptijaté slovo ¥ = y1¥y2 . . . yn vynasobime kontrolni matici H.

a) Pro kontrolni matici Hj z Piikladu 7.1. dostaneme syndrom kontrolnich sou¢tt

000111 11"

GHY =[y1 v2 ¥ ys ¥s % y7] [0 1 1 0 0 1 1| =
1 01 01 0 1

=|vat+ys+tyet+yr vot+uys+tys+yr v1+uys+ys+uyr].

b) Pro kontrolni matici H z P¥ikladu 7.2. dostaneme syndrom kontrolnich souéti

011110 01"

GH  =[y1 y2 vys va ¥s v6 wr)|1 0 1 1 0 1 0| =
1101001

=[y2+ys+ya+vys vi+ys+yst+ve Y1+Y2+ystyr].

v

Dekédovani pomoci Hammingova kédu

Zatim jsme ukazali, ze Hammingovy kdédy jsou linedrni a jsou perfektni. Nyni ukadZzeme hlavni vyhodu Ham-
mingova kédu. Postup uvedeny v Piikladu 7.5. zobecnime a ukazeme elegantni implementaci dekédovaciho
algoritmu, ktery opravi jednu chybu. Nebude nutno sestavovat ani Slepianovo standardni rozmisténi, ani
syndromovou vyhledéavaci tabulku.

Méjme binarni Hammingtiv kéd Ham(r, 2). Podle Véty 7.1. vime, Ze se jedna o perfektni kéd s 22" ~1="
kédovymi slovy délky n, n = 2" — 1. Kazdy koset mé také 22" ~1~" prvki a reprezentantii kosetti je prave 27
jeden reprezentant vahy 0 a 2" — 1 reprezentant vahy 1 (Pfiklad 7.5.).

Reprezentant kosetu je soucasné chybovym vektorem. To znamend, Ze syndrom kazdého pfijatého
slova bude bud nulovy vektor, nebo vektor, ktery je podle Lemmatu 7.2. transponovanim takového sloupce
kontrolni matice H, ve kterém nastala chyba. Vhodnym sestavenim sloupcii Hammingova kédu dostaneme
nasledujici elegantni dekédovaci algoritmus.

Algoritmus 7.3. Dekdédovani pomoci Hammingova kédu
Predpokldadejme, Ze mdame bindrni Hammingiv dany kontrolni matici H, ve které jsou sloupce po tadé sera-
zena bitovd vyjadreni indext sloupci. Vysldno bylo kddove slovo & a prijato bylo slovo .

1) Vypocitime syndrom S(ij) = yHT .

2) Pokud S(y) = 0, tak predpokladdme, Ze nenastala Zddnd chyba a dekddujeme kddové slovo & = .
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38) Pokud S(if) # 0, tak piedpokliddme, Ze nastala pravé jedna chyba. Syndrom S(7) odpovidd bitovému
vyjadrent indexu sloupce kontrolni matice, tedy sloupce, ve kterém nastala chyba. Zménime paritu bitu
s indexem S(¥) a dostaneme kodové slovo .

Priklad 7.7. Méjme Hammingtv kéd Ham(3,2) s kontrolni matici
0 001 111
Hy;=10 1 1 0 0 1 1
101 01 01

Dekédujeme prijata slova ¢; = 1100110 a > = 1010010.
Postupujeme podle Algoritmu 7.3. Nejprve vypocitame syndrom pfijatého slova g; = 1100110. Dostaneme

S(41) = [1100110] HT =
=[0+0+0+0+1+1+0 0+1+0+0+0+14+0 14+0+0+0+1+0+0]=000.

Protoze syndrom je 0, tak prijaté slovo y; dekédujeme jako kédové Z1 = ¥; slovo prenesené bez chyby.
Alternativné bychom mohli vyuzit kontrolni sou¢ty z P¥ikladu 7.6. Dostaneme S(%1) = [ya + y5 + ys +

+yry2 + Y3 + Ye + yry1 + y3 + ys + yr] = 000.
Déle vypocitame syndrom piijatého slova g = 0000100. Dostaneme

S(if) = [1010010] HT =
=[0+0+0+04+0+140 0+0+1+04+0+1+0 14+0+1+0+0+0+0]=100.

Protoze syndrom S(ys) # 0, tak slovo 7> dekédujeme jako kédové slovo prijaté s jednou chybou ve étvrtém
sloupci (syndrom 100 = 41¢). Zménou ¢tvrtého bitu slova ¢» dostaneme kédové slovo Zo = ¢a + 0001000 =
= 1010010 + 0001000 = 1011010. v

Cviceni

7.1.1.  Kolik existuje riznych generujicich matic bindrniho Hammingova kddu Ham(r, 2) ?

7.2. Rozsireny Hamminguv kod

Nejprve popiSeme rozsifeni bindrntho Hammingova kédu. Pfidani paritnich bitd bylo popsano v podkapi-
tole 2.2. na strané 2.5.

Definice Rozsifeny bindrni Hammingiv kod dostaneme z bindrniho Hammingova kédu Ham(r, 2) pfiddnim
paritniho bitu. Rozsifeny Hammingiv kéd znac¢ime Ham(r, 2).

Ve Vété 2.5. jsme ukéazali, ze pokud je minimalni vzdélenost kédu licha, tak pfidani paritniho bitu
minimalni vzdalenost o 1 zvysi. Protoze bindrni Hammingtv kéd Ham(r,2) ma minimalni vzdalenost 3,
tak rozsifeny Hammingiv kéd Ham(r, 2) mé minimdalni vzdédlenost 4. Je zfejmé, Ze rozsifeny Hammingtv
kéd Ham(r, 2) mé stejny pocet slov, proto mizeme shrnout: rozsifeny Hammingiiv kéd Ham(r, 2) je bindrni
linedrni [27,2" — 1 — r, 4]-kéd.

Vzhledem k iplnému dekddovani neni rozsifeny binarni Hammingtv kéd siln€jsi nez binarni Hammingtv
kéd, nebot stale opravi jedinou chybu. Naopak, pfenos nebo uloZeni paritniho bitu spotfebuje urcitou
kapacitu kanalu navic oproti Hammingovu kédu. Na druhou stranu, pro netplné dekédovani je miniméalni

vzdalenost 4 vhodna. UkéZzeme algoritmus, ktery pfi pouziti rozsiteného bindrnitho Hammingova kddu zajisti
soucasné opravu jedné chyby a detekci libovolnych dvou chyb.

Otazka: Je rozsifeny bindrni Hammingtv kéd Ham(r, 2) perfektni?

~ 2

Kontrolni matice rozsifeného Hammingova kédu
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Mg&jme Hammingiv kéd Ham(r, 2). Jeho kontrolni matici ozna¢me H. Kontrolni matici rozsifeného Ham-
mingova kédu Ham(r, 2) oznac¢ime H. Podle Cviceni 7.2.1. plati

0
0

S e

Posledni fadek kontrolnf matice H odpovidé paritnimu souctu y; + y2 + - - - + ¢y, = 0 sudého poctu symbolt
libovolného slova i = y19s . . . yn, priCemz vyuzijeme, ze n = 2" je sudé ¢islo.

Dekdédovani pomoci rozsifeného binarniho Hammingova kédu
Ukazeme postup dekédovani pomoci rozsifeného binarntho Hammingova kédu, ktery opravi jednu chybu,
ale soucasné detekuje kazdé dvé chyby, které pfi pfenosu/¢teni nastaly.

Algoritmus 7.4. Dekédovani pomoci rozsireného Hammingova kédu R
Predpokladejme, zZe mame rozsireny bindarni Hammingiuv kod dany kontrolni matici H, kterd vznikla z kon-
trolni matice H jejiz sloupce jsou po Tfadé serazend bitovd vyjddreni indexi sloupct, pridanim posledniho
sloupce samgch nul a posledniho Tadku samgch jednicek.

Vyslano bylo kddové slovo T a prijato bylo slovo .

1) Vypocitame syndrom Z = S(y) = gjf]T.

2) Pokud Z = 0, tak piedpokliddme, Ze nenastala Zddnd chyba a dekddujeme kédové slovo & = 7.

3) Oznacme Z = z123...2n-12n. Pokud nastane [z125...2,-1] = 0az, =1, tak predpokldddme, Ze
nastala jedind chyba v paritnim bitu z,, ktery opravime.

4) Pokud nastane [z12z9 ... 2n-1] # 0 a z, = 1, tak predpokldddme, Ze nastala jedindg chyba na i-té pozici
kodového slova, kde i je dano bindarni reprezentact [z1z2...zn—1] (sloupce kontrolni matice). Chybu
opravime.

5) A konecné pokud [z17zy...2p_1] # 0 a 2z, = 0, tak piedpokldddme, Ze nastaly alespori dvé chyby,
a vyzZddame nové zasldni/prectent slova.

Postup Algoritmu 7.4. ukdZzeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 7.8. Navazeme na Ptiklad 7.7. Mé&jme Hammingtv kdéd @1(3,2), sestavime kontrolni matici
rozsiteného Hammingova kédu @1(3, 2). Dekédujeme piijatd slova g3 = 11001100, ¢> = 01010100, y3 =
= 01110000 a %, = 01000010, .

Kontrolni matice H rozsifeného Hammingova kédu I—Tar\n(37 2) vznikne z kontrolni matice H Hammingova
kédu Ham(3, 2) pfiddnim sloupce nul a fddku jedni¢ek. Dostaneme matici

00011110
~ 01 100110
Hs=17 0101010
11111111

Budeme dekédovat slovo 43 = 11001100. Nejprve vypocitame syndrom 2 = ylﬁT = 11001100HT =
= 0000. Protoze z = 0 tak predpokladame, Ze slovo bylo pfijaté bez chyby a plati 1 = #;.

Budeme dekdédovat slovo o = 01010100. Nejprve vypocitdme syndrom z' = ngT = 01010100H7 =
= 0001. Protoze z123...2,-1 = 0 a soudasné z, # 0, tak predpokladame, Ze pfi prenosu nastala jedina
chyba u paritniho bitu, kterou opravime. Dekédované slovo je #o = 01010101. R R

Déle budeme dekédovat slovo i, = 01110000. Nejprve vypocitame syndrom 7z = ¢, H” = 01110000HT =
= 1011. Protoze 2125 ...2,_1 # 0 a soucasné z, = 0, tak predpokladame, Ze pii pFenosu nastala jedina chyba
na pozici z12923 = 101. Protoze 1015 = 5;9, tak chybu v patém sloupci opravime. Dekddované slovo je
Z3 = 01111000.

A konecné zkusime dekdédovat slovo gy = 01000010. Nejprve vypocitdme syndrom Z = 374PAIT =
= 01000010H” = 1010. Protoze z123...2,—1 # 0 a soucasné z, = 0, tak piedpokldddme, Ze pii pfenosu
nastaly alesponn dvé chyby a vyzaddme nové zaslani nebo precteni. v
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Otazka: Proc pii dekédovani pomoci rozsireného Hammingova kédu mtzeme predpokladat, ze pokud z,, =
= 1, tak nastala jedina chyba a pokud z, = 0, tak nenastala fddna chyba, nebo nastaly alesponn dvé chyby?

Vypocet syndromu

Budeme-li néjaky linedrni k6d C' pro pfenos zprav pouzivat opakované, muzeme vypocet syndromu pfija-
tého slova implementovat efektivné. Kazdé prijaté slovo Z je nasobeno kontrolni matici, pficemz hodnotu
syndromu mohou ovlivnit pouze nenulové prvky kontrolni matice H. Proto kdyz oznacime Z = z129...2,
a vypocitame ZHT, tak dostaneme soustavu kontrolnich soucti, které uréuji hodnotu soufadnic syndromo-
vého vektoru.

Piiklad 7.9. Sestavime syndromovy vektor pro kontrolni matici 1/1\’3 z Prikladu 7.8. Vypoc¢itame syndrom
slova yo = 01110000. R
Sestavime kontrolni soucty jako soucin zHsz. Dostaneme

00 01 1 1 10
ZHj3 = [ 212223242526 2728 | 0 11070 110} _
3 = 1724374 <5%6~T7+~8 101 01010 —
1 11 11111
Z[Z4+Z5+ZG+Z7 2o+ 2z3+ 26+ 27 z1+ 23+ 25+ 27 21+2’2+2’3—|—Z4—|—Z5+2’6—|—Z7+ZS]

Syndrom S(#>) slova ¢» = 01110000 je

S@)=[14+04+0+0 14+14+0+0 0+1+04+0 O+1+1+1+0+0+0+0]=1011.

Cviceni
7.2.1.  Ukazte, Ze kontrolni matice rozsireného bindrniho Hammingova kodu @1(7’, 2) je

0
0
0
11 --- 11

kde H je kontrolni matice bindrniho Hammingova kddu Ham(r, 2).

7.3. Hlavni véta o linearnich kodech

Nyni vyslovime tvrzeni na rozhrani teorie kovani a linedrni algebry. Nasledujici véta ukazuje, ze mezi
minimalni vzdalenosti linedrniho kédu a mezi pojmem hodnosti generujici matice je pfima souvislost.

Véta 7.5. Hlavni véta o linearnich kédech

Méjme linedrni [n, k]-kdd C' nad télesem GF(q). Oznaéme H jeho kontrolni matici. Minimdlni vzddlenost
kodu C' je d prave tehdy, kdyz kazdych d—1 sloupcu matice H je linearné nezavislych, ale néekterych d sloupci
matice H je linedrné zavislyjch.

Dikaz. Podle definice kontrolni matice (strana 62) vime, Ze pro kazdé kédové slovo & € C, kde & =

=21%5...2, a C C V(n,q) plati ZHT = 0. Oznacme hy, ﬁQ, ..., hy, sloupce matice H. Potom plati
ZHT =0
xlh_'l—l—l'gﬁz-i-'-'—f—%nﬁ :6. (11)

Posledni rovnost mtizeme interpretovat jako zapis (linedrni) kombinace linedrné zavislych sloupctt matice H.
Oznac¢me libovolné nenulové kédové slovo & € C. Slovo T vahy w, w = w(&), mé pravé w nenulovych
soufadnic x1, 2, ...,&,. Z rovnosti (11) vidime, Ze pfislusna linedrni kombinace w sloupctt matice H déava
nulovy vektor, tj. pfislusnych w vektora je linearné zavislych.
Nyni podle Véty 4.2. vime, ze minimalni vzdéalenost d linedrniho kédu C' je rovna nejmensi vaze nenu-
lového slova kédu C. Proto existuje d linedrné zavislych sloupcti matice H.
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_Na_druhou stranu, pokud by existovalo d — 1 linearné zavislych sloupcu matice H, mizeme je ozna-

. hld*17 tak pfislusna linedrni kombinace xllhll + x4, h12 + -+, 1hzdd 1 = 0 iika, e vektor

372 0...09%0...Omizo...Oxid_lo
patii do kédu C' a jednalo by se o kédové slovo 3 s vAhou mensi nez d. Takové slovo se vSak v linedrnim
kédu nenachazi. O

Hlavni véta o linedrnich kédech (Véta 7.5.) ddvd mocny nastroj, jak uréit minimalni vzdélenost kédu
na zakladé znalosti kontrolni matice bez nutnosti sestavovani vSech kédovych slov nebo dokonce urcovani
vzdalenosti vSech dvojic slov.

Priklad 7.10. Ukézeme, Ze bindrni Hammingtv kéd Ham(3,2) dany kontrolni matici

0
Hy= |0
1

o= O
=)
OO =

1 1
0 1
1 0

— =

ma minimalni vzdalenost 3.
Ovéfime predpoklady Hlavni véty o linedrnich kédech (Véty 7.5.). Protoze kazdé dva sloupce kontrolni
matice H jsou linedrné nezavislé (u binarniho kédu staéi ovéfit, ze jsou ruzne) tak minimalni vzdéalenost d
kédu Ham(3,2) je alespon 3. Naprotl tomu prvni t¥i sloupce h1 = 001, h2 = 010, h3 = 011 matice Hjs jsou
linedrné zavislé, nebot h3 — h1 h1 = (. Proto minimalni vzdalenost d kédu Ham(3,2) je nejvyse 3. Celkem
dostavame dist Ham(3, 2) =3. v
Vsimnéte si, Ze ovéreni minimalni vzdalenosti v Piikladu 7.10. bylo diky Vété 7.5. jednodussi, nez
konstrukce vsech Sestnacti kédovych slov a urceni jejich vahy. Protoze dany kéd ma minimalni vzdalenost 3,
stacilo porovnat dvojice sloupcii. A pochopitelné nebylo nutno ani uréovat vzdéalenosti vsech dvojic kédovych
slov, kterych je ( ) = 56.

Koéd s predepsanou minimalni vzdalenosti

Hlavni véta o linedrnich kédech teoreticky dava i moznost konstrukce linearnich kédt s predepsanou mini-
malni vzdéalenosti. Pro malé hodnoty d neni pti konstrukci kontrolni matice tézké dodrzet, aby kazdych d —1
sloupct kontrolni matice bylo lineadrné nezavislych. V nasledujici podkapitole toto pozorovani vyuzijeme.

Avsak ¢im je minimélni vzdalenost d kédu vyssi, tim obtiznéji budeme hledat takové sloupce kontrolni
matice, aby kazdjch d — 1 sloupct bylo linearné nezavislych.

Cviceni
7.3.1.  Jak pomoci Hlavni véty o linedrnich kodech (Véta 7.5.) ukdZete, Ze vsechny binarni Hammingovy
kddy Ham(r,2), pro r > 2, maji minimalni vzddlenost 3¢

7.4. g-arni Hammingovy kody

Z Hlavni véty o linedrnich kédech (Véty 7.5.) plyne, Ze aby linedrni kéd mél minimalni vzdélenost 3, tak
kazdé dva sloupce jeho kontrolni matice musi byt linedrné nezavislé. To znamené, ze zadny sloupce nemuze
byt nulovy a zadny sloupec nemize byt skaldrnim nasobkem jiného sloupce.

Pfirozenym tkolem je pro pevné uréenou redundanci r najit (linedrni) [n, n—r, 3]-kéd nad télesem GF(q)
pro co nejvétsi hodnotu n. Nyni zobecnime Hammingovy kédy pro télesa radu ¢ a ukézeme, jak sestavit
kontrolni matici takového ¢-arniho Hammingova kédu pro r = 3. Bude stacit zvolit co nejvétsi mnozinu
sloupcovych vektort takovych, ze ani jeden sloupec neni nasobkem jiného sloupce.

Ve vektorovém prostoru V(r,q) méa kazdy nenulovy vektor ¥ pravé ¢ — 1 nenulovych ndsobkt. Takova
mnoZina nasobkl tvofi mnozinu ¢—1 vektort {kv : k € GF(q), k # 0}, proto vSech ¢" —1 nenulovych vektort
prostoru V' (r, ¢) mizeme rozdélit do (¢" — 1)/(¢ — 1) t¥id rozkladu (kazd4 o mohutnosti ¢ — 1) takovych, ze
kazdé dva vektory z jedné tiidy rozkladu jsou nasobek jeden druhého a kazdé dva vektory z riiznych tiid
jsou linearné nezavislé.

Priklad 7.11. Sestavime t¥idy rozkladu nasobkt vektort ve vektorovém prostoru V(2,5).
Vektorovy prostor V' (2,5) obsahuje 52 — 1 = 24 nenulovych vektorii, kazda tiida obsahuje 5 — 1 = 4 vektory.
Sest t¥id rozkladu je
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v

Otéazka: Pri konstrukei t¥id vyuzivame, ze kazdy nenulovy vektor ma v V(n,q) pravé ¢ — 1 nenulovych
nasobku. Kterou vlastnost télesa GF'(q) zde vyuzivame?

Sestaveni g-arniho Hammingova kédu
Jestlize z kazdé tiidy rozkladu popsaného v predchozich odstavcich vybereme jeden vektor, tak mnozina
vybrangch vektort bude tvofit mnozinu (¢" —1)/(g¢—1) linedrné nezavislych vektori. Takovych t¥id rozkladu
existuje (¢" —1)/(¢q—1) =¢" "1 +¢"2+ -+ g+ 1. Tato mnoZina je jisté nejvétsi mozna, nebot kazdy dalsi
vektor by patfil do stejné t¥idy jako néjaky jiny vybrany vektor a byl by jeho nasobkem. Jestlize z téchto
vektort sestavime sloupce matice H, tak dostaneme kontrolni matici linedrniho kédu, ktery nazveme g-arnim
Hammingovym kédem.

Bez (jmy na obecnosti mtuzeme v kazdé t¥idé zvolit vektor, ktery méa prvni nenulovou souradnici rovnu 1,
coz je vzdy mozné, nebot néktery z ¢ — 1 nenulovych nasobkt takovou hodnotu ma.

Definice g¢-arni Hamminguav kéd

Linedrni kdd, jehoz kontrolni matice H se sklada z (¢" — 1)/(¢ — 1) vektori prostoru V' (r, q), pfi¢emz kazdé

dva jsou linedrné nezavislé, zapsanych do sloupctt matice H, nazveme g-drni Hamminguv kod. Budeme jej

znacit Ham(r, q).

Vsimnéte si, ze binarni Hammingtav kéd je specialni pfipad g-arnitho Hammingova kédu. Kazda tfida roz-

kladu obsahuje jediny prvek, nebot (¢ — 1) =2 — 1 =1, a pocet tfid rozkladu je (2" —1)/(2—1) =2" — 1.
Déle si vSimnéte, ze kontrolni matice g-arniho Hammingova kédu neni urcena jednoznacné. Jednak

miizeme z kazdé t¥idy rozkladu vybrat jiny z ¢ — 1 ndsobku vektord a jednak je mtiizeme do matice kontrolni

matice umistit v libovolném potadi. Vsechny kontrolni matice vsak mazeme dostat permutaci sloupci jedné

pevné zvolené kontrolni matice, pfipadné nasobenim sloupcti nenulovymi nasobky z télesa Fj,.

Priklad 7.12. Sestavte kontrolni matici Hammingova kédu Ham(2, 5,).
Navazeme na Pitklad 7.11. Z kazdé t¥idy rozkladu vybereme jeden vektor (bez (jmy na obecnosti vybereme
vzdy prvni vektor zapsany v dané t¥1dé) a dostaneme tak 6 linedrné nezavislych sloupct kontrolni matice H

Hammingova kédu Ham(2,5).
01 1 1 11
H‘L 01 2 3 4}

Piiklad 7.13. Uvedeme dalsi piiklady kontrolnich matic ¢-4rnich Hammingovych kédu.

1) Kontroln{ matice Hammingova kédu Ham(2, 3) je

01 11
H{1012]'

Jedna s o ternarni linearni [4, 2]-kéd, nebot pocet sloupct kontrolni matice je n = (¢" —1)/(¢ — 1) =
=(32-1)/3—-1)=8/2=4.
2) Kontrolni matice Hammingova kédu Ham(2, 11) je

H*Olllllllllll
|1 01 2 3 45 6 7 8 9 10/

Jedna s o jedenactkovy linedrni [12,2]-kéd, nebot (112 —1)/(11 — 1) = 120/10 = 12.
3) Kontrolni matice Hammingova kédu Ham(3, 3) je

0000111111111
H=)0 111000111 2 2 2
101 201201201 2

Jedna s o ternarni linearni [13, 3]-kéd, nebot (3% —1)/(3 — 1) = 13.
4) Kontrolni matice Hammingova kédu Ham(2, 6) neexistuje, protoze neexistuje téleso GF(6).

Nyni mtzeme vyslovit nasleduji vétu.
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Véta 7.6. Hammingiv kod Ham(r, q) je perfekini kod, ktery umi opravit jednu chybu.
Diikaz. Kontrolni matice sestavend podle definice je kontrolni matice lineadrniho [n, M, 3]-kédu, pro ktery

platin = (¢"—1)/(¢—1) a M = ¢"~". Protoze miniméln{ vzdalenost kédu je 2¢+1 = 3, tak ¢t = 1. Uvedené
hodnoty dosadime do Hammingovy hranice (3) a dostaneme

o)+ G (Gumwre (o) = (1 (o) =

anl—F’l’L( )

=q"" <1+(‘;_11(q—1)) =

=q¢""(1+q" -1)=

n
)

coZ je pravé pravd strana rovnosti (3) a Hammingtv kéd Ham(r, q) je perfektni s minimalni vzdalenosti 3,
ktery umi opravit jednu chybu. O

Thned dostaneme nésledujici disledek.

Dusledek 7.7. Méjme prirozend cisla v a q, kde v > 2 a cislo q je mocnina prvocisla. Jestlize n =
=(¢" —1)/(q— 1), tak plati Ay(n,3) =q"".

Diikaz. Protoze g-drni Hammingtv kéd Ham(r, ¢) je podle Véty 7.1. perfektni kéd s minimdlni vzdalenosti
3, tak pocet slov kédu je pro dané parametry n = (¢" — 1)/(¢ — 1) a d = 3 nejvétsi mozny. Podet jeho slov
je M = ¢ ", proto Ay(n,3) =¢"". O

Dekoédovani pomoci g-arniho Hammingova kédu
Protoze kazdy ¢-4rni Hammingiv kéd Ham(r, ) je podle Véty 7.6. perfektni a ma minimélni vzdalenost 3,
tak nenulovi reprezentanti kosetd jsou pravé vSechny vektory vahy 1 v prostoru V(n,q). Syndrom kazdého
prijatého slova je

e bud nulovy vektor, pokud pfijaté slovo odpovid4 kédovému slovu,

e nebo syndrom nékterého vektoru vahy 1 z mnoziny (¢" — 1)/(¢ — 1) takovych vektort.

Bylo vyslano slovo Z a pfijato slovo §. Nenulovy syndrom S(%) odpovidd syndromu §; reprezentanta s jedinou
nenulovou soufradnici a muZzeme psat

5 =5(7) =5(0...000...0)=[0...000...0] HT =b-h!,

kde b € GF(q) je jedina nenulova j-t& soufadnice vektoru l_“;j je j-ty sloupec kontrolni matice H.

Uvédomte si, ze syndrom nemusi odpovidat sloupci kontrolni matice H, ale muze byt néjakym b na-
sobkem sloupce Ej. Syndrom vsak kazdopadné odpovida syndromu chybovému vektoru. Proces dekédovani
tak muZe probihat nasledujicim zpusobem. Bude vyslino kédové slovo & a piijato bude slovo ¢. Uréime
syndrom S () = yHT = bf_i;F

Pokud S(y) = 0, predpokladame, 7e nenastala chyba a kédové slovo # odpovidd piijatému slovu 7.
Pokud S(y) # 0, predpokladame, 7e nastala jediné chyba na j-té soufadnici, kterou opravime. Od pfijatého
slova i odecteme chybovy vektor [0...0b0...0]. Dostaneme kédové slovo & = § — [0...000...0]. Jests
jednodussi je od j-té soutadnice slova ¥ odecist hodnotu b (poéitdno nad télesem GF(q)).

Cely postup shrneme v nésledujicim algoritmu.

Algoritmus 7.8. Dekdédovani pomoci g-arniho Hammingova kédu
Predpokladejme, Ze mdme q-arni Hammingiv kod dany kontrolni matici H, jejiz sloupce tvori (¢" —1)/(¢—1)
po dvou linedrné nezavislych vektori z vektorového prostoru V(r,q) zvolenych tak, aby jejich proni nenulovd
soutadnice byla 1 € Fy.

Vyslano bylo kddové slovo T a prijato bylo slovo .

1) Vypocitdme syndrom z = S(j) = yH™.

2) Pokud Z = 0, tak predpokldddme, e nenastala Zddnd chyba a dekodujeme kodové slovo & = 1.

3) Pokud S(7) # 0, tak piedpokliddme, Ze nastala prdvé jedna chyba. Syndrom S(7) je néjakym nenulo-
vgm b ndsobkem nekterého sloupce kontrolni matice. Hodnotu b urcime jako hodnotu prvni nenulové
soutadnice syndromu Z a vypocitdme h; = b=1Z.

4) Urcime index j, jednd se o potadi sloupce hj v kontrolni matici H.

82



Petr Kovdr, 7. Hammingovy kody 15. kvétna 2024

5) Od j-té souradnice prijatého slova § odecteme hodnotu b tj. xj =y; —b ax; =y; proi=1,2,...(¢" —
1)/(q¢ — 1). Dekodujeme slovo Z.

Postup Algoritmu 7.8. ukdZeme na nésledujicim p¥ikladu.

Priklad 7.14. Mgjme ternarni Hammingtv kéd Ham(3,2) z Piikladu 7.13. dany kontrolni matici

0111
H‘[1012}'

Dekédujeme prijata slova ¢y = 1201, yo = 2220 a y3 = 1221.
Vypocitame syndromy jednotlivych slov.

1) Syndrom S(7;) = [1201] H' =[0+2+0+1 1+0+0+2]=00. Pfedpokladame, Ze slovo #; bylo
pfijato bez chyby a dekédujeme jako kédové slovo 1 = ¢ = 1201.

2) Syndrom S(g) = [2220] HT = [0+2+2+0 2+0+2+0] = 11. Vidime, e syndrom je stejny
jako tfeti sloupec kontrolni matice H, proto S(#:) = 1hs. Predpokladame, Ze slovo g bylo pfijato
s jednou chybou 1 v tfetim sloupci a dekédujeme Z = > — [0010] = 2210.

3) Syndrom S(73) = [1221]HT = [1+2+2+1 1+0+2+2] = 02. Vidime, Ze syndrom nisobek
prvniho sloupce kontrolni matice H, plati 2(0,1) = (0,2), proto S(¢2) = 2h1. Predpokladame, ze
slovo 73 bylo pfijato s jednou chybou 2 v prvnim sloupci a dekédujeme 3 = g3 — [2000] = 2221.

v

Koédovani pomoci g-arniho Hammingova kédu

Definice Hammingova kdédu iik4, jaky tvar méa kontrolni matice. Pro kdédovani vSak potfebujeme sestavit
generujici matici Hammingova kédu, kterou ziskdme z kontrolni matice postupem dle Véty 6.5. Uzitim
ekvivalentnich iprav mtizeme z kontrolni matice Hammingova kédu odvodit prislusnou generujici matici.
Pokud vyuzijeme pouze fadkové apravy z Véty 4.3., dostaneme generujici matici stejného kédu, pokud vsak
vyuzijeme i sloupcové upravy, tak zpravidla dostaneme matici jiného ekvivalentniho linearniho kédu.

Cviceni
7.4.1.  Kolik existuje rizngch generujicich matic q-drniho Hammingova kodu Ham(r, q) ?

7.4.2.  Mé&jme prvocislo ¢ = 191. Dekddugte slovo a) 4 =55...5 D) o = aa...a, kde a € F, pomoci
q-arniho Hammingova kodu Ham(2,191).

7.5. Zkraceni kédu

O zkrécen{ kédu (ne nutné linedrniho!) jsme psali jiz v podkapitole 2.2. na strané 15. Zkraceni kédu je
uziteénym nastrojem pro sestaveni kédu predepsané délky a minimalni vzdalenosti, pokud zname vhodny
kéd veétsi délky se stejnou miniméalni vzdalenosti.

Definice Méjme ¢-arni (n, M, d)-kéd C. Zvolme libovolnou pevnou soufadnici j a zvolme libovolny pevny
symbol A z abecedy 0,1,...,q — 1. Vybereme vsechna kddova slova, kterda maji na pozici 7 symbol A a tuto
soutadnici ze vSech vybranych kédovych slov vynechdme. Dostaneme (n — 1, M’  d’')-kéd C’, pro ktery plati
e obecné M’ < M, pficemz ve vyjimecénych pripadech miize nastat rovnost,
e obecné d’ > d, pricemz zpravidla nastdva rovnost.

Koéd C' se nazyva zkrdceny kdd.
Anglicky se pro zkraceni kédu pouziva termin ,code puncturing®.

Lemma 7.9. Méjme néjaky linearni q-arni [n, k,d]-kéd C. Jestlize vynechany symbol X bude symbol 0, tak
zkrdceny kod C' bude linedrni q-drni [n — 1,k — 1,d']-kod C', kde d' > d.

Diikaz je ponechan jako Cviceni 7.5.1.

Neni tézké si rozmyslet, pro¢ pozadujeme, aby vynechany symbol A ve zkraceném linearnim kédu byl
symbol 0. Pokud miniméalni vzdalenost g-arniho linedrniho [n, k, d]-kédu C je alespoil d > 2 (minimdlni
vzdélenost 1 znamend, Ze kéd obecné neumi detekovat ani jednu chybu), tak do linedrniho kédu C' patii
kédové slovo 0 a do C nepatii zadné kédové slovo vahy 1. Vybranim a vynechanim jiného symbolu nez 0
tak vznikne zkraceny kod, ktery neobsahuje kédové slovo 6, a proto nemuze byt linearni.
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Priklad 7.15. Ms&jme linedrni [3,2]-kéd Cy z Ptikladu 4.1. Kéd Cs z Piikladu 1.10. je linearni kdd.

000
011
101
110.

kéd Cy =

Vybereme-li libovolnou soufadnici j a vybereme-li pouze kédova slova, ktera na soutadnici j obsahuji sym-
bol 1, tak mezi vybranymi slovy nebude kédové slovo 0. To znamend, ze vysledny kod nebude linearni.
Stejné pozorovani mizeme udélat pro libovolny linedrni kod.

Cviceni
7.5.1.  Dokazte Lemma 7.9. Méjme néjaky linedrni q-drni [n, k,d])-kod C. Sestavime zkraceny kdd tak,

ze zvolime libovolnou souradnici j kodu C, vybereme vSechna kddovd slova, kterd na soutadnici j obsahuji
symbol 0. Dokazte, Ze vysledny zkrdceny kdd C' bude linedrni q-arni [n — 1,k — 1,d]-kod C’, kde d' > d.

7.5.2.  Dokazeme zobecnéni Lemmatu 7.9. pro obecné (nejen linedrni) kody. Méjme néjaky q-drni (n, M, d)-
kod C'. Sestavime zkraceny kod tak, Ze zvolime libovolnou souradnici j kodu C', vybereme vsechna kodovad
slova, kterd na souradnici j obsahuji stejny symbol \. Dokazte, Ze visledny zkrdaceny kod C' bude q-drni

(n—1,M',d'|-kéd C", kde d' > d.
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Kapitola 8. Perfektni kody

8.1. Prehled perfektnich kodu

S perfektnimi kédy jsme se setkali v podkapitole 2.4. V podkapitole 7.1. jsme ukazali, ze pro perfektni
kédy netplné i Uplné dekddovani splyva, nebot vSechna kédova slova a jejich sféry beze zbytku vyplni
prostor (Fy)". Je proto pfirozenou snahou hledat co nejvice perfektnich kédi. V této kapitole ukdzeme,
jak se podafrilo klasifikovat parametry, pro které perfektni kédy existuji. Problém nalezeni vSech perfektnich
kédt oteviel §vycarsky matematik a fyzik M. Golay v roce 1949. Az v roce 1973 se podafilo problém uzaviit
alespon pro pfipady, kdy pocet znakt abecedy ¢ je roven mocniné prvocisla. Vétu, ktera pripustné parametry
perfektnich g-drnich kédu charakterizuje, dokdzali J.H. van Lint a A. Tietdviinen (¢ti ,,’tieteeveeinen®).

Trivialni perfektni kédy
Pripomenime, Ze kéd se nazyva perfektni, jestlize sféry o néjakém polomeéru t rozlozi cely vektorovy pro-
stor V(n, ¢) na disjunktni podmnoziny, tj. pro perfektni kéd nastdva v Hammingové hranici (3) rovnost (12).

(o) (Da-v+ (3)a-v2+ (Da-v) = (12)

Pro nékteré hodnoty parametrti je velmi snadné perfektni kod sestrojit. Nasledujici priklad tyto trividlni
pripady shrne.

Priklad 8.1. Trivialni perfektni kédy jsou néasledujici.

1) Kédy, které obsahuji jediné kédové slovo, jsou perfektni, nebot sféra slova o poloméru n je pravé cely
prostor (Fy)".

2) Kazdy binérni opakovaci kéd liché délky n = 2t + 1 je perfektni, nebot sféry o poloméru ¢ rozdéli cely
prostor (F»)™ na dvé podmnoziny.

3) Kédy obsahujici vSechna slova celého prostoru (F,)™ jsou perfektni, nebot sféry o poloméru 0 jsou
jednoprvkové podmnoziny, které trivialné rozkladaji (F,)".

Priklad 8.2. Ukazeme, ze g-arni opakovaci kod sudé délky n = 2t neni perfektni.
Staéi si uvédomit, ze sféry o poloméru alespoii t, ¢ = n/2 nejsou disjunktni, napiiklad slovo Z, které je ve vzda-
lenosti n/2 od slova 0, je soucasné ve vzdalenosti n/2 od slov aa...a, kde a < ¢, a # 0. A naopak sféry
o poloméru ¢ mensim nez n/2 neobsahuji vSechna slova prostoru (F,)". Napfiklad vyse uvedené slovo & by
nepatfilo do sféry zddného kédového slova. v
V predchozich kapitolach jsme narazili na nékolik dalsich perfektnich kéda. Napiiklad kéd Cr z Pii-
kladu 3.5. je perfektni (Pfiklad 3.6.). Daéle také g-drni Hammingovy kédy jsou perfektni (n, M, d)-kédy
s parametry n = (¢" —1)/(¢ — 1), M = ¢~ a d = 3 pro libovolnou hodnotu ¢, kde ¢ je mocnina prvocisla.
Pokud ¢islo ¢ neni mocnina prvodéisla, tak nemé smysl sestavovat kéd Ham(r, ¢), nebot pouze pro télesa
vime, Ze mnoziny vSech nasobkl vektort rozkladaji mnozinu nenulovych vektorii v prosotru V(n, q).

Otazka: Je kéd CF z Prikladu 3.5. specidlni pfipad Hammingova kédu?

Otazka: Je kéd Cp ekvivalentni kazdému kédu Ham(3,2)?

Nutné podminky existence perfektnich kédu
Pfirozenou cestou pro hledani perfektnich kédua je soustiedit se na takové mnoziny parametra ¢, n, M, a t,
pro které je splnéna rovnost (12). Prvni systematické hledani, kdy soucet

M;(q - 1)(?)

je mocninou ¢isla ¢, provedl Golay v roce 1949. Kromé parametri vyse uvedenych perfektnich kédt nasel
pouze tfi vyhovujici mnoziny parametri (n, M, d) pro linearni kédy, které rovnost (12) spliuji:
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e (n,M,d) = (23,2'2,7) pro q = 2,
e (n,M,d) = (90,2%,5) prog=2a
e (n,M,d) = (11,35,5) pro ¢ = 3.

Pozdéji v roce 1967 Lint ovéfil, ze pro n < 1000, ¢ < 1000 a ¢ < 100 toto jsou jediné piipustné mnoziny
parametrii, které rovnost (12) spliiuji.

Golay navic sestrojil generujici matice linedrniho kédu pro prvni a tfeti mnozinu parametri a ukazal,
ze zadny binarni linedrni [90, 78, 5]-kéd s mnoZinou parametrii, kterd odpovidd druhému pfipadu (n, M, d) =
= (90,278, 5), neexistuje.

Véta 8.1. Zddny bindrni linedrni [90, 78, 5]-kdd neeristuje.
Diikaz. Postupujeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje kontrolni matice H néjakého binarniho linear-
niho [90, 78, 5]-kédu. Matice H je tvaru 12 x 90, jeji sloupce ozna¢me hl,hz, ..., hgg. Podle Hlavni véty

o linedrnich kédech (Véty 7.5.) vime, Ze kazdé éty¥i sloupce matice H jsou linedrné nezavislé, proto mnozina
sloupcti

Sz{6,ﬁi,ﬁj+ﬁk:1§i§90,1§j<k§90}

je mnozina ruznych linedrné nezavislych sloupcti, kterych je 1 4 90 + (920) = 4096. Protoze ale 4096 = 22,
tak S je mnozina vsech rizngch binarnich (sloupcovych) vektort délky 12.

Dvéma, zptisoby spocitame, kolik ze vSech 22 vektort v mnoZiné S mé lichou vdhu. Podle Cvigeni 2.2.5.
mé pravé 2!! vektorti z S lichou véhu.

Nyni nékteré ze sloupcovych vektorti matice H maji lichou vahu, jejich pocet oznacme ¢. Zbyvajicich
90 — ¢ vektortt ma sudou vahu. S vyuzitim Lemmatu 2.4. je W(}_ij + hy) = W(i_ij) +w(hy) —2w(ﬁj N ),
proto je vaha linedrni kombinace w(f_ij + Hk) lich4 pravé tehdy, kdyz je lich4 pravé jedna z vah W(l_“;j) nebo
w(ht). V mnozing S je nyni £ + £(90 — £) vektort liché vahy. Porovnanim dostavéme

L=0+¢90 -0
=091 -9).

Avsak £ a 91 — £ nemohou byt soucasné mocniny dvojky, nebot pravé jedno z nich je liché. Dostavame tak
hledany spor. Kontrolni matice H nemiize existovat, proto neexistuje ani bindrni linedrni [90, 78, 5]-kéd.
a

Zatim jsme tedy vyloudili existenci linedrniho binarniho (90,278, 5)-kédu. Pozdgji (ve Vété 8.16.) uka-
zeme, ze zadny (90,278, 5)-kéd, nejen linearni, ale ani neline4rni, nemiize existovat.
Binarni Golayovy kédy
Z Véty 2.5. plyne (nejen pro linedrni kédy), Ze existence (n, M, d)-kédu je ekvivalentni s existenci (n +
+1,M,d+ 1)-kédu. Je dobré si uvédomit, ze (n + 1, M, d + 1)-kéd neni perfektni (Cviceni 8.1.4.), nicméné
se ukazuje, Ze je vyhodné definovat rozsifeny Golaytv [24,12,7]-kéd Gas = Ga3. Existence hledaného
perfektniho Golayova kédu G235 potom plyne z Véty 2.5.
Véta 8.2. Euzistuje bindrni linearni (rozsireny) Golayiv [24,12, 8]-kdd Gay.

Dikaz. Existenci linedrniho [24, 12, 8]-kédu G4 ukdzeme piimo. Generujici matice rozsifeného Golayova
24,12, 7)-kédu Gy je G.

G=[h2A]=
rt 0o 0000O0O0O0OOOOODOO]01111111111 17
0601 000O0O0O0O0OO0OOOO] ]111011100O0T1FQ0
0 0100O0O0OO0OO0OO0OO0OOO] 1101110007101
0 00100O0OO0OO0OO0OO0OO0O] ]10111000T1HQ0T1°1
0 00010O0O0OO0OO0OO0OOO] ]11110001Q01T1FQ0
/000001 O0O0OO0ODOOO]|]1110001Q0T1T1°Q01
10000001 0O0O0O0O0O] ]1100O01O0T11011
0 000O0O0O0OO0O1O0O0OO0OO0O]|] 100010110111
0 000O0O0O0OO0OO0O1O0O0OOO] ]1001011011T1@Q0
0 000O0O0O0OO0OO0OO0OT11IO0O0OD]101011011100
0 000O0O0OO0OO0OO0OOOTI1IO0O] 110110111000
L0 0o 00O0OOOOOOOT1]10110111000 1l

Qo
(=2}
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Ihned vidime, Ze linedrni kéd uréeny generujici matici G ma délku n = 24 a dimenzi k = 12. Abychom
ukizali, ze G je generujici matice hledaného kédu s parametry (n, M,d) = (24,2'2,8), musime ukazat,
ze dist Go4 = 8, tj. Ze nejmensi vaha nenulového kédového slova je 8. Uvedend generujici matice umozni
ovéfit nejmensi vahu kédovych slov, aniz bychom museli vSech 2'2 slov konstruovat. Délka kédu a velikost
linedrniho kédu daného generujici matici G je zfejma. Dutkaz tvrzeni, Zze minimalni vzdalenost kédu je 8,
bude rozdélen do posloupnosti ¢tyf navazujicich lemmat. (Il

Uvédomte si, pro¢ pro uréeni minimalni vzdalenosti d = 8 kédu urceného generujici matici G z dikazu
Véty 8.3. neni Sikovné pouzit Vétu 7.5. (Hlavni vétu o linedrnich kédech). Kontrolni matice bude mit 24
sloupcti (a 24 — 12 = 12 fadkid). Ovétit, zda minimAalni vzdalenost kédu je d = 8 by znamenalo provéfit,
zda kazdych 7 sloupct kontrolni matice je linedrné nezévislych. Takovych skupin sloupct je (274 ) = 346 104.
Nasledujici posloupnost ¢tyt lemmat vyuzije symetrii generujici matice a ovéfi minimalni vzdalenost mnohem
snaze.

Lemma 8.3. Kdd Gy je dudini saim k sobé, tj. plati Gay = Goy.

Diikaz. Stadi ukazat, ze skaldrni soucin dvou libovolnych fadkt 7, 7 matice G je nulovy (respektive sudy,
protoze se jednd o bindrni kéd).

Vsimneme si, Ze poslednich 11 prvka fadkt 3 az 12 mtzeme dostat z fadku 2 pomoci cyklického posunu
poslednich 11 soutadnic. Proto sta¢i ovétit skaldrni souciny fadka a) ¥ a 7;, kde i = 1,2,...,12 a také b)
72 a 7, kde i = 3,4,...,12. Soudiny typu a) daji pro prvnich 13 soufadnic v souétu 0 a pro zbyvajicich 11
soutadnic daji v souctu 6 pficemz 6 =0 (mod 2). Soudiny typu b) daji pro prvnich 12 soutadnic v souctu
0, pro tfinactou souradnici 1 a pro zbyvajicich 11 soufadnic dostaneme soucet 3 pro libovolnou cyklickou
rotaci souradnic.

To znamend, ze kazdy fadek matice G je ortogonalni s kazdym rfadkem matice G a podle Véty 6.3. je
kéd Gy, také linearni kéd a Gay C Ga;. Navic oba kédy maji dimenzi 12, proto Gay = Gay. g

Lemma 8.4. Matice G' = [ A|I12] je také generujici matice kddu Gay.

Diikaz. Tvrzeni plyne ihned z Lemmatu 8.3., nebot generujici matice dualniho kédu Gy, ke kédu Goy je
podle Véty 6.5. [ AT|I15], coz diky dualité je soucasné generujici matice kédu Gay4. A protoze matice A je
symetricka, tak AT = A a generujici matice kédu Ga4 je nejen matice G = [I12]|A], ale také matice G’ =
=[A|L2]. O

Lemma 8.5. Vdha kazdého kddového slova kodu Goy je nasobek 4.

Diikaz. Snadno ovéfime, Ze vdha kazdého faddku generujici matice G = [ I12]A] je ndsobek 4 (prvni fadek je
vektor vahy 12 a zbyvajici jsou vektory vahy 8). Ukdzeme, Ze vSechny linedrni kombinace fddkovych vektort
daji vektory, jejichz vaha je nasobek 4.

Uz vime, Ze skaldrni soucin libovolnych dvou fadovych vektort 7;,7; matice G, kde 1 < 4,5 < 12, je
nulovy, proto vaha w(7; N 7;) je suda. Potom ale w(7; + 7;) = w(7;) + w(7;) =2 w(r; N 7;), a protoZe na pravé
strané méame soucet t¥i ¢isel, z nichz kazdé je nasobek 4, tak i jejich soucet je nasobek 4. To znamend, ze
véha linearni kombinace tfi, ¢ty nebo vice fadkovych vektorti bude nasobek 4 a tvrzeni plati. O

Abychom ukéazali, Ze minimalni vzdalenost kédu Gay je 8, tak staci ukazat, ze Zadné nenulové kédové
slovo nema vahu 4.

Lemma 8.6. Kdd Gas nema Zadné kodové slovo s vahou 4.

Diikaz. Abychom ukazali, Ze Zadné z 2'2 — 1 nenulovych kédovych slov nemé vahu 4, rozdélime si kazdé

kédové slovo & = x1xy ... x4 na Cast L = x125...2T12 a Cast R = x13214 ... To4. PFipomenme, Ze jak G =

= [I12]|A], tak G’ = [A|[12] jsou generujici matice kddu Ga4. Pro kédové slovo Z rozlisime pé&t piipadi

a ukazeme, ze zadny z nich neni mozny.

Pripad w(L) = 0, w(R) = 4 Z generujici matice G = [I13|A] je vidét, Ze 0 je jediné kédové slovo, pro které
je w(L) = 0.

Pripad w(L) =1, w(R) = 3 Z generujici matice G = [I12]A] je vidét, Ze jedinad kédova slova, pro kterd je
w(L) = 1, jsou pravé vektory fadkd matice G. Zadny z nich ale nemd w(R) = 3.

Pripad w(L) =2, w(R) =2 7Z generujici matice G = [I12|A] je vidét, Ze takové kédové slovo musi byt
souCtem pravé dvou Fadkd matice G. AvSak soucet Zadnych dvou F4dkd matice G nema véhu w(R) =
= 2, nebot kazdé dva fddky matice A se lisi na vice nez dvou pozicich.

Pripad w(L) = 3, w(R) = 1 Z generujici matice G’ = [ A|I12] je vidét, Ze jedina kédova slova, pro kterd je
w(R) = 1, jsou pravé vektory fadkt matice G'. Zadny z nich ale nemé w(L) = 3.
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Pripad w(L) = 4, w(R) = 0 Z generujici matice G’ = [ A|I5] je vidét, Ze 0 je jediné kédové slovo, pro které
je w(R) = 0.
Celkem dostavame, Zze zadné kédové slovo & kédu G4 nema vahu 4. O

Driikaz existence binarniho Golayova (23,212, 7)-kédu

Samotné tvrzeni Véty 8.2. nyni plyne z Lemmat 8.5. a 8.6. Kazdé nenulové kédové slovo ma vahu alespon 8.
Takova kédova slova v kédu Gay existuji, jsou to tfeba nékteré fadky generujici matice G. Nyni existence
binarniho linedrniho Golayova (23,2'2,7)-kédu Gog plyne z Véty 2.5. Samotnd konstrukce kédu Gaz je
snadné, pokud méme kéd Ga4, staci vynechat naptiklad posledni soutadnici (bit) vSech kédovych slov. Jedna
se o operaci zkraceni kédu, kterou jsme zavedli v podkapitole 7.5. Thned dostavame nésledujici tvrzeni.

Dausledek 8.7. Bindrni linearni Golayiv [23,12,7]-kdd Gas existuje a je perfektnd.

Diikaz. Dle Véty 8.2. existuje binarni linedrni [24, 12, 8]-kéd. Jeho zkracenim dostaneme linearni [23, 12, 7]-
kéd Gaoz. Abychom ukdzali, Ze kéd Gaoz je perfektni, staci ukédzat, Ze spliiuje rovnost (12). Dosazenim
parametrii n = 23, M =2'2, d =7, ¢t =3 a ¢ = 2 dostaneme

M ((Z) + <T)(q 1)+ (Z)(q 1)” + (;L)(q 1)3> =M1+n+n(n—1)/2+n(n—1)(n—2)/6) =

=22(14+23+23-11+23-22-21/6) =
=212.2048 = 212 . 211 = 2% = on

Protoze parametry kédu Gas spliiuji rovnost (12), tak Golaytv kéd Gag je perfektni. O

Pravé sestaveny bindrni Golaytv [23,12,7]-kéd Ga3 miZzeme pouZit pro trojndsobné opravy (opravy
tii chyb). Rozebereme, jak by vypadalo Slepianovo standardni rozmisténi kédu Gas. Kéd mé 2'2 = 4096
kédovych slov. Vsech slov je 223, proto Slepianovo standardni rozmisténi bude mit 223 /212 = 2048 Fadki.
Reprezentanti téchto fadkid budou vsechna kédova slova vahy 0, 1, 2 a 3. Takovych slov je celkem

2 2 2 2
<03) +(13>+<23>+<33) =1+423+253+ 1771 = 2048 = 21,

Binarni Golaytv kéd Ga3 opravi az tii chyby, nebot nejmensi vzdalenost kédu je 7.

Ternarni Golayovy kédy

Neni ptilis slozité sestavit kontrolni matici terndrniho linedrniho Golayova [11, 6, 5]-kédu G11. Opét je mozno
nejprve jednoduse ukazat existenci ternarniho linedrniho Golayova [12, 6, 6]-kédu G2 tak, Ze popiSeme jeho
kontrolni matici. Potom hledany kéd G1; dostaneme jeho zkracenim.

Véta 8.8. Euistuje terndrni linedrni (rozsireny) Golayiv [12,6, 6]-kdd G1s.

Diikaz. Generujici matice Golayova kédu Gs je G.

100000 ] 011111
010000 1] 101221
_ oo 1000 ] 110122
G_[IG|A]_000100|121012
0000710 ]| 122101
0000011112210

Je ziejmé, ze kéd G2 uréeny matici G ma délku n = 12 a dimenzi k = 6.

Abychom urdili, Ze minimalni vzdéalenost kédu G je d = 6, tak nejprve ukazeme, ze kéd G2 je dudlni
sam k sobé, tedy Ze plati Gi; = G12. Matice G je proto soucasné generujici a soucasné kontrolni matice
Golayova kédu Gi2. Staci overit, ze kazdé dva fadkové vektory 77, 7> matice G jsou navzajem ortogondlni.
Pfitom muzeme vyuzit, ze poslednich 5 sloupct poslednich ¢tyi fadku matice G mtzeme dostat z druhého
Ffadku pomoci cyklického posunu. To soucasné znamend, ze nejen fadkové vektory matice G jsou navzajem
ortogonalni, ale libovolnd dvé kédova slova zapsana jako linedrni kombinace fadkd generujici matice jsou
navzajem ortogonalni (dle Lemmatu 6.1.). Protoze kéd G2 je ternarni, tak souc¢asné muzeme Fici, ze skaldrni
soucin libovolnych dvou kédovych slov kédu G12 mé vahu kongruentni s 0 modulo 3.

Déle ukazeme, ze védha kazdého nenulového kédového slova kédu G2 je nasobek 3. Vsimneme si,
7e pro kazdé kédové slovo ¥ kédu Gi plati w(¥) = & - %, nebot 12 = 22 = 1. Z piedchoziho odstavce
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(ze samoortogonality kazdého slova) navic plyne, ze Z-Z=0 (mod 3), proto vdha kazdého kédového slova
kédu G2 je nasobek 3.

Zbyva ukdzat, Ze zadné z 3¢ — 1 nenulovych kédovych slov nema véhu 3 (ale alespoti 6). Kazdé kédové
slovo & = 1@y ...x19 rozdélime na st L = x1x5...x6 a Cast R = x7xg...x12. Piipomenme, Ze jak G =
= [Ig|A], tak G’ = [~AT|I4] jsou generujici matice kédu Go4. Rozlisime étyii piipady a ukazeme, Ze zadny
z nich neni mozny.

Pripad w(L) = 0, w(R) = 3 Z generujici matice G = [Is|A] je vidét, ze 0 je jediné kédové slovo, pro které
jew(L)=0.
Pripad w(L) =1, w(R) = 2 Z generujici matice G = [Ig|A] je vidét, Ze jedind kédova slova, pro kterd je

w(L) = 1, jsou pravé vektory fadkf matice G. Zadny z nich ale nema w(R) = 2.

Pripad w(L) = 2, w(R) = 1 Z generujici matice G’ = [ —AT|I] je vidét, Ze jedina kédova slova, pro ktera
je w(R) = 1, jsou pravé vektory faddkd matice G’. ZAadny z nich ale nema w(L) = 2.
Pripad w(L) = 3, w(R) = 0 Z generujici matice G’ = [—AT|I15] je vidét, ze 0 je jediné kédové slovo,

pro které je w(R) = 0.
Celkem dostavame, ze zadné kédové slovo & kédu Gy neméd védhu 3, a proto minimalni vadha kazdého
nenulového je alespori 6, coz podle Véty 4.2. znamend, ze miniméalni vzdalenost kédu G2 je 6. (]

Zkracenim kédu (napfiklad vynechanim posledni soufadnice) dostdvame ihned nasledujici diisledek.

Dusledek 8.9. Terndrni linedrni Golayiv [11,6,5]-kod G11 existuje a je perfektni.

Diikaz. Dle Véty 8.8. existuje ternarni linedrni [12, 6, 6]-kéd. Jeho zkracenim dostaneme ternarni linedrni
[11,6,5]-kéd G11. Abychom ukézali, ze kéd G1; je perfektni, staci ukazat, Ze spliiuje rovnost (12). Dosazenim
n=11, M =3% d=5,t=2aq=23do (12) dostaneme

M((g)wL (Tf)(q—l)Jr(Z)(q—l)z) =M(1+n-2+n(n-1)/2-2?) =

=3(1+11-2+11-10-2) =
=35.243 =3%.35 =31 = 3.

Protoze parametry kédu G1; spliiuji rovnost (12), tak Golaytv kéd G1; je perfektni. O

Ternarni Golaytv [11, 6, 5]-kéd G717 miizeme pouzit pro dvojndsobné opravy (opravy dvou chyb). Roze-
bereme, jak by vypadalo Slepianovo standardni rozmisténi kédu Gp;. Kéd ma 3% = 729 kédovych slov. Viech
slov je 3! = 177 147, proto Slepianovo standardni rozmisténi bude mit 3!! /35 = 243 ¥a4dkt. Reprezentanti
téchto Fadki budou vsechna kédova slova vahy 0, 1 a 2. Takovych slov je celkem

11 11 11
(O>.2°+<1>~21+<2>.22:1+22+55.4:243=35.

Ternarni Golaytv kéd G1; opravi az dvé chyby.

Cviceni

8.1.1. Je kod Cr z Prikladu 3.5. ekvivalentni s Hammingovym kddem Ham(3,2,)?
8.1.2. Dokazte, ze Zddny (n, M,d)-kod se sudou minimdlni vzddlenosti d neni perfektnd.
8.1.3. UkdzZeme, Ze q-arni opakovact kod liché delky n = 2t + 1 pro q > 2 nent perfektni.

8.1.4. Méjme perfekini (n, M,d)-kod C. Ukazte, Ze (n+1, M,d")-kdd C', ktery vznikne jeho rozsifenim, uz
nent perfektni.

8.1.5. Dokazte nebo vyvratte: vzddlenost kazdych dvou kddovijch slov perfektniho kddu musi bijt sudd.
8.1.6. Dokazte nebo vyvratte: vzddlenost kazdych dvou kodovich slov perfekiniho kodu musi byt lichd.

8.1.7. S jakou pravdépodobnosti bude prijaté slovo dekodované pomoci Golayova kodu G11 dekodovdno po-
moct Slepianova standardniho rozmisteni spravné? Predpoklddejme pravdépodobnost chyby prenosu p a prav-
dépodobnost Py, vycislete pro p = 0.01.

8.1.8. S jakou pravdépodobnosti bude prijaté slovo dekodované pomoci Golayova kodu Gaz dekodovdno po-
moct Slepianova standardniho rozmisténi spravné? Predpoklddejme pravdépodobnost chyby prenosu p a prav-
dépodobnost Py, vycislete pro p = 0.01.
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8.1.9. Popiste, jak by vypadalo Slepianovo standardni rozmisténi pro bindrni Golayiuv kod Gay. Jak se
projevi, Ze kod nent perfektni?

8.1.10. Popiste, jak by vypadalo Slepianovo standardni rozmisténi pro terndrni Golayuv kod Gio. Jak se
projevi, ze kod neni perfekini?

8.2. Dalsi perfektni kody

Pfi hledani perfektnich kéda od roku 1949 byly dlouhou dobu zndmy pouze uvedené trivialni perfektni kédy,
Hammingovy kédy Ham(r, ¢) a Golayovy kédy Gi1; a Gaz. Jiné perfektni kédy se nedafilo najit, a proto
byla vyslovena hypotéza, ze dalsi perfektni kédy neexistuji. AvSak v roce 1962 rusky matematik J.L. Vasilev
nasel celou rodinu perfektnich kédi, které nejsou linedrni a maji stejné parametry, jako binarni Hammingovy
kédy.

Pozdéji, v roce 1968 Schonheim a v roce 1969 Lindstrom nasli dalsi nelinearni kédy se stejnymi parame-
try, jako maji Hammingovy kédy pro libovolné ¢, kde ¢ je mocninou prvodisla. Na zakladé téchto vysledkt
byla vyslovena slabsi hypotéza.

Hypotéza 8.10. Neexistuji Zadne jin€ netrivialni perfekini kody kromé takovych, které maji stejné para-
metry jako Hammingovy kody a Golayovy kody.

Tuto hypotézu ¢asteéné (pokud je ¢ mocninou prvoéisla) dokédzal az v roce 1973 finsky matematik
Tietdvéinen spoleéné s nizozemskym matematikem van Lintem (1975) a nezavisle na nich tvrzeni ukazali
také rusti matematici Zinoviev a Leontev v roce 1973.

Véta 8.11. Netrividlni perfekini q-arni kod, kde q je mocnina prvocisla, musi mit stejné parametry jako
néktery Hammingiv kod Ham(r, q) nebo Golayiv kdd.

Diikaz je nad ramec tohoto textu. Ctenaf jej miZe najit napifklad v [S].
Pokud vsak velikost abecedy ¢ neni mocnina prvocisla, otazka existence perfektnich kédu ztstava ote-
viena. Znamy jsou nékteré dil¢i vysledky. Vybrané z nich ukdzeme v nasledujicich odstavcich.

Nutné podminky

P1i klasifikaci parametri, pro které miZe existovat perfektni kéd, hraji roli podminky, které jsou nutné,
aby v Hammingové hranici (3) mohla byt splnéna rovnost (12). Néasledujici véta predstavuje jednu takovou
podminku.

Véta 8.12. Lloydova véta
Pokud ezistuje perfekini (n, M, 2t + 1)-kod nad télesem GF(q), tak polynom

o =3t (") (1)

j=0

must mit t riznych celociselnych kotent z intervalu (1,n).
Dikaz vynechame.

S vywzitim Lloydovy véty (Véta 8.12.) v8ak bylo moZno ukazat, Ze pro kazdy dalsi pfipadny perfektni
kéd nad télesem GF(q) musi mit platit ¢ < 11, ¢ < 8 a n < 485. Nicméné pocitacové provéteni pfipustnych
mnozin parametri, pro které by mohla byt splnéna rovnost (12) a které jsme zminili na strané 85, ukazalo,
Ze pripustnou jsou pouze pravé trividlni kédy, Hammingovy kédy Ham(r,q) a Golayovy kédy G11 a Gas,
piipadné kéd s parametry (n, M,d) = (90,278 5) pro ¢ = 2. Neexistenci binarniho linearniho (90,278, 5)-
kédu jsme ukézali ve Vété 8.1. A neexistence bindrniho nelinedrniho (90,278, 5)-kédu plyne z Lloydovy véty
(Véta 8.12.). Prot = 2 a n = 90 dostaneme dosazenim a tpravou polynomické rovnice La(z) = 0 rovnici
22 — 91x + 2048 = 0, coz je kvadraticka rovnice, kterd neméa celoéiselné koteny.

Perfektni kédy pro g, kde g je mocninou prvodisla

Existence parametri netrividlnich perfektnich kédt s abecedou F, pro ¢, které je mocninou prvocisla je
uzaviena. Jednd se o Hammingovy kédy Ham(r,q) a Golayovy kédy G11 a Gaz a dalsi nelinedrni kddy,
které vsak maji stejné parametry jako uvedené kddy. Pro jiné parametry podle Véty 8.11. perfektni kody
neexistuji. Existuje vSak vice ruznych perfektnich kédu, které maji stejné parametry, jako Hammingovy a
Golayovy kédy a které nejsou ekvivalentni. Neni jasné, kolik takovych rtznych kédi existuje.

Problém 8.13. Najdéte vSechny perfekini kody se stejnymi parametry jako Hammingovy kody a Golayovy
kody.
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Reseni tohoto problému je naroc¢né.

Perfektni kédy pro g, kde ¢ neni mocninou prvocisla

Pokud ¢ neni mocninou prvodisla, tak zadny netrivialni perfektni kéd zndm neni. Soucasné vSak neni znama
zaddna obecna nutnd podminka, kterd by existenci takovych kdda vyloucila. Otéazka existence perfektnich
g-4drnich kédi, kde ¢ neni mocnina prvodisla, ziistava oteviena.

Problém 8.14. Najdéte vSechny perfekini kddy s abecedou Fy, kde g neni mocninou prvocisla.

Je dobré si uvédomit, Ze zndme celou fadu netrividlnich parametrt, které spliiuji rovnost (12) a pro které
by perfektni kédy mohly existovat. Najdeme-li g-drni (n, M, d)-kéd pro parametr r, jehoz délka je n =
= (¢" —1)/(q — 1), velikost je M = ¢"~" a minimdlni vzdalenost je 3, tak rovnost (12) bude splnéna, coZ
jsme ukazali v diikazu Véty 7.6. Pokud vSak ¢ neni mocnina prvocisla, tak nemtzeme sestrojit kéd stejnym
zpusobem, jako jsme sestrojili ¢-arni Hammingtv kéd, protoze neexistuje zadny g-arni linedrni kéd a neméa
smysl mluvit o jeho kontrolni matici. Neni totiz mozné sestrojit vektorovy prostor V(n, ¢) nad GF(q), GF(q)
neni téleso.

Podle Hypotézy 8.10. zadné takové kody neexistuji. Pokud existuji, tak z nasledujici véty, kterd plyne
z vysledki, které dokazali M.R. Best v roce 1982 ve své disertac¢ni praci a Y. Hong ve své diserta¢ni praci
v roce 1984, ze parametr ¢ nemize byt moc veliky.

Véta 8.15. Prot > 3 jediné q-drni perfekini kody, které opravi t chyb, jsou bindrni Golyaovy kody.

Hypotéza 8.10. tak zstava oteviena pro ¢t = 1 a ¢ = 2 (pro minimdlni vzdalenost d = 3 a d = 5). Pfipo-
mernme, ze Hammingovy kédy maji ¢ = 1.

Neexistence binarniho (90,278, 5)-kédu

Uz vime, Ze neexistuje binarni linearni (90, 278, 5)-kéd, coz jsme ukéazali ve Vété 8.1. Dale vime, Ze neexistuje
ani bin4rni nelinearni (90,278, 5)-kéd, jsme dokézali s vyuzitim z Lloydovy véty (Véta 8.12.). Nyni neexistenci
(nelinearniho) binarniho (90,278, 5)-kédu ukidzeme metodou dvojiho poéitani bez vyuziti Lloydovy véty.
Nejprve zavedeme nasledujici pojem.

Definice Pokryti slova
Rekneme, ze binarni slovo 4 € (F3)" pokryvd slovo ¥ stejné délky n, jestlize souradnice s hodnotou 1 slova @/
jsou podmnozinou soufadnic s hodnotou 1 slova .

Alternativné bychom mohli ¥ci, ze slovo/vektor @ pokrgvd slovo/vektor v, jestlize (uqvi,usvs,...,unvy,)
(vektor souéinii ,,po slozkédch) se rovné slovu/vektoru o.

Priklad 8.3. Napiiklad slovo 011011 pokryva slova 001010 a 010000, avsak nepokryva slovo 100000.

Véta 8.16. Zddny bindrni (90,278, 5)-kod neexistuje.

Diikaz. Postupujeme sporem. Piedpokladejme pro spor, #e C je perfektni binarni (90,278, 5)-kéd.

S vyuzitim Lemmatu 2.2. budeme dale predpokladat, ze kéd C obsahuje kédové slovo 0. Vsechna
nenulova kédovéa slova kédu C' maji vahu alespon 5.

Ozna¢me T mnozinu v8ech slov (ne nutné kédovych slov!) prostoru V' (90, 2), kterd maji vahu 3 a kterd
maji prvni dvé soufadnice rovny 1. Jisté plati |T'| = 88. Protoze C je perfektni kéd, tak kazdé slovo @
z mnoziny T lezi v pravé jedné sféfe S(Z,2) o poloméru 2 néjakého kédového slova #. Kazdé takové kédové
slovo & ma vahu 5 a pokryva slovo 4. Oznaéme X mnozinu vSech kédovych slov vahy 5, kterd maji prvni
dvé soufadnice rovny 1. Velikost mnoziny | X| nezndme. Nyni dvéma zptlisoby spoéitdme velikost mnoziny
usporadanych dvojic

D={(#u): 7€ X,ucT, slovo T pokryva slovo u}.

Uz vime, Ze kazdé slovo @ patii do préaveé jedné sféry néjakého kédového slova, proto |D| = |T'| = 88. Na dru-
hou stranu kazdé kédové slovo & € X pokryva praveé tii slova mnoziny 7. Napiiklad kédové slovo 111110...0
(pokud existuje) pokryva tii slova 111000...0, slovo 110100...0 a slovo 110010...0. To znamen4, ze |D| =
= 3|X].

Dostévame spor, nebot |X| = 88/3, ale soucasné je ziejmé, ze | X| musi byt celé ¢islo. To znamend, ze
74dny binarni (90,278, 5)-kéd neexistuje. O

Neexistence nékterych dalsich perfektnich kéda

Drobné dil¢i kroky pii feSeni Hypotézy 8.10. zahrnuji moznost dokazat, ze pro urcité hodnoty parametrt
perfektni kéd existovat nemiize. Takové tvrzeni jsme ukazali ve Vété 8.16., pripadné dfive ve Vété 8.1. Nyni
ukazeme dalsi takovy negativni vysledek. nejprve pfipomeneme jednu klasickou tlohu.
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Uloha o 36 dustojnicich

Uloha o 36 dtistojnicich je matematicky problém formulovany $vycarskym matematikem Leonhardem Eu-
lerem v roce 1782. Euler chtél popularizovat v té dobé otevieny problém o existenci dvou ortogonalnich
latinskych ¢tverct fadu 6, ktery se nedafilo ani zkonstruovat, ani vyvratit jeho existenci.

Cilem tlohy je sestavit 36 dustojniki 6 rtiznych hodnosti a ze 6 ruznych pluku do étverce 6 x 6 dastojnika
tak, aby v zadné fadé ani Zadném zastupu nebyli dva distojnici stejného pluku, ani stejné hodnosti.

Ulohy vyiesil rozebranim vSech moznosti az v roce 1901 Francouzsky amatérsky matematik a celnik
G. Tarry. Potvrdil predpokladané feseni, ze zadné takové usporadani neexistuje.

Reseni tlohy o 36 distojnicich je specialnim piipadem obecné&jsi tilohy hledani ortogonalnich latinskych
¢tverctl, kterym se budeme vénovat v kapitole 7?7 V tuto chvili ndm staci védét, ze illoha nema feseni, z ¢ehoz
plyne nasledujici tvrzeni. Pifipomenme, ze pro r = 2, ¢ = 6 by kéd s parametry analogickymi Hammingovu
kédu mél délku n = (¢" —1)/(q—1) = (36 —1)/(6 — 1) = 7, pocet slov M = ¢"~" = 6"~2 = 6> a minimalni
vzdalenost d = 3.

Véta 8.17. Zddny perfektni 6-drni (7,6°,3)-kod neezistuge.

Diikaz. Ptedpoklddejme pro spor, %e C je 6-arni (7,65,3)-kéd, ne nutné linearni, nad abecedou F, =
= {1,2,3,4,5,6}. Pokud vynechdme posledni dvé soufadnice, tak dostaneme kratsi kéd, ktery obsahuje
pravé viech 6° slov celého prostoru (Fg)®, nebot minimalni vzdalenost kédu C' je d = 3 a vynechanim pouze
dvou soufadnic nemtizeme dostat stejna slova. To znamend, Ze mezi témito slovy existuje pravé 62, 62 =
= 36 slov, ktera zacinaji tfemi identickymi znaky 111. Z ptvodniho kédu C vybereme pravé téchto 36 slov,
ktera zac¢inaji 111 a odstranime tyto identické tii prvni znaky. Dostaneme zkraceny (ztzeny) (4,62, 3)-kéd
D. Vsimnéte si, ze zkracujeme puvodni kéd C, a proto jeho minimalni vzdalenost zustavd d = 3 podle
Cviceni 7.5.2.

Nyni stejnou tivahou jako v predchozim odstavci dostaneme, Ze vynechanim libovolnych dvou soufadnic
dostaneme zkraceny kod s minimalni vzdalenosti alespon 1, tedy vsech 36 vyslednych slov musi byt rtiznych,
musi tvorit viech 36 uspofaddanych dvojic celého prostoru (Fg)?. To znamen4 Ze kéd D popisuje feseni tilohu
o0 36 dtistojnicich. Kazdé kédové slovo ijkl kédu D uréuje pozici (4, j), pluk &k a hodnost | jednoho dustojnika
ve Gtverci 6 X 6 dustojniktl, pfiéem? v zadné fadé ani zadném zastupu se pluk ani hodnost neopakuje, nebot
minimélni vzdélenost zkraceného (z(Zzeného) kédu je 3. Dostédvadme spor, protoze tloha o 36 distojnicich
nems4 feSeni. Zadny perfektni 6-arni (7,6°,3)-kéd proto nemiize existovat. (]

Odkazy:

® https://www.maa.org/book/export/html/11666]]

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Gaston _larr
* Vv ,
Cviceni
8.2.1. Méjme prirozen€ cislo q, q > 1, které neni mocninou prvocisla. Popiste néjakou nekonecnou mnozinu

parametri (n, M,d), pro které by pripadny q-arni kod C byl perfektnim kodem. Ukazte, Ze odpovidajici
(n, M,d)-kdd C' splriuje rovnost (12).

8.3. Kody a t-designy

Kroky z dtkazu Véty 8.16. odpovidaji pocetnim postupim pouzitym v dikazu Lemmatu 3.1. To neni
prekvapivé, nebot se ukazuje, Ze perfektni kdédy a jisté kombinatorické designy spolu velmi tizce souvisi.
Nejprve zavedeme néasledujici pojem.

Pojem t-designu

P1i feseni Piikladu 3.5. jsme vyuzili existenci jistého kombinatorického designu, jako systému podmnozin
kone¢né mnoziny. Kombinatoricky design zavedeny na strané 20 sestaval ze systému podmnozin, ve kterém
se kazda dvojice prvki nachazela v A blocich. Nyni tuto vlastnost jesté zobecnime.

Definice t-design

Me¢jme neprazdnou mnozinu V' s v prvky, kterym fikdme body. Systém rtaznych k-prvkovych podmnozin
(fikdme jim bloky) mnoZiny V takovych, ze kazd4d t-prvkova podmnozina mnoziny V' se nachézi v pravé A
blocich, nazveme t-design (éti ,t-dizajn“), nebo t-(v, k, \) design.

Kombinatoricky (b, v, r, k, A)-design zavedeny na strané 20 je specidlni piipad pro ¢t = 2, tj. (b, v, r, k, A)-design
je 2-(v, k, A\) design.
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Priklad 8.4. Uvedeme nékolik piikladu jednoduchych ¢-designii.
1) Trividlni (3,3, 2,2, 1)-design z Piikladu 3.1. je 2-(3,2,1) design.

B ={{1,2},{2,3},{3,1}} .
2) (7,7,3,3,1)-design z Piikladu 3.2. je 2-(7,3,1) design.
B={{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,7},{5,6,1},{6,7,2},{7,1,3}}
3) 3-(5,3,1) design obsahuje b = (g) = 10 blokt prvka mnoziny {1,2,3,4,5}.
B={{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5}, {3,4,5}}
4) 2-(4,3,2) design obsahuje b = (3) = 4 bloky prvki mnoziny {1,2,3, 4}.
B=1{{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}

5) neexistence Tady chybi ¢ast textu, kterou je treba doplnit.

Specidlnim pfipadem t¢-designu jsou takové systémy, kde se kazda t-prvkovd podmnozina vyskytuje
v pravé jednom bloku, tedy pro hodnotu A = 1.

Definice Steinerovsky systém
Steinerovsky systém je takovy t-design, pro ktery plati A = 1. Takovy t-(v, k, 1) design znacime S(¢, k,v).

Historicky steinerovské systémy a designy vznikly jako oddélené problémy, proto maji rozdilna znaceni.
Nicméné kazdy steinerovsky systém S(t, k, v) je t-(v, k, 1) design a naopak.

Priklad 8.5. Uvedeme nékolik piikladu jednoduchych ¢-designii.

1) Trividlni 2-(3,2,1) design z Piikladu 8.4. je steinerovsky systém S(2,2, 3).
2) Fanova kone&na projektivni rovina 2-(7,3,1) design z Piikladu 8.4. je steinerovsky systém S(2,3,7).
3) 3-(5, 3 1) design z Prikladu 8.4. je steinerovsky systém S(3,3,5).
4) 2-(4,3,2) design z Prikladu 8.4. neni steinerovsky systém, nebot A = 2.

Nasledujici véta tika, ze na zakladé kazdého perfektniho kédu muzeme sestavit steinerovsky systém.

Véta 8.18. Mejme perfekini bindarni kod C' délky n, ktery umi opravit t chyb. Potom existuje steinerovsky
systém S(t+ 1,2t + 1,n).

Dikaz. S vyuzitim Lemmatu 2.2. budeme dale pfedpokladat, ze kéd C' obsahuje kédové slovo 0. Vezmeme
v8echna kddové slova (nejmensi nenulové) vahy 2t + 1 a vlozime je do sloupcii matice A. Matice A bude
tvaru n X m, kde n je délka kédu a m je pocet kédovych slov kédu C minimalni vahy d = 2t+1. Protoze C je
perfektni kéd, tak kazdé slovo miniméalni vahy je reprezentantem néjakého kosetu ve Slepianové standardnim
rozmisténi. Takovych reprezentanti je pravé (;;) = (,,1;). UkaZeme, Ze matice A je incidenéni matice
hledaného steinerovského systému S(¢, k, n).

R4dky matice A odpovidaji bodfim n-prvkové mnoziny {1,2,...,n}. Kazdy sloupec odpovidé néjakému
bloku. Podle definice matice A obsahuje kazdy sloupec pravé 2t + 1 jednicek, proto kazdy z ( ) blokt ma
pravé 2t + 1 prvka.

Kazdé kédové slovo vahy 2t 4+ 1 tak jednoznacné urcuje blok steinerovského systému. Protoze kéd C' je
perfektni, tak kazdé slovo @ véhy ¢ + 1 spadd do pravé jedné sféry néjakého kédového slova & vahy 2t + 1,
pricemz kédové slovo T pokryvéa slovo .

2t+1

Dostéavame tak steinerovsky systém (2 . +1) blokt velikosti 2¢ + 1 s nosnou mnozinou {1,2,...,n}, kde
kazda mnozina t + 1 prvki, kterd odpovida slovu « patii do pravé jednoho bloku, ktery odpovida kodovému
slovu Z. 0

Pozor, neni pravda, Ze na zakladé kazdého kédu bychom mohli sestavit design nebo steinerovsky systém.
Naproti tomu Véta 8.18. fika, ze na zakladé perfektniho kédu to je mozné vzdy. I z nékterych dalsich kéda
lze sestrojit design, avsak takové konstrukce jsou nad ramec tohoto textu.

Cviceni
8.3.1. Jake steinerovské systémy muzeme sestavit na zakladé Golayova kodu Gogz ?

8.3.2. Jaké steinerovské systémy mizeme sestavit na zdkladé bindrnich Hammngovych kddu Ham(r,2)?
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Rejstrik

Kurzivou jsou v rejstiiku oznaceny stranky, kde najdete definici pfislusného pojmu.

(n, M,d)-kéd, 8
g-arni Hammingtv kéd, 81
g-arni kéd, 3

Hammingiv, 81
t-design, 92

abeceda, 1
asociativni
grupoid, 25

baze, 38, 39

Best, M.R., 91

binadrni Hammingtv kéd, 72

binarni kéd, 2, 3, 4
Hammingiv, 72

binomicky koeficient, 16

blok, 20, 92

bod, 92

¢islo
kombinacni, 16

dekédovani
neuplné, 77, 85
uplné, 77, 85
délka kédu, 3
design
blok, 20
symetricky, 24
design (b,v,7,k,\), 20, 92
design t-(v, k, \), 92
dimenze, 39
linearniho kédu, 42
duélni kéd, 60
dvojnasobna oprava, 89

ekvivalence

t¥idy, 33
ekvivalentni

kédy, 11, 45

linearni kédy, 45
Euler, L., 92

Fanova rovina, 20

generujici matice, 44

generujici mnozina, 3§

Golay, M., 85

grupa, 27

grupoid, 25
asociativni, 25
komutativni, 25
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Hammingova vzdélenost, 6, 6, 7
Hammingtv kéd

rozsiteny, 77
hlavni véta o linearnich kédech, 79
Hong, Y., 91

chybové slovo, 54
chybovy vektor, 52

inciden¢ni matice, 21
inverzni
matice, 27

jednicka
okruhu, 29

jednotka
okruhu, 29

kéd, 1
(n,M,d), 8
g-arni, 3
g-4rni Hammingiv, 81
binarni, 2, 3, 4
binadrni Hammingtv, 72
délky, 3
duélni, 60
dva z péti, 4
koktavy, 9
linearni, 41
véha, 43
opakovaci, 8
perfektni, 18, 74, 85
rozsifeny, 14, 89
roz§iteny Hammingtv, 77
ternarni, 3
zkraceny, 15, 83
kédova slova, 2
kédové slovo, 1
kédy
ekvivalentni, 11, 45
ekvivalentni linearni, 45
koktavy kdd, 9
kombinacéni ¢islo, 16, 16
komplex, 33
komutativni
okruh, 29
komutativni grupoid, 25
kone¢na projektivni roviny, 20
kongruence, 33
kongruence modulo m, 32
kontrolni matice, 62
standardni tvar, 64
kontrolni soucet, 62, 76
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kontrolni znaky, 50
koset, 53, 65—-67
reprezentant, 54, 57

lineadrné nezavisla mnozina, 37
line4drné zévisld mnozina, 37
linearné zavislé vektory, 37
linearni

kéd, 41

kombinace vektori, 37
linearni kéd

dimenze, 42

matice
generujici, 44
incidenc¢ni, 21
inverzni, 27
kontrolni, 62

mira chybnych slov, 57

mnozina
generujici, 38
linearné nezavisla, 37
linearné zavisla, 37
nosna, 25

monoid, 26

nasobek vektoru, 35
netriviadlni podprostor, 36
netplné dekédovani, 77, 85
neutralni prvek, 26, 26
nevlastni podprostor, 36
nosic, 25
nosna mnozina, 25
nula

okruhu, 29
nulovy vektor, 36

okruh, 28

jednicka, 29

jednotka, 29

komutativni, 29

nula, 29

trividlni, 29, 30
opacny vektor, 36
opakovaci kod, 8
operace

uzaviend, 25
oprava

dvojnasobné, 89

trojnasobna, 88
ortogonalni vektory, 59

paritni bit, 77

paritni soucet, 15

perfektni kéd, 18, 74, 85
trividlni, 18

podil, 32

podprostor, 36
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netrivialni, 36
nevlastni, 36
triviadlni, 86
pologrupa, 25
pravdépodobnost
chyby, 4, 57
chyby znaku, 6
opravy, 57, 89
prostor
baze, 38
dimenze, 39
vektorovy, 35
prvek, 20
neutralni, 26, 26

redundance, 4, 50, 72
reprezentant, 33, 66
kosetu, 54, 57
rozsifeny
Hammingtav kéd, 77
kéd, 14, 89

stéra, 16
skalar, 35
skalarni soucin, 59
Slepianovo standardni rozmisténi, 54
slova, &

kédova, 2
slovo, 1

chybové, 54

kédové, 1

vaha, 13
soucet

kontrolni, 62, 76

paritni, 15

vektori, 35
soucin

skalarni, 59
soutadnice, 2
standardni

rozmisténi, 54

tvar, 46

tvar kontrolni matice, 64
symbol, 1, 3
symetricky design, 24
syndrom, 65, 65, 66, 67
syndromova

vyhledavaci tabulka, 67
syndromovy

vektor, 65

tabulka

syndromova, 67
Tarry, G., 92
ternarni kéd, 3
Tietéviinen, A., 85, 90
trivialni

okruh, 29, 30
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perfektni kéd, 18
trividlni podprostor, 36
trojnasobnd oprava, 88
trida ekvivalence, 33
tvar

standardni, 46

uplné dekédovani, 77, 85
uzaviend operace, 25

véha
linearniho kédu, 43
slova, 13
van Lint, J.H., 85, 90
varieta, 20
vektor, 3, 35
chybovy, 52

linearni kombinace, 87

nasobek, 35
nulovy, 36

97

opacny, 36

soucet, 35
vektorovy

podprostor, 36

prostor, 35
vektory

linearné zavislé, 37

ortogonalni, 59
véta

15. kvétna 2024

hlavni o linearnich kédech, 79, 80, 86
o jednoznacnosti inverzniho prvku v grupé, 28
o jednoznacnosti neutralniho prvku, 26

vzdéalenost
Hammingova, 6, 6, 7

zbytek, 32
zbytkové ttidy, 33
zkraceny kéd, 15, 83
znak, 1
znaky

kontrolni, 50
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Piehled pouzitych symboli

Ay(n,d) nejvetsi velikost g-arniho (n, M, d)-kédu (str. 10)
(C)  dimenze prostoru C' (str. 39)

dist(#, ¥)) vzdalenost slov 4 a ¥ (str. 6)

dist(C)  miniméln{ vzdédlenost kédu C' (str. 7)

F, g-4rni abeceda (str. 3)

Ham(r, 2) Hammingtv bindrni kéd (str. 72)
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