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Uvodem

Text, ktery pravé ¢tete, vznika jako priprava prednasek a cviceni. Soucasné obsahuje fadu poznamek a po-

stfeht souvisejicich s pfedmétem Algebra pro bakalarské ¢i magisterské studium na technické vysoké skole.

P#i vybéru témat a pfipravé textu jsem vychazel z osnov predmétu, z knihy Contemporary Abstract Algebra

Josepha Galliana [G], z knihy A Book of Abstract Algebra Charlese Pintera [P], a celé fady dalsich zdroja.
Pokud mate pocit, ze v textu je néjaka nesrovnalost, chyba nebo pfeklep, dejte mi prosim védét. Budu

rad, kdyz mne upozornite i na méné srozumitelné pasaze, abych je v dalsich verzich textu mohl vylepsit.

Jak cist tento text

Text je psan pro ¢tendfe s hlubsim zadjmem o oblast algebry, ktery prosel nékterym ze zakladnich kurzt
kombinatoriky. Nulta kapitola shrnuje zdkladni pojmy a symboly, které se objevi v dalsich kapitolach.
Doporucuji ¢tendiam ji prolistovat a pfi ¢teni pozdéjsich kapitol se pfipadné vratit k prislusnému tématu.
Pfi studiu doporucuji nejprve dobfe zvladnout prvnich pét kapitol textu, poradi dalsich kapitol uz neni
rozhodujici.

Na konci kazdé podkapitoly najdete ptiklady k procviceni probrané latky. Protoze neni smysluplné
vybudovat nejdiive celou teorii a teprve potom fesit priklady, tak néktera cviceni se odvolavaji na pojmy,
které budou zavedeny teprve v pozdéjsich kapitolach. Vérim, ze neni problém nalistovat si pfislusnou definici
(na konci textu najdete rejstiik) a pak takové ptiklady vyfesit.

Posledni podkapitola vétsiny kapitol se vénuje tématum, ktera presahuji ramec kurzu a kterd nejsou
pro pochopeni latky nezbytna. Chtél jsem zvidavym étenaifum nabidnout $irsi pohled na probiranou latku
a zminit souvislosti s jinymi disciplinami matematiky i védnimi obory. Nékteré pojmy jsou zde zavedené
volnéji, ¢asto postavené jen na intuitivni predstaveé, piipadné s odkazem na jinou literaturu. Vérim, ze praveé
rozsifujici témata se budou libit tém, ktefi s matematikou pijdou dal, nez ke zkousce.

V textu kapitol a na konci podkapitol jsem zafadil mnoZstvi odkazti na internet. Prosim o shovi-
vavost, jestlize nékteré odkazy budou v dobé vaseho studia zastaralé. Pripominky posilejte na adresu
petr.kovar@vsb.cz.

Podékovani

Dékuji Matéji Krbeckovi za peclivé precteni jedné z verzi tohoto textu. Odhalil mnoho chyb a pteklepti, jeho
pfipominky pfispély ke srozumitelnosti celého textu. Nejvétsi dik patfi Pavlu Jahodovi, jehoz pfipominky
pomohly k zpfesnéni mnoha ¢asti celého textu a od kterého jsem prevzal ¢ast fesenych prikladt i cviceni.

K pouzZitym symbolim
Piiklady oznacené ,*“ patf{ k ndrocénéjsim. Jejich feSeni obvykle vyZzaduje delsi vypocdet nebo peclivéjsi
rozbor. Pro Feseni piikladt oznacenych ,**“ je tfeba néjaky ndpad nebo vysledek z jiné oblasti matematiky.
Zdtraznéme ale, 7e hvézdicka neznamend nutné ,to nikdy nevy¥esim“. Naproti tomu piiklady oznacené ,”«
jsou tak lehké, Ze jejich TeSeni je mozné zpaméti a jen s uzitim zékladnich pojmi.

Do textu jsem zafadil i nékolik piikladti oznacenych symbolem ,’“, které mne potrapily a jejichZ Feseni
nezndm. Mozné jsem se vzdal prili§ brzy. Vérim, ze pravé feseni takovych problémt mize byt vyzvou
pro t¥ibeni talenti.

V Krmeliné 2. tnora 2023.
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Piehled pojmu a oznaceni

Tato tvodni kapitola slouzi jako pfehled a pfipomenuti nékterych zndmych pojma a fady tvrzeni. Mély
by ¢tenairim byt znamy ze stfedni skoly, pfipadné z Gvodnich kurzt vysokoskolské matematiky. V dalsich
kapitolach budeme predpokladat jejich dobré zvladnuti.

Princip dobrého usporadani
Nasledujici tvrzeni se ¢asto pouziva v dukazech.

Véta 0.1. Princip dobrého usporadani

Kazda neprdzdnd mnoZina nezapornych celych cisel ma nejmensi prvek.

Vsimnéte si, Ze toto tvrzeni je silngjsi, nez axiom vybéru, ktery (opét v nejjednodussi formé) ika, ze z kazdé
neprazdné mnoziny muzeme vybrat néjaky prvek. Diikaz neuvadime, protoze se jedna o princip, tedy o tvr-
zeni, jehoz platnost predpokladame a povazujeme jej za za axiom pro prislusnou matematickou disciplinu.

0.1. Délitelnost

Pojmy déleni a délitelnost jsou nékdy chybné zaménovany. Pripomenime, ze déleni je operace, ktera nékterym
dvéma ¢islim (v daném potadi) z pfedepsané éiselné mnoziny ptifadi vysledek operace déleni a : b, kterému
fikdme podil. Operace formalné popisujeme na strané [3. Vsimnéte si, ze vysledek operace déleni zavisi
na mnozine€ ¢isel, se kterou pracujeme. Pocitame-li napiiklad s redlnymi nebo racionalnimi ¢isly a = 7, b = 2,
tak vysledek déleni a : b = %, zatimco pri pocitani s celymi Cisly neni podil a : b definovan, protoze vysledek
obvyklého déleni celych ¢isel nemusi byt celé ¢islo.

Naproti tomu delitelnost neni operace se dvéma ¢isly, ale relace mezi dvéma ¢isly. Pro dvojici ¢isel a, b
(v daném poradi) plati, ze bud ,a déli b* beze zbytku nebo ,a nedsli b* (resp. zbytek po déleni éisla b éislem
a je nenulovy.)

Definice Méjme dvé celd ¢isla a, b. Rekneme, ze a déli b, jestlize existuje takové celé ¢islo k, ze a - k = b,
coz zapisujeme a | b. V opa¢ném piipadé fikdme, ze a nedéli b, coz zapisujeme a { b. Cislu a fikdme délitel
c¢isla b a ¢islu b fikdme ndsobek cisla a.

Priiklad 0.1. Pro nazornost uvedeme nékolik piikladt déleni.

1) Plati 2|4, 2|6, ale také 2| —4, 2| —2a 2| 0.

2) Dale plati —2 |2, —6 | —6, —4 | 0.

3) Naproti tomu 412,24{5,4¢—6,011.

4) Nulou sice nemtzeme délit, avSak nula miZe byt délitelem, byt je délitelem pouze nuly. Plati 0 | 0,
nebot 0 = k0, dokonce pro libovolné k € Z.

Prvocislem nazveme kazdé prirozené Cislo, které ma prdve dva prirozené délitele, a to jednicku a sebe
sama. VSechna prirozend ¢isla vétsi nez 1 jsou bud prvodisla, nebo ¢isla sloZend, tj. maji jesté néjakého
dalsiho kladného délitele vétsiho nez 1. Nula, zadporna ¢isla ani desetinna ¢isla pochopitelné nejsou prvocisla.
Vsimnéte si, ze podle definice ¢islo 1 nent prvodislo. V nékteré, zejména informatické literatufe ¢islo 1 mezi
prvocisla zahrnuji. To méa sva tuskali, napiiklad pokud bychom ¢islo 1 za prvocislo povazovali, tak slozena
¢isla nebudou mit jednozna¢né urceny rozklad na prvodisla, tj. nebude platit Zakladni véta aritmetiky OI=X1
uvedend v dalsi ¢asti.

Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek
V névaznosti na pojem délitelnosti mtizeme zavést dalsi zndmé pojmy jako nejvétsi spolecny délitel (NSD)

a nejmens{ spole¢ny nasobek (NSN) dvou nebo vice ¢isel. Spoleéngm délitelem Cisel aq,aq, . .., a, je takové
celé ¢islo m, ze m | a1, m | az, ..., m | a,. Spoleéngm ndsobkem &isel ay,ag,...,a, je takové celé ¢&islo m,
zeay|m,az|m, ..., a,| m.

Definice Nejvétsi spoleény délitel

Méjme dvé nenulova cela ¢isla a, b. Nejvétsi spolecny délitel Cisel a, b je takovy kladny spolecny délitel m
¢isel a, b, ktery je délitelny jejich libovolnym spoleénym délitelem. Znacime je NSD(a,b) nebo jen (a,b).
Jestlize navic (a,b) = 1, fikdme, Ze a a b jsou nesoudélnd.
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Definici nejvétsiho spole¢ného délitele je snadné rozsitit i pro pripad, kdy alespon jedno z Cisel je nulové
(Cvideni T M). Je zajimavé si uvédomit, Ze nejvétsi spoleény délitel dvou kladnych éisel a a b nikdy nemuze
byt vétsi nez a ¢ b. Pro zaporna nebo nulova ¢isla tomu tak byt nemusi (Cviceni OITT).

Definice Nejmensi spoleény nasobek
Méjme dvé nenulova celd ¢isla a, b. Nejmensi spolecny ndsobek Cisel a, b je takovy kladny spolec¢ny nasobek
m Cisel a, b, ktery je délitelem jejich libovolného spoleéného nasobku. Znacime jej NSN(a,b) nebo [a,b].

Definici nejmensiho spoleéného nasobku je také mozno rozsifit i pro pfipad, kdy alespon jedno z ¢isel je
nulové (Cvi¢eni ).

Celocdiselné déleni se zbytkem
Casto vyuzivanym tvrzenim je, ze pro libovolna dvé celd ¢isla miizeme jednoznacné najit jejich podil a zbytek.
Pozdéji ukdzeme zobecnéni tohoto tvrzeni i pro jiné mnoziny nez jsou celd cisla.

Véta 0.2. Véta o jednoznacénosti podilu a zbytku
Pro kazdé celé ¢islo z a kaZdé prirozené cislo m existuji takovd jednoznacné urcend celd ¢isla q a r, kde
0<r<m,Zez=qgm-+r.
Cislu q fikédme podil a &islu r zbytek po déleni ¢isla z ¢islem m.
Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze hledany podil ¢ a zbytek r existuji. Sestavime mnozinu nezapornych cisel
M={z—m-k:k€ZNz—m-k >0} Mnozina M mé podle Principu dobrého uspofadani (Véta 0O)
nejmensi prvek, ktery oznac¢ime r. Potom plati z = gm + r. Dale jisté plati 0 < r, protoze mnozina M
obsahuje nezdporna cisla, a jisté plati r < m, jinak by r nebyl nejmensi prvek v mnoziné M.

Déle neptfimo ukazeme jednoznacnost Cisel m a q. Predpokladejme, Ze existuje dalsi dvojice ¢isel my,
qo, pro kterou plati z = ggm + 19 a 0 < 9 < m. Porovnanim ¢gm + r = z = ggm + r¢ a Gpravou dostaneme

gm +1r =z =qom + 1o

(g—qo)m=r9—r
To — T
_ -2 1
q—qo — (1)

ProtoZe r i 1o jsou kladnd ¢isla a r,rg < m, tak —m < rog —r < m. To znamend, ze —1 < (rg — r)/m < 1,
pficemz tento podil je celé ¢islo ¢ — qg. Jedinym takovym celym c¢islem je 0, a proto r = ry. Dosazenim
do [T dostaneme g — g9 = 0, a tedy ¢ = go. To znamend, Ze dvojice ¢isel mg, qo spliiujici z = gm + r
a 0 <r < m je urCena jednoznacné. O

V nékterych dukazech vyuzijeme Bézoutovo lemma.

Lemma 0.3. Bézoutovo lemma
Méjme dvé nenulovd celd éisla a, b. Jestlize d = NSD(a,b), potom existuji takovd dvé celd cisla x, y, Ze
ax + by = d. Navic je nejmensi kladné cislo tvaru ax 4+ by nejvetsim spolecnym délitelem cisel a, b.

Dikaz. Oznafme e = as + bt nejmensi kladné celé &islo, které se da zapsat ve tvaru ax + by pro pevné
zvolend ¢isla a, b a libovolnd celd ¢isla z, y. Protoze d | a, d | b, jisté d | e. ProtoZe e je kladné ¢islo a d je
jeho kladny délitel, tak 0 < d < e.

Naopak, jestlize jedno z ¢isel a, b (bez Gjmy na obecnosti ¢islo a) vydélime se zbytkem éislem e, bude
zbytek po déleni éisla a ¢islem e opét ¢islo tvaru ax + by, nebot pii déleni se zbytkem od a odeditdme n&jaky
nasobek délitele e, pficemz délitel je tvaru e = as + bt. Podle Véty A bude zbytek ax + by mensi nez e, ale
protoze e je nejmensi kladné ¢islo uvedeného tvaru, musi byt zbytek 0. To znamend, Ze e | a a analogicky
ukdzeme, Ze e | b. ProtoZe d je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b, tak e | d, a tedy e < d.

Celkem dostdvame e = d. Cislo e je tedy nejvétsim spole¢nym délitelem ¢isel a, b. O

Koeficientim x, y fikdAme Beézoutovy koeficienty. Hodnotu koeficienti x, y je mozno urcit napriklad
Euklidovym algoritmem, ktery popiseme v dal$im textu na strané B.

Priklad 0.2. Pro nazornost uvedeme nékolik prikladi.

1) Plati NSD(12,9) = 3 a mizeme psat 3 = 1-12 — 1-9. Koeficienty z, y z Bézoutova lemmatu jsou
r=1y=-—1.

2) Plati NSD(13,10) = 1, pficemz 1 = —3 - 13 + 4 - 10. Pfislusné koeficienty jsou © = —3, y = 4.

3) Plati NSD(—5,7) = 1, pficemz 1 = —3 - (—5) — 2 - 7. prislusné koeficienty jsou x = —3, y = —2.
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Lemma 0.4. Euklidovo lemma
Meéjme prvocislo p. Jestlize p déli soucin dvou celych cisel ab, tak p déli a nebo p deli b.

Diikaz. Predpokladejme, Ze p je prvocislo a p | ab. Jestlize p | a, tvrzeni plati. Jestlize p 1 a, tak NSD(p,a) =
= 1, nebot prvodislo p ma pouze dva kladné délitele: ¢islo p, které neni délitelem a a éislo 1. Podle Bézoutova
lemmatu XX proto existuji takova dvé cela ¢isla r a s, ze

pr+as = 1.
Rovnost vynésobime ¢islem b
prb 4+ abs = b.

Nyni si v§imneme, Ze leva strana rovnosti je délitelnd éislem p, nebot jisté p | prb a podle predpokladu p | ab,
coz znamend, ze p déli i vyraz na pravé strané rovnosti, tj. p | b. O

Eukliduv algoritmus

Jednim ze zakladnich tvrzenim o celjch éislech je tzv. Eukliduv algoritmus. Ackoli se mu fika ,algoritmus®,
samotné tvrzeni zadny algoritmus neobsahuje, ten je popsan v dikazu tvrzeni. Nyni mutzeme vyslovit
Euklidav algoritmus.

Algoritmus 0.5. Eukliduv algoritmus
Meéjme prirozena cisla ay, as. Pro kazdé n > 3, pro které je an,_1 # 0, oznacme a, zbytek po délent cisla
Qp—2 Cisel ap,_1. Po konecném poctu kroki dostaneme ap, = 0 a plati ap—1 = NSD(a,b).

Diikaz. Podle Véty 2 vime, ze zbytek po dé€leni je mensi nez délitel, proto as > az > a4 .... Protoze
zbytek po déleni je vzdy nezaporné c¢islo, bude posloupnost kladnych celych ¢isel as,as,aq, ... koneéna
a po jistém poc¢tu kroka bude ay = 0, pfi¢emz ap_1 # 0. Z definice Cisel ag, aq, ...,a; a z Véty [CA vime,
ze existuji takova ¢isla q1, qo, . . ., qr—2, Ze plati

a1 =qi - az +ag

G2 = (q2-az + aq

k-3 = Qk—3 " Ok—2 + Qk—1

ak—2 = qg—2 - ag—1 + 0.

Nyni si vSimneme, Ze z posledni rovnosti [2] ax—1 | ag—2. Potom z pfedposledni rovnice ax_1 | ax—_3.
Analogicky z kazdé pfedchozi rovnice dostaneme, Ze ax—1 | ax—4, ag—1 | ag—s, ..., ax—1 | a1. To znamen4,
7e ai_1 je spoleénym délitelem cisel a1, as. Naopak, z prvni rovnice vidime, Ze libovolny spole¢ny délitel
¢isel a1, as déli ag = a1 — qras. Potom z druhé rovnice tento délitel déli i ay = as — geas, stejné tak
as,ag, - .- ak—1. 10 znamena, Ze ai_1 je nejvétsim spoleénym délitelem cisel aq, as. (Il

Diikaz Véty O je konstruktivni a opravdu popisuje algoritmus, kterym mutizeme nejvétsiho spole¢ného
délitele dvou ¢isel najit. Algoritmus lze popsat néasledujicim pseudokédem.
Algoritmus 0.6. Euklidav algoritmus
Méjme dvé prirozend ¢islo ay, as.

int NSD(int a_1, int a_2) {

int t;

while (a_2 '= 0) {
t = a_2;
a_2 =a_l % a_2;
a_l = t;

}

return a_1;

3

V prvnim kroku algoritmu (pokud neni délitel nulovy), délime délitele se zbytkem. V kazdém dalsim kroku
pak vzdy délime délitele pfedchoziho kroku zbytkem pfedchoziho kroku. Promeénné ¢ slouzi k docasnému
yzapamatovani“ délitele.

O néco elegantnéjsi je vyuziti rekurze. Cely algoritmus pak nepotifebuje pomocnou proménnou expli-
citné, ale vyuzije se predavani hodnotou.
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Algoritmus 0.7. Rekurzivni Eukliduv algoritmus
Meéjme dvé prirozend cislo ay, as.
int NSD(int a_1, int a_2) {
if (a_2 == 0) {
return a_1;

}
return NSD(a_2, a_1 % a_2);
}

Priklad 0.3. Najdéte nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 78 a 210.
Postupujeme uzitim Euklidova algoritmu. Oznacdime a; = 210, ay = 78. Podle Véty 2 zapiSeme a; =
= qas + r = qas + as, coz dava

210 =2 - 78 + 54.

Mame as = 78, a3 = 54 a postup opakujeme. Dostaneme
78 =1-54+ 24.
Mame a3 = 54, ay = 24, postup opakujeme. Dostaneme
54 =2-24+6.
Mame a4 = 24, a5 = 6, postup opakujeme. Kone¢né dostaneme
24=4-6+0,

coz znamend as = 6, ag = 0. Podle Euklidova algoritmu je NSD(aq,as) = NSD(210, 78) = a5 = 6. v
Pokud bychom v pfedchozim piikladu oznadili a; = 78, ay = 210, tak po prvnim kroku bychom méli

78 =0-2104 78

a déle by as = 210 a ag = 78. Za a; proto volime vétsi z obou ¢isel, usetiime jeden krok algoritmu.

Uréeni Bézoutovych koeficientu

Bézoutovy koeficienty z Lemmatu IZ3 na strané @ mzeme uréit zpétnym dosazovanim v postupu Euklidova
algoritmu. Posledni fadek Euklidova algoritmu vyjadiuje nejvétSiho spoleéného délitele d jako linearni
kombinaci dvou ¢lend. Postupnym dosazenim z pfedchozich fadku tohoto délitele d vyjadiime jako linearni
kombinaci ¢lent a, b z prvniho fadku.

Piiklad 0.4. Vyjadiete nejvétsiho spoleéného délitele 6 ¢isel 78 a 210 jako jejich linedrni kombinaci. Uréete
Bézoutovy koeficienty.
Postupujeme dle Ptikladu O3 jsme vyjadrili

210 =2-78 454
78 =1-54+24
24=4-6+40.

Nyni zpétnym dosazenim z predposledni rovnosti vyjadiime
6=1-54—2-24.
Thned vidim, Ze z pfedchozi rovnosti mizeme dosadit za ¢islo 24. Dostaneme
6=1-54—2-(78—1-54)=3-54—2-78.
A konec¢né ¢islo 54 vyjadfime z prvni rovnosti a dosadime.
6=3-(210-2-78)—2-78=3-210—8-78.

Hledané Bézoutovy koeficienty jsou 3 a —8. Jistou vyhodou celého postupu je, ze v kazdém kroku miizeme
udélat zkousku, prava a leva strana se musi rovnat. v
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210 7854 24 6 0
1 0/ 1 -1 3
0 1|-2 3 -8
Tabulka 0.1.: Tabulka vgpoctu Bézoutovych koeficienti.

Pokud nam pf#i hledani nejvétsiho spolec¢ného délitele jde o uréeni Bézoutovych koeficient, mizeme
pro zapis vypoctu vyuzit nasledujici iisporné schéma.

Piiklad 0.5. Najdéte nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 78 a 210 a urcete Bézoutovy koeficienty.
Postupné sestavime Tabulku O Cely postup muze pripominat vypocet inverzni matice pomoci elementar-
nich radkovych tprav.

Nejprve nadepiseme prvni dva sloupce 210 a 78. Do dalsich dvou radkd prvniho sloupce vepiseme 1, 0
a ve druhém sloupci 0, 1. Nyni budeme od délence 210 odecitat vhodny nasobek délitele 78, abychom nasli
zbytek po déleni. Stejnou aritmetickou operaci zopakujeme i pro ¢leny druhého a tfetiho radku. Jestlize od
210 odecteme dvojnasobek 78. Dostaneme 54 a podobné odectenim dvojnasobku druhého sloupce od prvniho
dostaneme hodnoty 1, —2 tretiho sloupce.

Cely postup zopakujeme s druhym a tfetim sloupcem. Od 78 odeéteme (jedno)nasobek 54. Dostaneme
24 a podobné odectenim tfeti sloupce od druhého sloupce a ve ¢tvrtém sloupci dostaneme —1, 3.

Dale od 54 odecteme dvojnésobek 24. Dostaneme 6 a podobné odectenim dvojnasobku ¢tvrtého sloupce
od tretiho sloupce dostaneme v patém sloupci 3, —8.

A koneéné, odeéteme-li od 24 ¢tyfnasobek 6 dostaneme zbytek 0. Tim vypocet konéi. Hledané Bézou-
tovy koeficienty jsou 3 a —8. Prvni dva sloupce a paty sloupec tabulky fikaji, ze 6 = 3 -210 — 8 - 78.

Cely vypocet je tsporné zapsany. Vystupuji v ném jen hodnoty zbytki, se kterymi se pii vypoctu
Bézoutovych koeficientti pocita. v

Zakladni véta aritmetiky
Dtlezitou vlastnosti (kladnych) pfirozenych ¢isel je, Ze je umime jednoznaéné rozlozit na soucin prvocisel.
To shrnuje nasledujici véta.

Véta 0.8. Zakladni véta aritmetiky
Kazdé prirozené c¢islo vétsi nez 1 je bud prvocislo, nebo jej lze zapsat jako soucin prvocdisel, pricemz tento
soucin je jednoznacny az na poradi ciniteli.

Diikaz. Nejprve ukdzeme existenci prvociselného rozkladu, Tj. Zze kazdé ¢islo vétsi nez 1 je bud prvodislo,
nebo jej 1ze zapsat jako soucin prvocisel. Postupujeme silnou indukci. Nejmensi pripustné ¢islo je 2, které je
prvocislem a pro néj tvrzeni plati. Predpokladejme, Ze vSechna celd Cisla vétsi nez 1 a mensi nez n umime
rozlozit na soucin prvocisel. Kazdé (vétsi) pfirozené ¢islo n je bud prvodislem (a tvrzeni plati) nebo je ¢islem
slozenym a plati n = ab, pfiCemz 1 < a,b < n. Podle indukéniho pfedpokladu umime ¢isla a i b napsat
jako soucin prvocisel a = p1ps,...,pr a b= q1q2---q, a proto také n = ab = p1ps- - Prq1q2 - - - q; je souin
prvocisel, a proto kazdé prirozené cislo vétsi nez 1 je mozno napsat jako soucin prvocisel.

Déle ukazeme, ze rozklad ¢isla n na prvocisla je jednoznacny az na poradi ¢initelti. Postupujeme sporem.
Predpokladejme, ze prirozené ¢islo n, kde n > 1, umime rozlozit na soucin prvocisel dvéma riznymi zptsoby:

n=pip2 Pk =q192" - q
Ukazeme, 7e k = | a prvocisla p1,ps,...,pr jsou preusporadanim prvocisel qi,qs,...,q. Protoze p; je
prvocislo a p; déli n, tak p; déli podle Euklidova Lemmatu O nékteré z prvocisel ¢, go, ..., q. Bez 0jmy

na obecnosti (po vhodném pfeuspofddani a pfeznaceni) mtzeme pfedpokladat, Ze p; | ¢1. Protoze ¢1 je
prvocislo a mé jen dva délitele: 1 a ¢, plati p1 = ¢1. Thned vidime, zZe

n
— =P2P3 Pk = 4243 qi
D1

a cely postup zopakujeme. Po k krocich dostaneme

n
——— = qk+1 " q
P1p2 - Pk
a proto k < [. Zopakovanim celého postupu se zaménou prvocisel pi1,pa,...,pr a prvocisel ¢1,q2,...,q
dostaneme [ < k a proto k = [ a oba rozklady ¢isla n jsou az na potadi ¢initelu stejné. O
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Pozdéji ukadzeme, ze nékteré algebraické struktury tuto ,péknou” vlastnost jednoznac¢ného rozkladu
nemaji. Budeme umét prvek napsat jako soucin ,mensSich“, dale nerozlozitelnych prvka, avsSak takovy
rozklad nebude uréen jednoznacné!

Cviceni

0.1.1. Méjme nasledujict definici nejvétsiho spolecného délitele: Méjme dvé celd c¢isla a, b. Nejuétsi spo-
lecny delitel cisel a, b je takovy nezdporny spolecny delitel m cisel a, b, ktery je délitelny jejich libovolnym
spolecénym délitelem. a) Jaky je nejuétsi spolecny délitel cisel v pripadé, Ze alespon jedno z ¢isel je nulové?
b) Kterd ¢isla jsou podle této definice nesoudélndg s nulou?

0.1.2. Méjme nasledujici definici nemensiho spolecného ndsobku: Meéjme dvé nenulova celd cisla a, b.
Nejmensi spolecny ndsobek cisel a, b je takovy nezdporny spolecny ndsobek m cisel a, b, ktery je délitelem
jejich libovolného spolecného ndsobku. Znacime jej NSN(a,b) nebo [a,b]. Jaky je nejmensi spolecny nasobek
cisel v pripadé, ze alespori jedno z cisel je nuloveé?

0.1.8. Napiste NSD(1 529,14 039) jako linedrni kombinaci obou cisel.

0.1.4. a) Pro jaké hodnoty a, b neni splnéna nerovnost NSD(a,b) > 079 b) Pro jaké hodnoty a, b neni
splnéna nerovnost NSD(a,b) < min{a,b}?

0.2. Mnoziny

Pri klasickém pocitani s ¢isly obvykle pracujeme s nekoneé¢né mnoha prvky v ¢iselném oboru, mame napriklad
prirozend ¢isla N, cela ¢isla Z, racionalni ¢isla Q, redlné ¢isla R, komplexni ¢isla C. Mezi méné obvyklé ¢iselné
mnoziny patii mnozina prvocisel P, iracionalni ¢isla I, suda cela ¢isla S, licha cela ¢isla L, mnozina vSech
¢tvercovych matic fddu n oznacena M,, ,,, mnozina vektort v n-rozmérném prostoru R™ a dalsi. V kapitole [T
budeme pracovat s mnozinou vSech polynomi s proménnou z. Tuto mnozinu ozna¢ime P|z], kde P bude
¢iselnd mnozina, ze které budou vybrany koeficienty polynomu. Napiiklad R[z] bude mnoZina polynomu
s redlnymi koeficienty. Podobné zavedeme oznadeni P,[z] pro mnozinu vSech polynomt fadu nejvyse n
S proménnou .

Co to v8ak znamena ,Ciselny obor“? A které vlastnosti ¢iselného oboru jsou klicové, bez kterjch bychom
se nemohli obejit? Jak se bude ,pocitat® s prvky (ne nutné s ¢isly), pokud nékteré z obvyklych vlastnosti
¢iselnych mnozin nebudeme pozadovat? To se z velké ¢asti dozvite v nasledujicich kapitolach.

Ukazeme napiiklad, ze ma smysl pocitat i s kone¢nymi ¢iselnymi soustavami, tj. s mnozinami ¢isel, které
maji jen koneéné mnoho prvki. Vzdyt do poéitace stejné neulozime kazdé ¢islo. Cislo nemfize bt libovolné
velké ¢i libovolné malé, pocita¢ vzdy pracuje s omezenou presnosti.

Mnozinou rozumime soubor prvkid, mnoziny mohou byt konecné i nekonecné. Mnoziny oznacujeme
obvykle velkymi pismeny A, B, M, .... Prazdnou mnozinu ozna¢ujeme symbolem ().

Dulezitou vlastnosti mnoziny je jeji neusporadanost — usporadani neni dilezité a pii praci s mnozinou
poradi prvkid v mnoziné nerozlisujeme. Pokud prvek z do mnoziny M patii, fikdme, ze ,x nalezi mnoziné M“
a piSeme x € M. V opaéném piipadé 2 do mnoziny M nenélezi, coz zapisujeme = ¢ M.

Prvek se v mnoziné nemuze vyskytovat ve vice kopiich, nemize se opakovat, prvek do mnoziny pouze
patii nebo nepatii. Tato vlastnost mnoziny se v obecnosti obtizné implementuje. Obvykly trik je sefazeni
prvkd mnoziny postavené na prinipu dobrého uspotradani (Véta OC1).

Dvé podmnoziny jsou si rovny, pokud maji vSechny prvky stejné, piseme A = B. V opa¢ném ptipad€ jsou
mnoziny ruzné a pisSeme A # B. Jestlize vSechny prvky mnoziny A patii také do mnoziny B, tak mnozina A
je podmnozinou mnoziny B, coz znac¢ime A C B. Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny, a pokud
A C B anavic A # B (mnozina B obsahuje alesponl jeden prvek, ktery nepatii do mnoziny A), tak A je
vlastni podmnozinou B a piSeme A C B.

Operace s mnozinami
S mnozinami miZeme provadét fadu obvyklych operaci, které jsou znamy uz ze zakladni skoly: sjednoceni
mnozin Asup B, jejich prinik AN B, rozdil A\ B, symetricka diference A /A B. Mnoziny miZeme i ndsobit.

Definice Kartézsky souc¢in mnozin

Méjme dvé mnoziny A, B. Jejich kartézskym soucinem rozumime mnozinu vSech uspotfddanych dvojic
sestavenych z prvku mnozin A a B v tomto poradi, tj. prvni prvek je z A a druhy prvek je z B. Kartézsky
soucin znac¢ime A x B a symbolicky jej muzeme zapsat jako

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.
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Kartézsky souéin A x A je (druhd) kartézskd mocnina, zna¢ime ji A%. Podobné definujeme tieti, étvrtou,
a dalsi kartézské mocniny A™ = {(ay, a9, ...,ay) : a1,a9,...,a, € A}.

Vsimnéte si, Zze obecné A € A x B, ani B € A x B, zatimco napfiklad plati A C AU B. Podobné
A¢ Ax B,ani B¢ Ax B, zatimco A € P(A) plati. MnoZstvi rtiznych operaci s mnozinami je bohatsi, nez
s ¢isly. Dalsi typ soudinu (pod)mnozin nadefinujeme v Kapitole BZ1 na strané 9.

Otazky:

Najdete dvé mnoziny A a B tak, aby A € AU B?

Najdete dvé rizné mnoziny A a B tak, aby A x B =B x A?
Najdete dvé mnoziny A a B tak, aby A C A x B?

Najdete dvé mnoziny A a B tak, aby A € A x B?

Rozklad mnoziny

Jestlize mnozina S obsahuje jako prvky jen mnoziny, fikame, ze S je systém mnozin. Je to nejen prehlednéjsi,
ale i srozumitelnéjsi nez ,,mnozina mnozin“. V Kapitole @ bude pracovat s rozklady mnozin. Pfipomeneme
definici rozkladu mnozin.

Definice Rozklad mnoziny

Rozklad mnoziny A je takovy systém podmnozin mnoziny A, které jsou
(i) neprézdné,

(ii) po dvou navzajem disjunktni a

(iii) jejichz sjednoceni je mnozina A.

Podmnozinam v tomto sytému podmnozin fikame tridy rozkladu.

Ay As Ay As A, As
d e f d e f d e f

a b @ a b c a b c
Ay Aq Ay

A ) 4 ) 4 J

Obréazek 0.1.: Rozklad mnoZiny A a dva systémy podmnoZiny, které rozklad mnoZiny A netvori.

Na Obrazku @@ vlevo je rozklad mnoziny A na tfi podmnoziny A;, As, As. Systém podmnozin
mnoziny A na Obrazku L uprostfed neni rozkladem, nebot podmnoziny A1, As nejsou disjunktni. Systém
podmnozin na Obrazku O vpravo neni rozkladem, nebot sjednoceni vSech podmnozin neobsahuje vSechny
prvky mnoziny A.

Symbolicky muZeme rozklad mnoziny A popsat jako systém podmnozin A; C A (kde i € I, pFicemz I
je néjaka indexova mnozina), pro ktery plati

(i) A; # 0 pro kazdé i € I,
(i) A;NA; =0 prokazdéi,jel,i#j,
(iii) J;ep As = A.

Potenéni mnoZinou dané mnoZiny A rozumime mnoZinu (nebo systém) vSech podmnozin dané mnoziny.
Poten¢ni mnozinu mnoziny A zna¢ime 24. Pro kone¢nou mnozinu A snadno nahlédneme, 7e jeji potenéni
mnozina mé 214! prvka (réiznjch mnozin).

Otazky:

Jaky je rozdil mezi ) a {0}?

Jak vypadéa potenc¢ni mnozina prazdné mnoziny?

Jakd mnozina ma prazdnou potencéni mnozinu?

Plati A € 24 nebo A C 247

Tvoii prvky potenéni mnoziny P(A) rozklad mnoziny A?
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0.3. Relace

V matematice chapeme ,relaci mezi prvky mnozin“ jako néjaky ,vztah“ mezi objekty, které jsou reprezen-
tovany prvky mnozin. Podobné v bézné feéi chipeme ,relaci“ jako (vzdjemnou) souvislost mezi néjakymi
objekty.

Definice Relace na mnoziné
Me¢jme mnozinu A. Relaci R na mnoziné A rozumime libovolnou podmnozinu druhé kartézské mocniny
mnoziny A. Symbolicky miZeme zapsat R C A x A.

Zatimco relace na mnoziné popisuje vztahy mezi prvky jedné mnoziny, tak nasledujici definice ukazuje,
ze vztahy mutzeme popisovat i mezi dvéma piipadné vice mnozinami.

Definice Relace mezi mnozinami
Méjme mnoziny A, B. Relaci R mezi mnoZinami A, B rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu
mnozin A X B (v tomto pofadi). Symbolicky mtizeme zapsat R C A x B.

Nékdy se nerozliSuje mezi pojmy relace na mnoziné a relace mezi mnozinami a mluvime jen o relacs.
O ktery z pojmu se jedna pak vyplyva z kontextu.

Protoze relace zachycuji vztah mezi prvky néjaké mnoziny, tak pfirozenou otazkou je, zda néjaké dva
prvky spolu v relaci jsou nebo nejsou. Navic rozliSujeme pofadi prvkia v relaci. Méjme dva prvky x,y € A
a relaci R € A2%. Jestlize relace R obsahuje uspotadanou dvojici (z,vy), tak iikdme, Ze prvek z je v relaci
s prvkem y (v tomto pofadi), coz struéné zapisujeme zRy. Upozoriiujeme, Ze soucasné prvek y maiZe, ale
nemus? byt v relaci s prvkem z. Zavisi na tom, zda také (y,z) € R. Pokud ano, tak mizeme Fici, prvky
x a y jsou navzdjem v relaci a pokud ne, tak prvek y s prvkem x v relaci neni, coz zapisujeme y Rx nebo
piipadné (y,z) ¢ R.

Riznych relaci na néjaké mnoziné existuje i pro malé mnoziny ohromné mnozstvi. Naptiklad na deseti-
prvkové mnozin€ existuje 2(10%) — 2100 = 7 97.1(30 rtznych relaci, coz je ¢islo skoro o sedm fadd vétsi, nez
Avogadrova konstanta N4 = 6-1023. Pfipometime, Ze Avogadrova konstanta udéva podet atomt v dvanacti
gramech nuklidu uhliku '2C, ktery obsahuje v jadie Sest protonii a Sest neutronti. Proto nem4 smysl zabjvat
se vsems relacemi na dané mnoziné, obvykle se omezujeme na takové relace, které maji ,,pekné“ vlastnosti.

Relace ekvivalence

Jednim z nejdtlezitéjsich prikladt relaci prvki na dané mnozin€ je relace ekvivalence. Popisuje vztah mezi
prvky jedné mnoziny, kazdé dva prvky bud v relaci jsou nebo nejsou. Aby dané relace byla relaci ekvivalence,
musi spliiovat tfi vlastnosti popsané v nasledujici definici.

Definice Relace ekvivalence
Rekneme, Ze relace R na mnoziné A je relaci ekvivalence pravé tehdy, kdyz spliiuje nasledujici tfi vlastnosti:

1) je reflexivnd, tj. plati Va € A plati (z,z) € R,
2) je symetricka, tj. plati Va,y € A plati (z,y) € R < (y,z) € R,
3) je tranzitivnd, tj. plati Va,y,z € A plati (x,y), (y,2) € R= (z,2) € R.

Relaci ekvivalence na mnoziné A lze alternativné chépat jako rozklad mnoziny A, ktery jsme zavedli
na strané @M. Mtze se zdat prekvapivé, ze takovy alternativni pfistup popisuje stejnou véc jen jinym jazykem.
KaZzdé relaci ekvivalence na mnoziné A odpovida jednoznac¢né urceny rozklad mnozZiny A a naopak, kazdému
rozkladu mnoziny A odpovida jednoznacéné uréend relace ekvivalence na mnoziné A (Cvideni IZ3T).

Relace kongruence
Dilezitym prikladem relace ekvivalence je relace kongruence modulo m.

Fakt, ze celé ¢islo a dava po déleni prirozenym cislem m zbytek r znamend, ze podle Véty A existuji
takova cela ¢isla g, r, ze plati a = gm +r ar a 0 < r < m. Cislu q iikdme podil a ¢islu r zbytek po déleni
¢isla a ¢islem m.

Definice Mgéjme cela ¢isla a, b a prirozené ¢islo m. Rekneme, Ze ¢isla a, b jsou kongruentni modulo m
0 ) Y ) . o ?
jestlize davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m. Zapisujeme a =b (mod m).

Na béznych ruéickovich hodinach nerozlisime, pokud interval trva 1, 13, 25 nebo 49 hodin. Udaj
na ciferniku bude odpovidat stejné poloze ruci¢ek. Rikame, Ze ,1 je kongruentni s ¢islem 13 modulo 12“.
Formalné zapiSeme

1=13 (mod 12).
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Kongruence je vztah mezi celymi ¢isly, jedna se o relaci, ktera je reflexivni, symetrickd i tranzitivni,
a proto se jedna o relaci ekvivalence. Nékteré dvojice ¢isel jsou kongruentni, potom je povazujeme za ekvi-
valentni. Jiné dvojice ¢isel kongruentni nejsou. Naptiklad

1#20 (mod 12).

A proto pfi pocitani modulo 12 nebudeme rozliSovat napiiklad ¢islo 1 a ¢islo 13, ale budeme rozlisovat
napfiklad ¢islo 1 a ¢islo 20. Podobné nebudeme rozliSovat ¢isla 8 a 20, protoze 20 =8 (mod 12). Vystacime
s dvandcti rliznymi ¢isly jako v Tabulce I3 na strané B4 (pfipadné v Tabulce @A). Jestlize budeme pocitat
modulo 6, mizeme analogicky sestavit Tabulku 03 Podobna tabulka by Sla sestavit pro bézné s¢itani vsech
celych ¢isel nebo prirozenych ¢isel pouze teoreticky. Prakticky vsak takovou tabulku nemé smysl sestavovat,
protoze prirozenych i celych ¢isel je nekoneéné mnoho a odpovidajici tabulka by méla nekoneéné mnoho
rfadki i sloupci.

Ukédzeme dvé ekvivalentni formulace tvrzeni, ze a =b (mod m). Prvni k4, Ze a =b (mod m) pravé
tehdy, kdyz m déli rozdil b — a.

Lemma 0.9. M¢éjme celd ¢isla a, b a prFirozené c¢islo m. Potom a = b (mod m) pravé tehdy, kdyz
m| (b—a).
Ditkaz. Tvrzeni ma tvar ekvivalence, ukazeme obé implikace.
,= Jestlize plati a = b (mod m), tak podle definice kongruence existuji takova celd ¢isla q1, go, r, kde
0 <r < m Ze plati

a=qgm-+r, b=gm+r.

Vsimnéte si, ze zbytek po déleni ¢islem m je pro obé Cisla a, b stejny. Rozdil ¢isel a — b pak je roven
a—b=(gm+r)—(gm+r)=(q1 —q2)m.

To ale znamena, Ze a — b je ndsobkem modulu m, neboli, ze m déli a — b.
»<=* Jestlize m déli a — b, tak existuje takové celé ¢islo k, ze a — b = mk. To ale znamena a = b + mk.
Déle oznac¢me zbytek po déleni ¢isla a ¢islem m ozna¢me r. To znamend, Ze existuje takové celé ¢islo g,

ze
a=gqm-+r,

kde 0 < r < m. Dosazenim do levé strany rovnosti dostane
b+ mk=qm+r.

Odtud vyjadiime b = (¢ — k)m +r, kde 0 < r < m. Rozdil celych ¢isela g — k je jisté celé ¢islo. To znamena,
ze b dava po déleni ¢islem m stejny zbytek r jako ¢islo a. O

Déle ukdzeme, 7Ze a = b (mod m) préavé tehdy, kdyz existuje celé ¢islo k takové, 7Ze b se lisi od a
pri¢tenim vhodného nasobku m.

Lemma 0.10. Méjme celd ¢isla a, b a pfirozené ¢islo m. Potom a = b (mod m) pravé tehdy, kdyz
existuje celé c¢islo k takové, Ze b= a + km.

Diikaz je ponechan jako Cviceni I3

Priklad 0.6. Urcete vSechna celd ¢isla x, pro kterd plati a) x =7 (mod 10) b) 2 = -3 (mod 11).
a) Podle definice kongruence, hleddme vSechna celd ¢isla, kterd davaji zbytek 7 po déleni 10. Takovych éisel
je pochopitelné nekoneéné mnoho a viechna jsou tvaru z = 10t + 7 pro néjaké celé éislo t. ReSeni zapiSeme
=10t 4+7,t € Z.
b) Podle definice kongruence, hleddme vSechna celd ¢isla, ktera davaji stejny zbytek jako —14 po déleni 11.
Zbytek po déleni nemiize byt zaporny. Vime vsak, ze —14 + 211 = 8 a 8 proto zbytek po déleni ¢isla x
¢islem 11 musi byt stejny jako zbytek po déleni ¢isla —14 ¢islem 11, a proto x = 11t + 8. Hledany disel je
opét nekoneénd mnoho a viechna jsou tvaru x = 11t + 8 pro néjaké celé ¢islo t. Regeni zapiseme z = 11t + 8,
teZ. v
Vlastnosti relace kongruence s vyhodou vyuzijeme pfi ovéfovani délitelnosti nebo pfi hledani zbytku
po déleni velkych ¢isel.

Priklad 0.7. Bez kalkulacky urcete zbytek po déleni ¢isla 64 835 Cislem 7.
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Vyuzijeme relace kongruence
64835=1835=435=15=1 (mod 7)

nebo tieba
64835=1835=435=-55=-6=1 (mod 7),

pricemz vzdy pocitdme s cisly, kterd se lisi o néjaky nésobek modulu a tedy jsou podle Lemmatu T
kongruentni modulo 7 a davaji podle Lemmatu [CA stejny zbytek. Napiiklad v prvnim rfadku vyuzijeme
postupné, ze ¢islo 63 000 je nasobek 7, ze ¢isla 1 400, 420 a 14 jsou nasobky 7. v

Uvedeny pocetni postup lze Gispésné pouzivat i zpaméti, pfi ovéfovani kontrolnich sou¢td u rodného
¢isla, u kédu ISBN a podobné.

Relace ¢asteéného usporadani
Dalsim dulezitym prikladem relaci jsou relace ¢astecného usporadani.

Definice Relace ¢asteé¢ného usporadani
Rekneme, e relace R na mnoziné A je relaci édstecného uspordddni pravé tehdy, kdyz spliiuje nasledujici
tTi vlastnosti:

1) je reflexivnd, tj. plati Va € A plati (z,z) € R,

2) je antisymetrickd, tj. plati Vo, y € A plati (z,y) € RA (y,2) € R =z =y,

3) je tranzitivni, tj. plati Va,y, z € A plati (z,y), (y,2) € R = (x,2) € R.

Vsimnéte si, ze relace ¢astecného uspoiradani a relace ekvivalence se lisi v jediné vlastnosti. Zatimco
relace ekvivalence je symetricka relace, tak relace castecného usporadani je antisymetricka relace. Je-li néjaké
relace R na mnoziné A antisymetricka, nemohou dva rtzné prvky =,y € A byt soucasné v relaci zRy a yRz.
Definice antisymetrie muze byt vyslovena i jinak, naptiklad: pro kazdé x,y € A, x # y plati xRy = y Rx.
Pro ovéfeni antisymetrie je vSak zpravidla sikovnéjsi implikace z definice ¢aste¢ného usporadani.

Zatimco relace ekvivalence na mnoziné A prirozené urcuje rozklad mnoziny A, tak relace ¢asteéného
uspofadani urc¢uje hierarchickou strukturu prvkd mnoziny A. Diky antisymetrii relace R na mnoziné A
umime pro kazdou dvojici prvka z, y, které jsou navzijem v relaci R, rozhodnout o jejich potadi, nebot
nastane pravé jedna z moznosti xRy nebo yRz. Protoze prvky z, y nemusi byt vzajemné v relaci, tak
hovofime o ,Castecném* usporadani. Klasickym piikladem usporadani je relace ,<“, ktera je navic uplnou
(nikoliv jen éastecénou) relaci usporadani, nebot pro kazdd dvé redlna ¢isla z, y umime rozhodnout, zda xRy
nebo yRx. Naproti tomu relace délitelnosti ,,|“ je relaci ¢dstecného usporadani celych ¢isel, nebot napiiklad
214, ale245 ani 512

Otazky:
>

e MiiZe na neprazdné mnoziné A existovat relace, kterd je soucasné symetricka i antisymetricka ?

e Muze na neprazdné mnoziné A existovat relace, kterd je soucasné relaci ekvivalence i relaci ¢aste¢ného
usporadani?

e Je relace ,,<* na mnoziné 7Z relaci ¢astecného usporadani?

e Se kterym prvky je v relaci délitelnosti celych ¢isel v relaci ¢éislo 0 a) zleva, b) zprava?

Hasseovsky diagram

Priklad rozkladu mnoziny A na t¥idy Aj, As, A3 uréeny relaci ekvivalence je zndzornény na Obréazku O
vlevo. Vezmeme-li relaci ¢asteéného usporadani R mnoziny A, tak miZzeme tuto mnoziné s relaci znazornit
pomoci hierarchického diagramu, kterému se ¥ikd hasseovsky diagram Obrazek ). Prvky mnoziny A zna-
zornime jako body roviny v rtizné vysce (v myslené souradné soustavé, kterou nezakreslujeme). Pro dvojice
riznych boda z, y dodrzime nasledujici dvé pravidla

(i) Je-li xRy, tak bod x zakreslime niz nez bod y.
(ii) Dva body spojime hranou, jestlize xRy a neexistuje zadné ¢t € A takové, aby xRt a soucasné tRy.

Diagram neobsahuje zadné smycky, tfebaze (x,x) € R pro kazdé « € A. Rikdme, Ze prvek y je bezprostiedni
ndsledovnik prvku x. Vsimnéte si, ze vzajemna troven kazdjch dvou prvkl v relaci je urcena jednoznacné,

10
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6
5 8 12
4

4 6 10
3
5 2 11
1 1

Obréazek 0.2.: Linedrni uspofdddni relace mensi nebo rovno ,<“ na mnoZiné [1,6] a ddstecné uspo-
raddni relace délitelnosti ,|“ na mnoZiné [1,12].

protoze relace R je antisymetrickd. Navic vSechny spojnice, které vyplyvaji z tranzitivity relace, do diagramu
nezakreslujeme (Obrazek OZ).

Na Obrazku @2 vlevo vidime piiklad relace ¢aste¢ného uspotradani, kterd je navic iplna. Hasseovsky
diagram takové relace tvoii fetézec bod. Naproti tomu relace délitelnosti ,,|“ na néjaké mnoziné pfirozenych
¢isel je péknym piikladem relace ¢asteéného uspofadédni, které obecné nend linedrni (Obrazek I vpravo).
Dalsim béznym prikladem nelinearni relace usporadani je relace inkluze ,C“ na potenéni mnoziné néjaké
n-prvkové mnoziny (Obrazek I30).

Ala, b c}

C0

Obrézek 0.3.: Relace podmnoZiny C na systému podmnozin mnoZiny {a,b, c}.

Velkou vyhodou hasseovskych digramu je jejich prehlednost. Zakreslené relace na koneénych mnozinach,
pripadné cast relace na nekoneénych mnozinach jsou nazorné zachyceny, v podstaté ihned lze identifikovat
maximalni minimalni, nejvétsi i nejmensi prvky dané prislusnou relaci.

Dvojice (A, R) mnoziny A a relace ¢astecného uspofadani se nazyva ,poset” dle anglického nézvu
,partially ordered set“. Cesky se nékdy pouzivéa zkratka ,CUM“ (¢asteéné uspofddand mnozina), ktery
ovSem nezni tak pékné.

Cviceni
0.3.1.  Ukazte, Ze a) kaZdé relaci ekvivalence na mnoziné A odpovidd jednoznacné uréeny rozklad mnoziny A,

b) kazdému rozkladu mnoziny A odpovidd jednoznacné uréend relace ekvivalence na mnoziné A.

0.3.2. Dokazte Lemma TIM: Pro celd ¢isla a, b plati a =b  (mod m) prdvé tehdy, kdyz existuje celé cislo
k takove, Ze b= a + km.

0.3.3.  Urcete chybéjici znak rodného ¢isla 92102%/219.
0.3.4. Urcete chybéjici znak rodného cisla 92102724279.
0.3.5. Kolik existuje riuznych relact na koneéné n prvkove mnoziné A?

0.3.6. Kolik existuje relact na konecné n prvkové mnozine A takovych, které jsou symetricke i antisymet-
rické soucasné?

0.3.7. Kolik existuje relact na konecné n prvkové mnoziné, které jsou a) symetrické, b) antisymetricke,
¢) uplné? Relace na mnoziné A se nazyjva uplnd, pokud pro kazdé dva proky z,y € A plati xRy nebo yRx.

0.4. Zobrazeni

Zobrazeni f : A — B je pravidlo, které kazdému prvku mnoZiny A (mnozina vzori) pfifazuje pravé jeden
prvek z mnoziny B (mnoZina obrazi). VSimnéte si, Ze toto ,pfifazeni* je vztahem mezi dvojicemi prvkd,
kdy jeden prvek je z mnoziny A a druhy prvek je z mnoziny B. Proto formalné definujeme zobrazeni

11
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mnoziny A do mnoziny B jako relaci mezi mnozinami A a B, ve které je kazdy prvek mnoziny A v relaci
s pravé jednim prvkem mnoziny B. Podle uvedené definice ne kazdy prvek mnoziny obrazi B je nutné
v relaci (nésledovnikem) néjakého prvku mnoziny A. MnoZina vzort A je soucasné defini¢nim oborem D(f)
zobrazeni f a obor hodnot zobrazeni f je takovad podmnozina H(f) mnoziny B, jez obsahuje vSechny prvky B,
které jsou v relaci s néjakym prvkem mnoziny A (jsou nasledovnikem néjakého prvku z A). Mnoziné A se
také fika levd mnoZina a mnoziné B pravd mnoZina zobrazeni f.

Nékdy byva zobrazeni definovano jako pravidlo, které nékterym prvkim z mnoziny A pfifazuje nejvyse
jeden prvek z mnoziny B. Takové zobrazeni pak nazyvame zobrazeni z mnoZiny A do mnoziny B (nepfe-
hlédnéte predlozku ,z“ v ndzvu) a definujeme jej jako relaci mezi mnozinami A a B, ve které je kazdy prvek
mnoziny A v relaci s nejvyse jednim prvkem mnoziny B. VsSimnéte si, Ze podle definice nemusi byt kazdy
prvek mmnozZiny vzoru A v relaci s néjakym prvkem mnoziny obrazti B. Defini¢nim oborem je pak takova
podmnozina mnoziny A, ktera obsahuje vSechny prvky A, které jsou v relaci s néjakym prvkem mnoziny B
(jsou predchtidcem néjakého prvku z B).

A B A B
Obrézek 0.4.: Zobrazeni A do B a z A do B se zvyraznénym definicnim oborem a oborem hodnot.

Zobrazen{ f mnoziny A (nebo iz mnoziny A) do mnoziny B zna¢ime f : A — B. Protoze takové pfifazeni
je pro kazdy prvek z A jednozna¢né, mizeme misto zapisu relace uzitim usporddanych dvojic (a,b) € Ax B
prvku a. V dalsim textu budeme téméi vzdy predpokladat, Ze definiénim oborem zobrazeni f : A — B je
celd mnoziny A a f je zobrazenim mnoziny A, nikoliv zobrazenim z mnoziny A. Ve zbyvajicich pfipadech
budeme rozliSovat mnozinu A a definiéni obor D(f).

Restrikce zobrazeni
Méjme dano néjaké zobrazeni f : A — B a podmnozinu C C A. Restrikce zobrazeni f na mnozinu C je
zobrazeni [’ : C' — B takové, ze pro kazdé ¢ z mnoziny C, plati f/(c) = f(c).

AN 7

A\
A B
Obrazek 0.5.: Restrikce zobrazeni f : A — B na mnoZinu C.

Je ziejmé, Ze pro kazdé zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B muZeme najit takovou nejvétsi podmnozinu
C C A, aby restrikce f : C — B byla zobrazenim mnoziny C' do mnoZiny B, nikoliv z mnoziny C do B.
Takova nejvétsi mnozina C' je definicnim oborem zobrazeni f.

Asociativita skladani zobrazeni

Je dobré si uvédomit, ze libovolné skladani zobrazeni je vzdy asociativni operace. Staci, aby obor hodnot
kazdého ze skladanych zobrazeni pattil do definiéniho oboru néasledujiciho zobrazeni. Méjme tfi libovolna
zobrazeni mnozin (nikoliv z mnozin) f: A — B, g: B — C, h: C — D. Zdtraznéme, Ze z definice zobrazeni
musi byt obraz definovan pro kaZdy prvek z levé mnoziny, tj. zobrazeni f musi byt definovano pro kazdy

12



Petr Kovdr, Prehled pojmi a oznacent 20. unora 2024

REE

Obrézek 0.6.: Sklddani zobrazeni ho go f.

prvek z mnoziny A, zobrazeni g musi byt definovano pro kazdy prvek z mnoziny B a konec¢né zobrazeni h
musi byt definovano pro kazdy prvek z mnoziny C' (Obréazek OI1).

A protozZe obor hodnot kaZzdého zobrazeni je podmnozinou defini¢niho oboru néasledujiciho zobrazeni,
miizeme ukazat nasledujici lemma.

Lemma 0.11. Asociativita skladani zobrazeni
Meéjme tri libovolnd zobrazeni mnozin f : A —- B, g: B — C, h: C — D. Operace skldddni zobrazeni je
asociativnt, tj. plati ho (go f) = (hog)o f.
Dikaz. Plati
(ho(go f)) (@) =nh((ge f)(z)) = h(g(f(x)))
a soucasné

((hog)e f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))).

Plati tedy (ho (go f))(x) = ((hog)o f)(z), nebot se shoduji pfedpisy, definiéni obory a dokonce i obory
hodnot. (]

Otazka: Pokud bychom chtéli ovérit asociativitu skladani zobrazeni na koneéné n-prvkové mnoziné tak,
ze porovname obrazy slozenych zobrazeni, kolik trojic zobrazeni je nutno slozit a vy¢islit pro ovéreni asoci-
ativity?

Dalsi vlastnosti zobrazeni
Zobrazeni f : A — B se nazyva injektivni (nebo prosté), jestlize kazdé dva rtizné vzory z levé mnoziny A
maji razné obrazy v pravé mnoziné B. Symbolicky mizeme zapsat
Val,ag cA: aq 75 ag = f(al) 7£ f(az).
Pro praktické ovéfeni je Sikovnéjsi pracovat s rovnostmi (nikoliv nerovnostmi), proto vyslovime obménu

definice vlastnosti injekce: zobrazeni f : A — B je injektivni, jestlize rovnost dvou obrazti v pravé mnoziné
nastane pouze v pripadé rovnosti vzorid z levé mnoziny. Symbolicky zapsano

Vai,az € A: f(ar) = f(az) = a1 = ag,

coz je implikace, ktera se pfi znamém predpisu ovéruje jako rovnost vyraziu snadnéji nez nerovnost.

Obrazek 0.7.: Schématické zndzornéni: zobrazeni f je injektivni a zobrazeni g neni injektivnd.
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fla1) = f(az)
f(as)

A f B
Obrazek 0.8.: Schématické zndzornéni: zobrazeni f je surjektivni a zobrazeni g meni surjektivni.

Zobrazeni f : A — B se nazyva surjektivni (nebo zobrazeni na), jestlize kazdy prvek z pravé mnoziny B
je obrazem néjakého vzoru z levé mnoziny A. Symbolicky mzeme zapsat

Vbe B3da€ A: f(a) =0,

coz je implikace, ktera se pfi znamém predpisu ovéruje napiiklad jako feseni rovnice.

Zobrazeni f : A — B se nazyva bijektivni (nebo vzdjemné jednoznacné), jestlize je injektivni a surjek-
tivni soucasné. To znamenad, Ze kazdy prvek z pravé mnoziny B ma jiny vzor v levé mnoziné A. Symbolicky
milzeme zapsat

Vbe B3lac A: f(a) =0,

coz je implikace, kterou je opét mozno pfi znamém predpisu ovérit napiiklad jako feSeni rovnice.

Aby zobrazeni nebylo bijektivni, staci najit alesponn dva vzory v levé mnoziné A se stejnym obrazem
v pravé mnoziné B (napiiklad zobrazeni g na Obrazku X1 uprostfed) a nebo najit alespoii jeden prvek
v pravé mnoziné B, ktery nemé vzor v levé mnozné A (napiiklad zobrazeni h na Obrazku X1 vpravo).

A h B

Obrazek 0.9.: Schématické zndzornéni: zobrazeni f je bijektivni a zobrazeni g ani h nejsou bijektivni.

Pochopitelné ,,vétsina“ zobrazeni mnoziny A do mnoziny B neni ani injektivnich, ani surjektivnich, ani
bijektivnich. Staci, aby dva prvky z levé mnoziny mély spoleény obraz v pravé mnoziné a soucasné aby
alespon jeden prvek z pravé mnoziny nemél vzor v levé mnoziné. Zbyvajici prvky mohou byt pfifazeny
libovolné a zobrazeni nemtize byt ani injektivni ani surjektivni.

Existence inverzniho zobrazeni
Méjme zobrazeni f : A — B. Zobrazeni g : B — A, které kazdému prvku y € B pfitadi takovy prvek
x € A, aby platilo g(y) = « pravé tehdy, kdyz f(x) = y, nazveme inverzni zobrazeni k zobrazeni f. Inverzni
zobrazeni g zpravidla znadime f~!.

A f B
Obréazek 0.10.: Bijektivni zobrazeni f a inverzni zobrazeni f~1.
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Aby k zobrazeni f existovalo inverzni zobrazeni f~!, musi zobrazeni f byt bijekce mnoziny A do mno-
ziny B (Obrazek OIM). Pokud by zobrazeni f nebylo prosté, tak g by nebylo zobrazeni, nebot k néjaké
hodnoté y € B nebyla funkéni hodnota inverzniho zobrazeni urcena jednoznac¢né. Pokud by zobrazeni f
nebylo na (surjektivni), tak by g nebyla definovina na celé mnoziné B a jednalo by se o zobrazeni z B — A,
nikoliv B — A.

V nékteré literatufe se za postacujici podminku existence inverzni funkce povazuje prostota funkce f :
A — B. Inverzni funkce f~! se pak definuje pouze na oboru hodnot f(A), a potom f=1 : f(A) — A
(Obrézek 1T).

Obréazek 0.11.: Injektivni zobrazeni f a inverzni zobrazeni f=1.

0.5. Permutace

Bijektivnim zobrazenim neprazdné mnoziny A fikdme permutace mnoziny A. Permutace 7 je kterdkoliv
bijekce m : A — A. Jestlize zvolime néjaké pevné usporadani prvki mnoziny A, tak kazdou permutaci
mnoziny A muZzeme chapat jako néjaké preusporadani prvka mnoziny.

Permutace ma smysl zkoumat na kazdé neprazdné mnoziné A, v tomto textu se omezime na permutace
koneénych mnozin. Méame-li neprazdnou koneénou mnozinu A, mizeme bez ijmy na obecnosti prvky mno-
Ziny oznadit 1,2,...,n (éisla mizeme chapat jako indexy jednotlivych prvkd mnoZiny A). Poéet riznych
permutaci mnoZiny A znac¢ime P(n) a plati P(n) = n!. Permutacim a jejich vlastnostem bude vénovéna
Kapitola [

Popis permutaci pomoci matice
Kazdou permutaci pak muzeme popsat pomoci dvourddkové matice, kde v prvnim fadku uvedeme kazdy
prvek a € A a v druhém Fddku matice pod néj jeho obraz 7(a). Zapis permutace 7 vypada takto

S 1 2 - n-1 n
“AT() 72 - wn—-1) w(n))’
Zapis permutace pomoci matice neni jednoznacny, kazdou permutaci mizeme zapsat n! riznymi zpusoby.

1 2 3 4 5

Priklad 0.8. Méjme permutaci @ = <2 5 1 4 3

>. Zapiseme ji Ctyfmi rtuznymi zpusoby. Urcime

celkovy pocet rtiznych zapist.
Permutaci @ mtizeme zapsat celkem 4! = 24 riznymi zptsoby. Napiiklad

(123 45\ (213 45\ (2345 1\ (54321
a_25143_52143_51432_34152'
Vsechny zapisy popisuji stejnou permutaci o, nebot a(1) =2, «(2) =5, a(3) =1, a(4) =4a«a(5) =3. VvV

Z praktickych divodd budeme upfednostnovat zapis, kde v prvnim fadku matice je néjaké pevné zvolené
poradi prvki. Pokud pracujeme s éiselnymi mnozinami [1,n], tak p¥irozené volime potadi 1,2...,n.

Skladani permutaci

Permutace chapeme jako bijektivni zobrazeni na néjaké mnoziné A, a protoze slozenim bijekci je opét bijekce,
tak slozenim dvou permutaci na mnoziné A dostaneme opét permutaci na mnoziné A. Jestlize o i 5 jsou
néjaké permutace A — A, tak ma smysl zkoumat slozené permutace f o «, a o 3, nebo napiiklad « o «, ¢
ao (B o), pfipadné dalsi.

15



Petr Kovdr, Prehled pojmi a oznacent 20. unora 2024

L)

b o«
1 2 3 4 5
L1
3 25 41

Obrézek 0.12.: Skldddni permutact B o a mnoZiny [1,5].

o . (1 2 3 4 5\ _ , (1 2 3 405 , e
Priklad 0.9. Méjme permutace o = (2 514 3> af= (3 9 5 4 1). Sestavime obé slozené

permutace Soaiaof.
Permutace 8o« (¢ti ,beta po alfa“) je slozené zobrazeni, ve kterém nejprve zobrazime prvky mnoziny [1, 5]
v zobrazeni « a vysledné hodnoty déle zobrazime v zobrazeni § (Obréazek ICT20).

. 1 2 4
Dostaneme slozenou permutaci § o a = ( 3 > )

21 3 45
P1i sestavovani slozené permutace o o 8 dostaneme avo § = <} ?) g i g), nebot
aoB(1) = a(B(1) = a(3) = 1
aof(2) = a(B(2)) = x(2) =5
a0 B(3) = a(B(3)) = a(5) = 3
o B(4) = a(B(4)) = a(4) = 4
aoB(5) =a(f(5) = a(l) =2
Vsimnete si, ze foa # ao (. v

Sklddani vSech zobrazeni je podle Lemmatu I asociativni, tedy i skladani permutaci je asociativni.
Sklddani permutaci vSak neni komutativni, jak ukazuje i Piiklad I V Kapitole [d ukazeme, Ze permutace
spole¢né s operaci sklddani zobrazeni tvori zajimavou a dilezitou strukturu.

Popis permutaci pomoci cykla

Permutaci mize byt Sikovné zapsat i pomoci tzv. cykld. Zvolime libovolny prvek a € A (jestlize pracujeme
s Cisly, tak bez jmy na obecnosti lze zvolit nejmensi nepouzity prvek), zapiSeme jej do zavorky a za néj
zapiSeme postupné jeho obraz m(a), potom obraz tohoto obrazu m(m(a)), atd. ProtoZe zobrazeni 7 je bijekce
kone¢né mnoziny na sebe, tak dfive nebo pozdéji se néjaky prvek zopakuje a neni tézké si uvédomit, ze
nejdrive se zopakuje pravé prvek a, pro¢? Tento opakujici se prvek jiz nezapisujeme a uzavieme zavorku,
¢imz uzavirdme cyklus permutace. Jestlize v zdpisu jesté nejsou obsazeny vSechny prvky mnoziny A, tak
zapiSeme dalsi cyklus: otevieme zdvorku nového cyklu, zvolime dalsi novy prvek mnoZiny A (bez Gjmy
na obecnosti napiiklad nejmensi nepouzity prvek dle né&jakého klice) a zapiSeme jej postupné s jeho obrazy
jako v predchozim cyklu. Opét je snadné si uvédomit, ze se zadny prvek z predchozich cykli nemuze
zopakovat, nebot zobrazeni 7 je bijekce a kazdy prvek je obrazem pravé jednoho prvku z A. Po koneéném
poc¢tu krokt budou zapsany v cyklech vsechny prvky mnoziny A a zapis permutace 7 je hotov.

12345678 omoci cyklu
314682 7+5)P y

Pfi zapisovani pomoci cykld zvolime prvni prvek libovolné. Naptiklad nejmensi prvek 1. Za ni zapiSeme
postupné obrazy 7(1) = 3, n(3) = 4, n(4) = 6, 7(6) = 2. Protoze 7(2) = 1, tak uzavieme cyklus a zvolime
dalsi prvek pro zépis dalsiho cyklu, napfiklad nejmensi nepouzity prvek 5. Plati 7(5) = 8, a protoZe 7(8) =
= 5, cyklus uzavieme. Konecné, posledni triviadlni cyklus obsahuje ¢islo 7. Dostaneme permutaci zapsanou
pomoci cyklu.

Priklad 0.10. Zapiste permutaci m = (

7 =(13462)(58)(7)
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o Vo e N

1
2
3
4
)
6
7
8

A T A 6

Obrazek 0.13.: Zndzornént cykli permutace 7.

Na Obrazku I3 vlevo je zndzornéna permutace 7 jako zobrazeni z mnozZiny A do mnoziny A. Vpravo
je pak znézornéna jako zobrazeni na mnoziné A, piicemz jsou pékné vidét jednotlivé cykly. v

Ani zapis permutaci pomoci cykli nemusi byt jednozna¢ny. Kazdy cyklus s k prvky muZeme zapsat k
riznymi zpusoby, nebot zapis cyklu miizeme zacit od libovolného prvku cyklu. Navic mtze byt libovolné i
poradi cykli. Presto riizné zapisy mohou urcovat stejnou permutaci. Naptiklad permutaci 7 z Piikladu I
milzeme zapsat 60 riznymi zptsoby: cyklus délky 5 mtzZeme zapsat péti zpisoby, cyklus délky 2 dvéma
zpisoby a pofadi cykld mtizeme zvolit P(3) = 3! = 6 zpiisoby. Vybéry moznosti jsou nezavislé, proto
celkovy pocet moznosti je 5-2 -6 = 60.

Priiklad 0.11. Zapiste permutaci 7 z Prikladu @I pomoci cykla alespon ¢tyfmi ruznymi zpusoby.

Permutaci 7 muzeme pomoci cykli zapsat napriklad takto
7=(13462)(58)(7)=(58)(13462)(7)=(85)(13462)(7)=(7)(85)(46213).

Vsechny zapisy popisuji stejnou permutaci 7, nebot 7(1) = 3, n(2) = 1, 7(3) = 4, 7(4) = 6, «a(5) = 8,
w(6) =2, m(7) =7 a a(8) = 5. v

Z praktickych duvoda budeme upfednostnovat zapis, kde kazdy cyklus zacneme sestavovat od ,nejmen-
§tho“ prvku v néjakém pevné zvoleném tuplném usporadani prvki. Pokud pracujeme s ¢iselnymi mnozi-
nami [1,n], tak prvni cyklus za¢neme sestavovat od prvku 1, pfipadny druhy cyklus od nejmensiho éisla,
které se nevyskytuje v prvnim cyklu, atd.

Skladani permutaci zapsanych pomoci cykla
Abychom mohli permutace sklddat, neni potfeba permutace piepisovat do zapisu pomoci matic. Stacéi peclivé
a ve spravném poradi ¢ist permutace zapsané pomoci cykla.

Priklad 0.12. Méjme permutace 7 = (1 346 2)(58)(7) aoc =(1357)(2 46 8). Sestavime obé sloZené
permutace comimwoo.

Pr1i skladani permutaci miizeme zacit novy cyklus od libovolného prvku, dle vySe zminéné imluvy za¢neme
od nejmensiho nepouzitého prvku a z mnoziny [1, 8]. Cteme od nejvice pravého cyklu a postupujeme doleva.
Hledame, jaky je obraz prvku b prvku a. Jestlize obraz b ur¢ime, tak stale pokracujeme ve cteni cyklt
dale doleva a hledame pripadny obraz prvku b. Pokud v cyklech nalevo od prvku b takovy obraz jiz neni,
nasli jsme obraz b prvku a. Pokud v cyklech nalevo od prvku b najdeme obraz ¢ prvku b, znamena to, ze
ve slozené permutaci se prvek a zobrazi na c, pfipadné na dalsi obrazy prvku ¢, které najdeme v dalsich
cyklech nalevo od obrazu c. Vysledny obraz zapiSeme jako obraz prvku a a v dalsim prichodu budeme
postupovat analogicky.

ocomr=(1357)(2468)0(13462)(58)(7)=(15236487).
Pri sestaveni druhé slozené permutace 7 o o postupujeme stejné.
moo=(13462)(58)(7)0o(1357)(2468)=(14265738).

Cviceni
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~ (123456 78 R
0.5.1. Zapiste permutact m = <2 5 7 i 6 8 3> pomoci cykli.
0.5.2.  Méjme permutaci o = (1 35 7)(2 4 6 8). Sestavte slozené permutace a) coo, b)oocoo, c)

coogocoo, d)ocoococgoogoao.

0.5.3. Najdéte dvé rizné permutace m, o a rizné od identické permutace € na mnoziné {1,2,3}, které
komutugjt, tj. plati moo = o o .

0.6. Operace na mnoziné

Operace chapeme jako ,pocitani“ s ¢isly. Obecnéji vSak muzeme ,operovat® s jakymikoliv prvky: pro kazdou
dvojici prvkia ur¢ime vysledny prvek operace, ktery mize zaviset i na poradi operovanych prvku, napriklad
pri odecitani. Operace se muze tykat i jiného poc¢tu prvka.

Definice Binarni operace na mnoziné
Méjme mnozinu A. Bindrni operaci na mnoziné A nazveme kazdé zobrazeni o : A x A — A. Hodnotu
zobrazeni o((a, b)) nebo vysledek operace budeme zapisovat a o b. Prvky a, b jsou operandy.

Uvédomte si, Ze oznaceni a o b = o((a, b)) pro hodnotu operace ma smysl pouze proto, Ze hodnota je podle
definice zobrazeni urcena jednoznacné.
Pojem binarni relace muZzeme zobecnit: zobrazeni ,,0“ definované nasledujicim zptisobem

: A — A je undrni operace na mnoziné A,

: Ax A — A je bindrni operace na mnoziné A,

:A X Ax A— A je terndrni operace na mnoziné A,
t:AXAX---x A— A je n-drni operace na mnoziné A.

O O O O

n

Binéarni operace dobie zndme. Piikladem ternarni operace na R miize byt aritmeticky primér t¥i hodnot.
Opacné ¢islo, které kazdému ¢islu « € R pritadi ¢islo —z, mizeme chapat jako unarni operaci na R.

Na strané B jsme zavedli relace na mnoziné i relace mezi mnozinami. Nyni jsme zavedli operaci na mno-
Ziné. Bylo by moZno zavést operaci mezi mnozinami, napiiklad vztah ,patfit do podmnoziny M mnoziny A“
mizeme chépat jako unarni operaci mezi mnoZinami A a {patii, nepatii}, kterd pfifazuje vysledek operace
v mnoziné {patii, nepatii}. V tomto pfedmétu se vSak operacemi mezi mnozinami zabyvat nebudeme.

Piiklad 0.13. Rozhodnéte, zda nésledujici priklady ,operaci* jsou binarni operace na dané mnoziné A.

(i) Operace ,obvyklého nasobeni“ na mnoziné A = R.
i) Operace ,obvyklého nasobeni“ na mnoziné A =1=R\ Q.
Operace ,,obvyklého s¢itani“ na mnoziné A = I (mnozina lichych celych éisel).

iv) Operace ,obvyklého od¢itani“ na mnoziné A = N.
(vi) Operace ,obvyklého s¢itani na mnoziné A = S (mnozina sudych celych ¢isel).
(vii) Operace ,obvyklého nésobeni“ na mnoziné A = S.

¢

)
)
)
(v) Operace ,,obvyklého nasobeni“ na mnoziné A = L.
)
)
)

Operace ,,druhé mocniny“ na mnoziné A = N.

Kazdy piiklad rozebereme samostatné. Ovéfime, zda se jednad o zobrazeni A™ — A pro néjaké pfirozené
¢islo n.

(i) D4 se ukézat, ze souéin libovolnych dvou redlnych éisel je opét redlné ¢islo. Proto obvyklé ndsobeni
na mnoziné R je binarni operace.

(ii) Obvyklé nésobeni na mnozing A = I = (R \ Q) operaci neni, protoze napiiklad v2 - v/2 = 2, ale 2
(vysledek operace dvou ¢isel z mnoziny A) nepatii do mnoziny A. Je poruSena vlastnost, které budeme
fikat ,uzavienost operace“ na nosné mnoziné. Operace by nebyla uzaviena.

(iii) Obvyklé séitdni na mnoziné L neni operace, protoze naptiklad 14+ 1 =2 a 2 ¢ L. Operace by nebyla
uzaviena.

(iv) Obvyklé odéitdni na mnozing N neni operace, protoze napifklad 1 —2 =1 a —1 ¢ L. Operace by
nebyla uzaviena.

(v) Obvyklé ndsobeni na mnoziné LL je binarni operace, protoze soucin dvou lichych éisel je opét liché ¢islo.

(vi) Obvyklé s¢itani na mnoziné S je bindrni operace, protoze soucet dvou sudych ¢isel je opét sudé éislo.

7 %7

(vil) Obvyklé ndsobeni na mnoziné S je bindrni operace, protoze sou¢in dvou sudych éisel je opét sudé éislo.
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(viii) Druh4d mocnina pfirozeného ¢isla je vzdy piirozené ¢islo, ale nejednd se o binarni operaci, protoze
druhd mocnina neni binarni, ale unarni operace.

JestliZze jsme nasli obraz prvku z A™, ktery nepatfil do mnoziny A, tak se o operaci nejedna. v

Zakladni typy operaci

Pocet vSech operaci i na malé mnoziné je ohromné mnozstvi, podobné jako existuje pfilis§ mnoho zobrazeni
mezi dvéma mnozinami, nez abychom je zkoumali obecné vSechny. Ma smysl se omezit pouze na operace,
které maji nékteré ,pé€kné* a ,prirozené“ vlastnosti.

Definice Komutativni operace
Operace ,,0“ na mnozné A se nazyva komutativni, jestlize
” . ) .

Ya,b€ A:aob="boa,

tj .vysledek operace nezavisi na potadi operandti.

Typickym prikladem komutativni operace je s¢itani nebo nasobeni prirozenych ¢isel. Typické ptiklady ope-
race, které nejsou komutativni jsou odéitani pfirozenych éisel, ndsobeni (étvercovych) matic nebo skladéni
symetrii rovnostranného trojuhelnika (Pfiklad [CTI).

Definice Asociativni operace
Operace ,,0“ na mnozné A se nazyva asociationi, jestlize

Va,b,c€ A:(aob)oc=ao(boc),

tj. vysledek postupné operace t¥i operandti nezavisi na poradi uzavorkovani.

Rada operaci je asociativni a obvykle tuto vlastnost povazujeme za samoziejmou: s¢itani, nasobeni pfiroze-
nych ¢isel i ndsobeni (Gtvercovych) matic. Ale tfeba odeéitani pfirozenych ¢isel nend asociativni. Napiiklad

(3-2)—1=0#£2=3-(2—1).

ProtozZe sloZzenim dvou permutaci mnoziny A dostaneme opét permutaci mnoZiny A, tak skladani per-
mutaci mnoZiny A muZzeme chapat jako operaci na mnoziné permutaci mnoziny A. Na strané @A jsme ukazali,
ze tato operace je asociativni. Neni tézké si rozmyslet, Ze skladani permutaci neni komutativni operace.

Definice Distributivni operace
Méjme mnozinu A se dvéma operacemi ,+¢, -“. Rekneme, Ze operace ,-“ je na mnozné A (zleva) distribu-
tivnt vzhledem k operaci ,+*, jestlize

Va,b,ce A:a-(b+c)=(a-b)+ (a-c),
Podobné operace ,,-“ je na mnozné A zprava distributivni vzhledem k operaci ,,+“, jestlize

Va,b,ce A: (b+c)-a=(b-a)+ (c-a).

Klasické nasobeni pfirozenych ¢isel je zleva i zprava distributivni vhledem ke s¢itani. Naproti tomu s¢itani
prirozenych ¢isel nent distributivni vzhledem k nésobeni, naptiklad 3+ (5-2) # (34 5)-(3+2). Pro libovolné
tfi mnoziny A, B, C plati AN (BUC) = (ANB)U(ANC) ataké AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Chéapeme-li sjednoceni a prunik mnozin jako operace na sytému mnozin, tak prinik mnozin je distri-
butivni vzhledem ke sjednoceni mnozin a soucasné sjednoceni mnozin je distributivni vzhledem k praniku
mnozin.

Je-li operace ,,-“ komutativni a zleva distributivni, tak musi byt soucasné zprava distributivni a naopak.
Je-li vSak operace soucasné zleva i zprava distributivni, tak nemus? byt komutativni. Napftiklad vektorovy
soucin vektor v R? je zleva i zprava distributivni, aviak neni komutativni.

Restrikce operaci

Vime, Ze vysledky pocetnich operaci s¢itani, ndsobeni, od¢itani s celymi &isly vychazi stejné, at uz poditdme
v oboru celych, racionalnich, redlnych nebo komplexnich ¢isel. Operace jsou tak zavedeny. Toto pozorovani
muZzeme zobecnit. Zavedeme restrikci operace ,,0“ na mnoziné A na jeji podmnozinu C' podobné, jako jsme
na strané [ zavedli restrikci zobrazeni. Operace ,o/“ na mnoziné C bude definovana tak, Ze pro kazdé dva
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Obrazek 0.14.: Restrikce operace musi zachovat uzavienost operace.

prvky a, b v podmnoziné C bude vysledek operace ,,o/* stejny, jako by byl vysledek operace ,,0“ na mnoziné A.
Symbolicky
Va,be C CA:aolb=aob

Pozor, ne pro kazdou podmnozinu C' mnoziny A bude vysledna restrikce operaci. Aby restrikce ope-
race byla operaci, musi byt uzaviena. Restrikce operace ,,0“ na mnozinu C na Obrazku I je uzaviena,
zatimco restrikce operace ,,0“ na mnozinu D uzaviend neni. Naproti tomu komutativita operace ,,0* a aso-
ciativita operace ,,0“ se pii restrikci na (uzavfenou) operaci ,,o/“ zachova, fikdme, ze se komutativita ,zdédi
7 operace o“.

Otazka: Kolik existuje riznych operaci na n-prvkové mnoziné?

O zadavani operaci

Kazdy zna operace obvyklého s¢itani a nasobeni. Jejich komutativitu a asociativitu povazujeme za samo-

ziejmé. Uvédomte si ale, Ze tato znalost obvykle vychéazi ze zkusenosti, nikoli z formalniho dikazu.
Korektni zavedeni a popis klasickjch operaci spada do predmeétu teoretickd aritmetika. V tomto textu

jen upozornime, ze vysledky operaci jsou dany pocetnimi pravidly, které jsme se naucili na zakladni skole

a které budeme dale povazovat za axiomy.

V dal$im textu budeme zavadét operace nové. Popisovat je mtizeme nékolika zpiisoby:

Predpisem Mame-li mnozinu ¢isel M, mizeme operaci na mnoziné M popsat predpisem, sestavenym z kla-
sickych operaci tak, aby vysledna hodnota opét patfila do M. Naptiklad pro libovolnou dvojici celych
¢isel (a, b) € Z? miizeme definovat operaci ¢ danou piedpisem ¢(a,b) = 2a? + b. Vysledek je vzdy celé
¢islo a jedna se o operaci ¢ : Z X Z — Z.

Tabulkou Pro (malé) koneéné mnoziny M muZzeme vysledek operace M x M — M popsat tabulkou,
ktera prehledné popisuje vysledky operaci pro kazdou dvojici operandi V zahlavi, tj. v prvnim sloupci
a prvnim fadku, jsou uvedeny vSechny prvky koneéné mnoziny. Prvni (levy) operand uréuje fadek
tabulky, druhy (pravy) operand uréi sloupec tabulky, kam vepiSeme vysledek operace. Této tabulce se
tikd Cayleyho tabulka.

U komutativnich operaci nehraje poradi operandi roli, tabulka bude symetricka podle hlavni diagonély.
Pro nekomutativni operace Cayleyho tabulka symetricka nebude.
S Cayleyho tabulkami za¢neme pracovat v sekci I

Popisem symetrii Operace mizeme sestavovat i pro mnoziny symetrii. Symetrii rozumime proces, kdy ma-
nipulujeme s néjakym objektem tak, abychom pfed i po manipulaci dostali ,shodny“ objekt. Symetriim
se podrobné vénujeme v Kapitole [

Priklad 0.14. Operace zadané predpisem

Libovolnou funkci dvou proménnych f; : R x R — R, ktera je definovdna pro libovolnou dvojici realnych
¢isel miizeme chapat jako operaci.

Napiiklad fi(x,y) =z -y, f2(2,y) = 22+ 3y nebo f3(z,y) = 2%+ y,fil muzeme chapat jako operace zadané
predpisem 01 y = @ -y, ¥ 0o y = 2z + 3y nebo z o3 y = x” + 7. v
Priklad 0.15. Operace zadané tabulkou

Logické spojky, které z jednoduchych vyrokt délaji vyroky slozené mizeme chapat jako operace na mnoziné
pravdivostnich hodnot.

Napriklad Tabulky I ukazuji konjunkci A a disjunkci V zapsané jako operace v Cayleyho tabulce.

AN T F v|T F
T\ T F T\TT
F\FF T F

Tabulka 0.2.: Tabulka logické operace konjunkce A a disjunkce V.
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v

Piiklad 0.16. Operace dané popisem symetrii
Znacka kruhového objezdu méa tfi mozné symetrie, které muzeme skladat:

(i) identitu oznac¢ime I,
(ii) otoceni o 120 stupnd, které oznacime Risg, a
(iii) oto¢ni o 240 stupnu, které oznacime Ra4p.

Obrazek 0.15.: Dopravni znacka upozoriujici na kruhovy objezd.

Prislusnou operaci sklddani pak mtzeme popsat Tabulkou X3, ktera ukazuje vysledky sloZeni jednotlivych
symetrii. v

& | I Riy Rogo
I I Riz0 Raao
Ri20 | Ri20 R2a0 1
Rosgo | Reao I Riao
Tabulka 0.X3.: Tabulka sklddani symetrii znacky kruhoveého objezdu.

Souvislost pojmu relace, zobrazeni a operace
Jak spolu souvisi pojmy relace, zobrazeni a operace?

Relaci R na mnoziné A jsme nadefinovali jako R C A x A, jedna se 0 mnozinu uspoiradanych dvojic prvki
z A. Relaci R mezi mnozinami A, B jsme nadefinovali jako R C A X B, jedné se o mnozinu usporadanych
dvojic prvku s prvni slozkou z A a druhou slozkou z B.

Zobrazeni ¢ : A — B chapeme jako specidlni ptipad relace mezi mnozinami A a B, kde A je mnoZina
vzort a B je mnozina obrazu v zobrazeni . Jedna se o takovou relaci ¢ C A x B, kde ke kazdému prvku
v mnozing A najdeme pravé jednu uspofddanou dvojici (z,y) v relaci ¢. Pro kazdé = € A je pak druhy
prvek y € B v této uspofddané dvojici (x,y) urcen jednoznalné, a tak mizeme pséit y = ¢(z). kazdé
zobrazeni ¢ : A — B je relaci mezi A a B, ale ne kazd4 relace mezi A a B je zobrazenim.

Jsme zvykli pracovat s ¢iselnymi mnozinami a zobrazenim ¢iselnych mnozin fikdme funkce. Naptiklad
zobrazeni f : A — B pro A = B C R nazveme funkci f. Mluvime-li o redlné funkci jedné proménné, tak
definiénim oborem obvykle chapeme nikoliv celou mnozinu vzort A, ale takovou jeji podmnozinu D C A,
pro kterou je funkce definovana. Bez dalsiho upfesnéni za defini¢ni obor bereme dle obecné dohody co nejvétsi
podmnozinu A, pro kterou m4 pfislusné zobrazeni (obvykle dané predpisem funkce) smysl. Podobné oborem
hodnot H chiapeme podmnozinu takovou H C B, ktera obsahuje vSechny funk¢éni hodnoty, jichz funkce
nabyvaji.

A koneéné operace na mnoziné A je zobrazeni (A x A) — A. Kazdé uspofadané dvojici prvki z mno-
Ziny A prifadime néjaky prvek z mnoziny A.

Kazdé zobrazeni A — B je specialnim pfipadem relaci mezi mnozinami A a B. Kazda operace na mno-
7iné A je specidlnim pfipadem zobrazeni A x A — A. O ¢iselnych operacich hovoiime, jestlize mnoZina A je
nékterym z ¢iselnych obort (Obrazek OIRI).

Priiklad 0.17. Uvedme né¢kolik klasickych prikladi relaci, zobrazeni a operaci na mnoziné.

1) Relace délitelnosti na mnoziné celych ¢isel je relaci ¢asteéného usporadani na N a neni relaci ekvivalence
(neni symetrickd).
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Relace

Zobrazeni

Obrazek 0.16.: Hierarchie relact, funkci a operact.

2) Relace kongruence modulo m na mnoziné celych ¢isel je relaci ekvivalence na 7Z, ale neni relaci ¢asted-
ného uspoiadani (neni antisymetricka).
3) Zobrazeni Z — Z, kdy kazdému prvku ptifadime jeho t¥eti mocninu, je zobrazeni s defini¢nim oborem
D = Z a oborem hodnot H C Z.
4) Zobrazeni R — R, kdy kazdému prvku ptifadime jeho tfeti mocninu, je zobrazeni s defini¢nim oborem
D =R a oborem hodnot H = R.
5) Zobrazeni R — R, kdy kazdému prvku pfifadime jeho druhou mocninu, je zobrazeni s defini¢nim
oborem D = R a oborem hodnot H = R
6) Operace s¢itani na N piitazuje kazdé dvojici celych ¢isel jejich soucet. Tato operace je komutativni i
asociativni.
7) Operace od¢itani na Z pritazuje kazdé dvojici celych ¢isel jejich rozdil. Tato operace neni komutativni.
8) Odéitdni na N neni operace, protoze pro mnoho dvojic prvki (menSenec, mensitel) neni vysledek
operace definovany. Napiiklad pro (2,5) nebo pro (1,n), kde n € N.
9) Operace ndsobeni na N prifazuje kazdé dvojici celych ¢isel jejich souéin. Tato operace je komutativni
i asociativni.
10) Obvyklé déleni na N neni operace, protoze pro mnoho dvojic prvki (délenec,délitel) neni vysledek
operace definovany. Napiiklad pro (1,2) nebo pro (3n + 1,3), kde n € N.
11) Obvyklé déleni na Q neni operace, protoze pro dvojice prvki (délenec,délitel), kde délitel je 0 neni
vysledek operace definovany.
12) Obvyklé déleni na QT je operace, protoze podil dvou kladnych raciondlnich &isel je opét kladné racio-
nalni ¢islo.

V dalsich kapitolach ukadzeme, ze pojem grupy je budovan jako zobecnéni ¢iselnych mnozin a operaci
na ¢iselnych mnozinach, tak jak je zname z klasickych poctt s celymi ¢isly, nebo redlnymi ¢isly, nebo tieba
s maticemi.

Cviceni

0.6.1.% Najdéte priklad raznych mnozin A, B takovijch, Ze vysledek kartézského soucinu nezdvisi na poradi
AxB=BxA?

0.6.2. Pro cisla n =5,12,23,24 najdéte vsechna prirozend c¢isla mensi neZ n a nesoudeélnd s n.

0.6.3. Najdéte cela cisla s,t tak, aby bs + 7t = 1. Jsou cisla s,t urcena jednoznacné?

0.6.4. Najdeéte nekonecné mnoho zobrazeni f : N — N, kterd nejsou ani injektivnt, ani surjektivni.

0.6.5. Méjme operaci ,0“ na mnoziné A a operaci ,o!“, kterd je restrikci ,0“ na mnozinu C, kde C C A.
Ukazte, Ze restrikce komutativni operace je komutativni operace.

0.6.6. Méjme operaci ,0“ na mnozin€ A a operaci ,o!“, kterd je restrikci ,,0“ na mnozinu C, kde C C A.
Ukazte, Ze restrikce asociativni operace je asociativni operace.

0.6.7. Méjme dvé operace na mnoziné A a jejich restrikce na mnozinu C, kde C' C A: restrikci operace ,+“
oznacme ,+1“ a restrikci ,0“ oznacme 1%, Ukazte, Ze restrikce distributivni (vzhledem k ,+“) operace je
distributivni operace vzhledem k ,+/%.

0.6.8. Zapiste Cayleyho tabulky logickiych operaci a) ekvivalence <, b) implikace =, , ¢) zor @.
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0.6.9. Zapiste Cayleyho tabulky symetrii pismena W.

0.6.10. Kolik ruznych logickych operact pro dva operdtory lze sestavit?

0.7. Modularni aritmetika

Abychom zavedli analogie znamych ¢iselnych oboriu N, Z, Q, nebo R i v pfipadé, ze k dispozici bude pouze
kone¢né mnoho ¢éiselnych hodnot (napiiklad byte miize nabyvat 256 rizngych hodnot), musime identifikovat
klicové vlastnosti. Co maji nekonecné a konec¢né ¢iselné obory spolecné?

Berme tuto otazku jako motivaci k zavedeni pojmu grupy a ¢iselného télesa. V této kapitole ponechame
pocitani s ¢iselnymi obory v intuitivni roviné, ukazeme nékolik ptikladd a upozornime na nékteré dtlezité
vlastnosti.

Pocéitani na hodinach

Hodiny ,,poc¢itame modulo 24, protoze nerozliSujeme vice nez 24 hodin béhem dne. V bézné teci obvykle
rozliSsujeme jen 12 hodin. Hodiny uvddime pouze v intervalu 1 az 12 (pfipadné 0 az 11 nebo 0 az 23).
Uvédomte si, ze pfi pocitani ¢asovych idaji na hodinéch existuje pouze kone¢né mnoho vysledkt pocetnich
operaci! Napiiklad fekneme-li v 7 hodin ,,za ¢tyfi hodiny“, tak mluvime o ¢ase v 11 hodin. OdkéZeme-li se
v8ak v 11 hodin na ¢as ,za ¢tyfi hodiny*, tak mluvime o ¢ase ve 3 hodiny (pfi¢emz z kontextu muize, ale
nemusi byt jasné, zda se jednd o odpoledne nebo hlubokou noc).

ST LONDS

Obrézek 0.17.: Hodiny s ¢tyriadvacetihodinovym cifernikem v Tabote, v Greenwichi, ve Florencii a nd-
ramkové poldrnt hodinky.

Vysledky pocitani mizeme popsat Cayleyho tabulkou.

Priklad 0.18. Sestavte Cayleyho tabulku s¢itani ,modulo 12“ s ¢isly a) 1 az 12, b) 0 az 11.
Poc¢iténi ,modulo 12 s ¢isly 1 az 12, resp. 0 az 11, shrnou nésledujici Cayleyho tabulky (Tabulky =31
a ). O néco prehlednéjsi je tabulka, kterd popisuje poéitani se zbytky 0 az 11 modulo 12.

Vsimnéte si, ze v Cayleyho tabulce se vzdy objevuji pouze ¢isla ze zahlavi, zadna jinad. Tomu fikame,
Ze operace je uzaviend.

Vidime, 7ze v Tabulce @3 ma prvek 12 zvlastni postaveni. Pro kazdy prvek a € {1,2,...,12} plati
a+ 12 = a, kde na levé strané s¢itdme modulo 12. Jedna se o tzv. neutrdlni prvek, ktery si zavedeme peclivé
az v nasledujici kapitole. V Tabulce I je timto prvkem 0.

Pfi séitani modulo n se n€kdy pracuje s ¢isly 0 az n — 1, pfi¢emz 0 je neutrdlnim prvkem a nékdy se
pracuje s ¢isly 1 az n, pfi¢emz neutralnim prvkem je n. VSimnéte si, Ze pfeznacenim prvku 0 v Tabulce @
na prvek 12 a preuspofddénim sloupct a F4dkt dostaneme z jedné tabulky druhou (a naopak). v

Tabulky X3 a @ odpovidaji tabulkdm operaci v konecné grupé, coz je pojem, ktery zavedeme v dalsi
kapitole. Analogicky bychom mohli zavést tabulku nésobeni. Zkuste to sami (Cviceni ICZ3).

Operace modulo
V casti 23 jsme zavedli relaci kongruence modulo m. Nyni zavedeme operaci kongruence modulo m. To
znamend, ze budeme pracovat s mnozinou celych ¢isel a za vysledek operace (rznych operaci) misto ¢isla
x vezmeme Cislo, které se rovna zbytku po déleni ¢isla z modulem m. Jinymi slovy pro mnozinu celych
¢isel Z, pripadné pro vhodnou podmnozinu M C Z, za vysledek operace M x M — M oznacime ¢islo ¢
z intervalu [0, m — 1], pro které plati c =2 (mod m). Napiiklad Tabulka 020 popisuje operaci modulo 12.
Protoze plati 0 = m (mod m), nékdy se s ¢islem m pfi poéitdni modulo m pracuje jako s nulou.
Napriklad na hodinach je pocitani s m prirozenéjsi a pfisluSnou operaci zachycuje tabulka IZ

Piiklad 0.19. Popisme tabulku operace s¢itani ,modulo 6.
Cayleyho tabulka operace sc¢itani modulo 6 je Tabulka X
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+/1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
112 3 45 6 7 8 9101112 1
213 45 6 7 8 91011121 2
314 5 6 7 8 91011121 2 3
415 6 7 8 91011121 2 3 4
5/6 7 8 91011121 2 3 4 5
6|7 8 91011121 2 3 4 5 6
718 91011121 2 3 4 5 6 7
891011121 2 3 4 5 6 7 8
911011121 2 3 4 5 6 7 8 9
1011121 2 3 4 5 6 7 8 9 10
111121 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
121 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Tabulka 0.3.: Tabulka scitdni ,modulo 12 s ¢isly 1 aZ 12.
+/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
001 2 3 45 6 7 8 91011
111 2 3 45 6 7 8 91011 0
212 3 45 6 7 8 910110 1
313 45 6 7 8 910110 1 2
414 5 6 7 8 910101 2 3
5/5 6 7 8 91010 1 2 3 4
66 78 9101101 2 3 4 5
7|7 8 910101 2 3 4 5 6
8/ 8 9101101 2 3 45 6 7
91910101 2 3 4 5 6 78
10{1011 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1111 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tabulka 0.4.: Tabulka sc¢itdni ,modulo 12“ s ¢isly 0 aZ 11.

+1012345
0]012345
11123450
21234501
31345012
41450123
51501234

Tabulka 0.5.: Tabulka sc¢itdni ,modulo 6% s cisly 0 az 5.

Vsimnéte si, ze v Cayleyho tabulce se vzdy objevuji pouze ¢isla ze zahlavi, zddné jinad. Tomu fikame,
Ze operace je uzaviena.

Déle si v Tabule @ vsimneme, ze v fadku i sloupci zna¢eném 0 je kopie zahlavi. Rikdme, Ze 0 je
neutralnim prvkem operace.

A kone¢né si vSimneme, Ze v kazdém fadku i kazdém sloupci se nachéazi neutralni prvek 0. Naptiklad
v fadku 2 a sloupci 4 je 0, coz znamena, %e 2 + 4 = 0 a podobné 4 + 2 = 0. Rikdme, Ze ¢islo 4 je inverzni
k ¢islu 2, tj. misto pricteni x + 2 mizeme kdykoliv odecist x — 4 a dostaneme stejny vysledek. Napriklad
3+2=5=4—-4.

Ovéreni asociativity operace s¢itani modulo 6 je zdlouhavé. Museli bychom ovérit, ze pro libovolnou
trojici ¢éisel z,y,z € [0,5] plati z + (y + z) = (v + y) + 2. Napiiklad 4 + (3 +5) = 4+ 2 = 0 a soucasné
(4+3)+5=1+5=0. Takovych trojic je 62 = 218, stejné bychom ovéfili zbyvajicich 217 trojic. v

Piiklad 0.20. PopiSme tabulku operace nasobeni ,modulo 6.

24



Petr Kovdr, Prehled pojmi a oznacent 20. unora 2024

1012345
0]000000O0
11012345
21024024
31030303
41042024
5/054341
Tabulka 0.6.: Tabulka ndsobeni ,modulo 6“ s cisly 0 aZ 5.

Opét budeme pocitat pouze s ¢isly 0, 1, 2, 3,4 a 5.

Vsimnéte si, ze na rozdil od Tabulek X a A neni v Tabulce M@ kazdé ¢islo ve stejném poctu kopii.
Toto pozorovani bude hrat roli pozdéji pfi zavedeni pojmu grupy (na strané B3).

Vsimnéte si, ze v Cayleyho tabulce se vzdy objevuji pouze ¢isla ze zahlavi, Zddna jiné a operace je proto
uzaviena.

Pii podrobnéjsim zkouméni tabulky vidime, Ze operace nasobeni modulo 6 méa neutralni prvek 1, nebot
sloupec i Ffadek 1 je kopii zahlavi. Pro kazdy prvek z € [1,6] tedy plati -1 =1-x = z. Tato operace vSak
obecné nemd inverzni prvky. Neutralni prvek v fadé sloupct (i fadk) chybi, a proto napfiklad 2 - x # 1
pro kazdy prvek x € [1,6]. K prvku 2 proto neexistuje prvek inverzni. v

Cviceni
0.7.1.  Sestavte Cayleyho tabulku operace sc¢itani modulo 5. Ouvérte vlastnosti: uzavrenost, existenci neut-
rdalniho prvku, existenci inverzniho prvku ke kazZdéemu prvku.

0.7.2.  Sestavte Cayleyho tabulku operace ndsobeni modulo 5. Oveérte vlastnosti: uzavrenost, existenci ne-
utrdlniho prvku, existenci inverzniho prvku ke kaZdéemu prvku.

0.7.3.  Sestavte Cayleyho tabulku operace ndsobeni modulo 12. Qwvérte vlastnosti: uzavienost, existenci
neutralniho prvku, existenci inverzniho prvku ke kazZdému proku.

0.7.4. Sestavte Cayleyho tabulku operace sc¢itani a) ,modulo 2%, b) ,modulo 3. Pti poéitani vystacime
pouze s cisly 0, 1, respektive s ¢isly 0, 1, 2. Rikd se, Ze budeme pocitat se zbytkovymi tiidami, kde tiida obsa-
huje vZdy véechna vétsi ¢i mensi celd cisla, kterd jsou s uvedenym reprezentantem zbytkové tridy kongruentni
dle prislusného modulu.

0.7.5.  Mé&me prirozené cislo n. Ukazte, Ze soucet tii po sobé jdoucich mocnin n3, (n+1)3 a (n + 2)3 je
delitelny deviti.

0.7.6.  Platné rodné cislo (aZ na nékolik tisic vyjimek) musi byt délitelné 11. Z rodného cisla 6371225673
vypadla jedna cifra. Urcete chybéjict cifru. Patri rodné cislo Hynkovi nebo Jarmile?

0.7.7.  Jakych hodnot mize nabyvat posledni znak x rodného ¢isla 140210850z ?
0.7.8.  Urcete, kolik existuje rodnych ¢isel tvaru a) 7702291111, b) 0277291111, ¢) 0229771111.

0.7.9. 'V knize ,Stopaiiv privodce po galaxii“ pise Douglas Adams, Ze odpovéd na fundamentdini otdzku
Zivota Vesmiru a vibec je 42. V navazujici knize se ukdze, Ze se se jednd o odpovéd na otdazku ,Kolik je 6
krat 92% Za jakiyjch predpokladi je tato odpovéd sprdvnd?

0.8. Dukazové techniky

Matematika, ale i jiné moderni védni discipliny se vyznacuji svou exaktnosti. Rozumime tim schopnost
odvodit ¢i dolozit pravdivost predkladanych tvrzeni, tj. zd@vodnit, pro¢ jisté predpoklady garantuji splnéni
néjakého tvrzeni. V moderni matematice je pojem matematického dikazu peclivé formalizovan.

V matematické logice podléha formulace tvrzeni i dikazi prisnym pravidlim, véetné pouzité abecedy,
syntaxe, tzv. primitivnich pojmu, axiomt a logickych krok. Pii formulaci tvrzeni a jejich dokazovani
v matematice zpravidla vystacime s béznym jazykem. Nékdy se tak dopoustime jistych nepresnosti, zejména
s viceznacnosti nékterych formulaci. V tomto textu se snazime o peclivé formulace, vyuzivame ustalené
slovni obraty a formulace tak, aby text byl korektni a soucasné srozumitelny.

Historicky vyvoj dikazu sahd hluboko do minulosti. K nejznaméjsim historicky dolozenym dikaztm
patii razné prevazné grafické dikazy Pythagorovy véty. Zatimco tvrzeni samotné najdeme na Babylonské
tabulce z doby cca. 1900-1600 pf.n.l., nebo na ,Rhindové Papyru“ z Egypta 1788-1580 pf.n.l., tak dikaz je
piisuzovan tzv. Pythagorejské gkole (560-480 pi.n.l.) a nezévisle také v Ciné cca. 500-200 pred n.l.
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V moderni matematice je matematicky diitkaz chapan jako posloupnost elementarnich ovétitelnych krokt
vedoucich od znamych nebo pfedpokladanych tvrzeni k novému dokazovanému tvrzeni. Sytém axiomu se
lisi dle pouzité teorie. Zatimco v geometrii se jedna zpravidla o pét Euklidovych axiomu, tak v diskrétni
matematice (i teorii grafi) se jednd o tzv. Peanovy axiomy. ProtoZe fada mySlenek zasahuje i do dal-
$ich matematickych disciplin, pracujeme s pojmy a tvrzenimi spadajicimi napiiklad do teorie mnozin nebo
aritmetiky.

V dalsim textu pripomeneme hlavni myslenku matematického diikazu i nejbéznéjsi dikazové techniky.

Vyrok a vyrokova forma

Virokem je takové tvrzeni, kterému mé smysl pfifadit pravdivostni hodnotu pravda (,true* ¢ 1) nebo
nepravda (false“ ¢i 0). Z jednoduchych vyroki mizeme sestavovat slozené vyroky pomoci logickych spojek.
Mezi nejcastéjsi logické spojky patii konjunkce ,a soucasné“, disjunkce ,nebo“ a unérni logicky operator
negace ,neni pravda ze“. V tomto textu konjunkci zna¢ime ,A“, disjunkci ,,V“ a negaci ,,—“.

Dalsi ¢asto pouzivanou spojkou je implikace, kterd se pouziva jednak prii formulaci tvrzeni vét, kdy
tvrzeni véty je splnéno jen za urcitych predpokladi, tak ptfi odvozovani a sestavovani diikazti tvrzeni. V tomto
textu implikaci znacime ,,=“ a ekvivalenci ,,<*. Fkvivalence ndm umozni sestavit slozeny vyrok, ktery rika,
Ze oba vyroky maji stejnou pravdivostni hodnotu. Tvrzeni ve tvaru ekvivalence maji ¢asto hluboky vyznam,
nebot ukazuji, jak jeden problém formulovat ¢i dokonce FeSit v kontextu jiné tilohy a naopak.

Vyrokovd forma je tvrzeni, které obsahuje jakousi vyrokovou proménnou. Vyrokova forma neni vyrokem
sama o sobé, vyrok dostaneme naptiklad dosazenim konkrétni hodnoty za vyrokovou proménnou. V bézné
fe€i rozdil mezi vyrokem a vyrokovou formou snadno prehlédneme, coz byva zdrojem chyb a zdanlivych
paradoxti. Napiiklad ¢asto uvadény priklad ,dnes je pékné“ neni vyrokem, nebot pravdivost tvrzeni zavisi
na konkrétnim datu nebo misté, kde jeho platnost posuzujeme. Tato vyrokova forma vyslovena v urcitou
chvili mtize mit jinou pravdivostni hodnotu na rtznych mistech. Napsané tvrzeni snadno zméni pravdivostni
hodnotu podle toho, kdy vyrok ¢teme.

Takovym nepfesné vyjadfenym tvrzenim se v matematice snazime vyhnout peclivou formulaci. Mira
podrobnosti formulace zavisi na kontextu a o¢ekdvaném Ctenari.

Ukazme si rozdil vyroku a vyrokové formy na dalsim piikladu. Bez dalsiho kontextu je

x>0

vyrokovou formou. Nema smysl rozhodovat o pravdivosti nebo nepravdivosti tvrzeni, ze x je nezaporné ¢islo.
Casto se vSak zépis x > 0 objevi na konci v§pocetniho postupu. Pak chipeme zapis > 0 jako soucast
slozeného vyroku ,jestlize realné c¢islo = je feSeni nerovnice, tak x > 0“, pripadné ,feSenim nerovnice jsou
vSechna realné ¢isla, pro kterd plati x > 0“. Zatimco bez kontextu se o vyrok nejednd, tak po zasazeni
do obvyklého, byt nevysloveného kontextu se o vyrok jedna.

Kvantifikatory

7 vyrokové formy mizZe ziskat vyrok, aniz bychom dosazovali konkrétni hodnotu vyrokové proménné, a sice
pouzitim kvantifikdtoru. Kwantifikdator je proto dilezity nastroj, pomoci kterého lze sestavit vyroky, které
zpravidla maji vyznamnou vypovidaci hodnotou. Nejbé&znéjsi kvantifikdtory jsou univerzalni (vSeobecny)
kvantifikator a existenc¢ni kvantifikator.

Univerzalni kvantifikdtor ,pro kazdy prvek x dané mnozZiny M“ znac¢ime Vx € M. Symbol pochdzi
z prvniho pismene anglického slova ,all“. Pouzitim univerzalniho kvantifikatoru fikame, Ze z vyrokové formy
dostaneme pravdivy vyrok bez ohledu na to, ktery prvek mnoziny M zvolime a do vyrokové formy dosadime.
Takovy vyrok zpravidla fiké4, Ze mame mnozinu feseni néjaké tlohy.

Existenc¢ni kvantifikator cteme ,existuje prvek = dané mnoziny M*“ a zna¢ime 3x € M. Symbol pochazi
z prvniho pismene anglického slova ,exist*. Pouzitim existen¢niho kvantifikatoru fikdme, Ze v dané mnoziné
existuje alesponl jeden prvek (jeden nebo vice prvki), jehoz dosazenim dostane z vyrokové formy pravdivy
vyrok. Vyrok s pouzitim existen¢niho kvantifikdtoru zpravidla fikd, Ze néjaka tloha ma FeSeni.

Neékdy se pouziva jesté kvantifikdtor jednoznacné existence ,existuje pravé jeden prvek x dané mno-
Ziny M“, zna¢ime jej Jlz € M. Pouzitim kvantifikdtoru jednoznacné existence fikdme, Ze v dané mnoziné
existuje jediny prvek, jehoz dosazenim dostane z vyrokové formy pravdivy vyrok. Takovy vyrok zpravidla
fika, ze néjaka tiloha ma feSeni a toto feSeni je urceno jednoznacné.

Jesté pfipomeneme, Ze negaci vyroku s existenénim kvantifikdtorem je vyrok se vSeobecnym (v jistém
smyslu opaénym) kvantifikdtorem a negaci vyrokové formy. Jestlize P(x) je vyrokova forma, tak negace
kvantifikovanych vyrokt mtizeme obecné zapsat:

- (Vzem: Plx)) =3z € M :-P(z)
—(Jz em: Px)) =V e M:-P(z).
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Abychom mohli popsat nejbéznéjsi dikazové techniky, podivejme se nejprve na obvyklou strukturu
dokazovanych tvrzeni.

Struktura tvrzeni
Matematickd tvrzeni maji zpravidla tvar implikace P = T, kde P je predpoklad a T je samotné tvrzeni.
Predpokladu fikame také postacujici podminka implikace a tvrzeni je nutnd podminka implikace.

Predpoklad miize byt i nevysloveny, jestlize vyplyva z kontextu. Pii sestavovani diikazu vSak s predpo-
kladem zpravidla pracujeme a musime z kontextu poznat, jaky pfedpoklad je. Rika-li véta naptiklad ,Kazdy
pravidelny graf sudého stupné s alespon jednou hranou ma 2-faktor“, tak tvrzeni muzeme prirozené prefor-
mulovat do tvaru implikace ,Jestlize G je pravidelny graf sudého stupné, ktery ma alespon jednu hranu,
potom graf G mé 2-faktor.“ Predpoklad véty ika, ze mame pravidelny graf G sudého stupné, ktery mé
alesponi jednu hranu. Tvrzeni véty fika, Zze graf G ma 2-faktor. Jestlize véta plati, tak existence 2-faktoru
nutné vyplyva ze splnéni predpokladu. Naopak, aby platilo tvrzeni, sta¢i aby byl splnén predpoklad.

Vétsinu dilezitych tvrzeni formulujeme jako véty. Disledek véty je takové tvrzeni, které snadno vyplyne
z jiz dokézané véty. Dukaz disledku byva zpravidla kratky, sta¢i jeden nebo dva kroky a z tvrzeni véty
odvodime tvrzeni disledku. Lemma je pomocné tvrzeni, které nékdy neni zajimavé samo o sobé, ale popisuje
néjaky obrat nebo vlastnost, ktera usnadni konstrukci ¢i diikaz jiné véty.

Ne kazdé tvrzeni vSak umime dokazat. Tvrzeni, o kterém mame divod pfedpokladat, ze je pravdivé,
ale neni znam jeho dukaz, se nazyva hypotéza. Jakmile se tvrzeni podafi dokazat, stane se z hypotézy
véta. BohuZel nemizeme Cekat, Ze vSechna tvrzeni se podafi dokazat. Kurt Godel v roce 1931 ukazal, ze
axiomatickd vystavba teorie ma své limity. V kazdé dostateéné bohaté teorii je mozné formulovat tvrzeni,
tzv. ,nerozhodnutelnd tvrzeni®, kterda v rdmci teorie neni mozné dokazat, ani vyvratit.

Struktura dukazu

Diikaz tvrzeni je posloupnost kroki, které na sebe logicky navazuji, kazdy krok vyplyva z predchozich krokt
dle pravidel odvozovani. Posloupnost krokt obvykle vychéazi z predpokladu tvrzeni, vyuziva jiz dokazana
tvrzeni a axiomy dané teorie, a postupné odvodi dokazované tvrzeni. Sestaveni diikazu je tvoriva ¢innost,
autor musi spravnou posloupnost kroku objevit. Naproti tomu verifikace dukazu je jednodussi, spociva
v ovéfeni vSech jednotlivych krokt dikazu.

Nékteré typy dukazt maji jistou ustilenou strukturu, kterd nalezeni celého postupu usnadnuje. Ty-
pickym prikladem je dikaz matematickou indukci. Elegantni dikazy naopak vyuzivaji néjaky prekvapivy
obrat nebo pozorovani, které usnadni naroény krok dikazu a které ptrinasi radost a pozitivni prozitek i
¢tenaii. Matematik Paul Erdds o obzvlasté elegantnich dikazech fikal, Ze pochézi z Knihy (anglicky ,,The
Book“), bajné pfirucky, kterd obsahuje ty nejelegantnéjsi ditkazy vSech moznych tvrzeni. V roce 2003 vysla
kniha ,Proofs from THE BOOK*, ve které editofi shroméazdili 32 dukazu, které jsou Casto vnimany jako
mimoradné pékné.

V dalsich odstavcich pfipomeneme nékolik nejcastéjsich dikazovych technik.

Pifimy dukaz

Pfimy dtkaz je nejjednodussi dikazova technika. Jestlize tvrzeni ve tvaru implikace P = T dokazujeme
primo, tak vyjdeme z predpokladu P a za pouziti pravidel odvozovani, axiomu a dfive dokazanych tvrzeni
odvodime tvrzeni véty T

Priiklad 0.21. Ukézeme, Ze druhd mocnina lichého celého ¢isla je liché éislo.

Mé&jme liché celé ¢islo n, tj. n = 2t + 1 pro néjaké t € Z. Druh mocnina ¢isla n je n? = (2t +1)% = 42 +2t +
+1=2(2t2 +t) + 1. Protoze ¢islo 2t2 + ¢ je jisté celé &islo a 2(2t2 + t) je jisté sudé &islo, tak 2(2t2 +¢) + 1
je liché celé cislo. v
Piiklad 0.22. Ukazeme, Ze rovnice x2 + 4z + 6 = 0 nem4 feSeni v mnoziné realnych éisel.

Kvadraticky trojélen upravime na étverec. Dostaneme 2% +4x +5 =22 +4r + 4+ 1 = (v +2)? + 1. Prvni
séitanec (x + 2)? je jisté nezdporny a druhy séitanec je kladny. Proto x2 + 42 + 6 > 0 a rovnice nem4 feseni
v mnoziné realnych ¢isel. v

Nepiimy dukaz
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P |\T |P=>T |-T=-P
010 1 1
01 1 1
110 0 0
11 1 1

Tabulka 0.7.: Tabulka pravdivostnich hodnot implikace a obmeény implikace.

Nepfimy dikaz tvrzeni ve tvaru implikace P = T vyuziva faktu, ze obména =T = —P ma stejnou vzdy
pravdivostni hodnotu, jako ptvodni implikace P = T'. Tabulka T porovnava pravdivostni hodnoty obou
slozenych vyrokt P = T i =T = —P.

Nékdy mtze byt jednodussi misto implikace P = T' dokazovat jeji obménu =T = —P.

Priiklad 0.23. Jestlize soucin dvou celych ¢isel ab je sudy, tak alespon jedno z ¢isel a, b je sudé.
Postupuje neptimo, tj. dokdzeme obménu implikace: jestlize jsou cela ¢isla a, b licha, tak jejich soucin ab je
lichy. Vsimnéte si, ze misto tfi moznych pfipadd parity cisel a, b tak staci rozebrat pfipad jediny.

Protoze a je liché ¢islo, tak existuje celé ¢islo t takové, ze a = 2t + 1. Podobné b = 2s + 1, kde s € Z.
Potom souéin ab = (2t +1)(2s+ 1) = 4st +2s+ 2t + 1 = 2(2st + s+ t) + 1. Protoze 2st + s+t je celé {islo,
tak 2(2st + s +t) je sudé ¢islo a 2(2st + s +t) + 1 je liché &islo.

Dokézali jsme obménu implikace, kterd plati pravé tehdy, kdyz plati pivodni implikace. Tvrzeni je
dokézano. v

Dukaz sporem

Dokazujeme-li sporem tvrzeni ve tvaru implikace P = T, tak ukdzeme, Ze soucasné splnéni pfedpokladu
a neplatnost tvrzeni ve ke sporu. Sporem rozumime situaci, kdy odvodime platnost néjakého tvrzeni a sou-
¢asné platnost negace tvrzeni: A A —=A. V teorii vybudované z konzistentnich axiomt nemame zadny sporl.
Symbolicky mtzeme zapsat strukturu dikazu implikace P = T sporem takto:

PA-T=...= AN-A (3)

Predpokladame-li bezespornost teorie, tak v okamziku, kdy narazime na spor, mazeme tvrdit, ze implikace
P = T plati, tj. za predpokladu P plati tvrzeni T'. Zduvodnéni je nasledujici: Narazime-li za pouziti pravidel
odvozovani v fetézci implikaci [3] na spor, tak musi byt vychozi krok fetézce implikaci neplatny, tj. neplati
konjunkce P A =T. Konjunkce neplati, jestlize alespon jeden z vyrazti neni pravdivy. Pokud neni pravdivy
predpoklad P, tak nejsou splnény predpoklady dokazované véty a takova situace neni pro dikaz tvrzeni
relevantni. Jedinou zbyvajici moznosti je, Ze neni pravdiva negace tvrzeni =T a plati —(—T), tedy plati T
Uvedené zduvodnéni je spoleéné vSem dikazim sporem, proto se zpravidla jiz neuvadi. Zkuseny ctenar vi,
7e dostaneme-li v ditkazu sporem dvé navzajem se vylucujici tvrzeni, dostavame spor AA—A. Proto muZzeme
ihned tvrdit, ze za splnéni pfedpokladu P plati tvrzeni T'. Mame tak dokdzanou implikaci P = T
Mezi klasické priklady dtikazu sporem patii Euklidtv dikaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel.

Piiklad 0.24. Ukéazeme, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho.
Postupujeme sporem. Vyuzijeme zakladni vétu aritmetiky, kazdé pfirozené ¢islo vétsi nez 1 muzeme napsat
jednoznacné jako soucin prvocisel. Pro spor predpokladame, Zze prvocisel je koneéné mnoho, oznacime je

P1,P2, ..., Pn- AvSak ¢islo z, kde = p; - ps - - - p, + 1, neni délitelné ani jednim z prvocisel! Dostavame spor.
Predpoklad, Ze prvocisel je koneéné mnoho, vede ke sporu, proto neni pravdivy, tj. prvocisel je nekonecné
mnoho. v

Jen upozornime, Ze na konstrukci diikazu sporem se nemuzeme spolehnout v takové teorii, kde samotné
axiomy vedou ke sporu. Proto fada autorii preferuje misto dikazu sporem dtikaz pfimy, ¢i nepfimy, nebot
dikaz sporem vyuziva bezespornost dané teorie. Jesté upozornime, ze v teorii, ktera obsahuje spor, je mozné
dokazat libovolné tvrzeni vCetné negace kazdého tvrzeni. O fenoménu tak zvané logické exploze je psdno
na strané B4.

Dukaz matematickou indukci
Matematicka indukce je dikazova metoda, ktera se pouziva zejména pro dikazy tvrzeni ve tvaru

VYn € M : P(n),

Ly Godelovy Druhé véty o netuplnosti vSak vyplyva, ze bezespornost dostateéné bohaté teorie, mezi které diskrétni mate-

matika patfi, bezespornost mizeme pouze predpokladat, nemizeme ji vSak dokéazat.
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kde M je néjakd mnozina cisel aritmetické posloupnosti. Diikaz matematickou indukci mé vzdy dvé princi-
pialné rtzné ¢asti. Zdklad indukce je Gast, ve které ukdzeme platnost tvrzeni vyrokové formy P(n) pro jednu
nejmensi, pripadné nékolik nejmensich, hodnot n. Hodnotu oznac¢ime ng. V indukénim kroku pak ukazeme
obecny postup, jak platnost vyroku P(n) odvodit na zdkladé platnosti vyroku P(k) pro hodnoty k mensi
nez n.

Jestlize k je jedna nebo vice hodnot bezprostfedné mensich nez n, fikdme, Ze pouzivame klasickou
indukci. V pfipadé, Ze potfebujeme vyuzit platnosti pro jednu nebo vice hodnot k z intervalu [ng,n — 1],
fikdme, Ze pouzivame silnou indukci. Nazev ,silnd“ indukce je ponékud zavadéjici, protoze oba pristupy jsou
ekvivalentni co do mnoziny dokazatelnych tvrzeni.

Matematicka indukce nachazi uplatnéni pii ditkazu fady vztahti, rovnosti, nerovnosti, relaci, ale i algo-
ritmi. Casto lze induktivni ditkaz néjakého tvrzeni implementovat jako rekurzivni algoritmus pro konstruk-
tivni feseni tlohy.

Piiklad 0.25. Ukazte Ze pro kazdé n > 5 plati 2" > n2.

Zdklad indukce: Nejmensi hodnota, pro kterou mame tvrzeni dokézat, je n = 5. Protoze 2° = 32 > 25 =
= n?, tak tvrzeni pro n = 5 plati. (V§imnéte si, Ze pro mensi hodnoty tvrzeni platit nemusi: naptiklad pro
n =0 an = 1 tvrzeni sice plati, ale pro n = 2, n = 4 nastavé rovnost a pro n = 3 tvrzeni také neplati, nebot
23 =8<9=32)

Indukénd krok: Predpokladejme, Ze pro néjakou hodnotu n, kde n > 5, je nerovnost splnéna, tj. 2% > n?2.
Je dobré si uvédomit, ze zde nepfedpokladame platnost dokazovaného tvrzeni, protoze tvrzeni dokazujeme
pro vsechna n > 5, ale platnost predpokladame pro néjaké n, coz dle zdkladu indukce mame provéfeno.
Nyni ukdzeme, Ze nerovnost je splnéna i pro nasledujici hodnotu n + 1.

2'",—‘,—1 —9. 2n
S vyuzitim indukéniho predpokladu 2" > n? miizeme pravou stranu upravit
2n+l > 9. n2
=n? +n?
=n?+2n+ (n —2)n,
a protoZe pro n > 5 je (n — 2)n > 1, tak miZeme upravit
2"t > n? 4 2n 41
=(n+1)%

Celkem dostévame, ze 2"*! > (n + 1)? a podle principu matematické indukce je nerovnost 2" > n? splnéna
pro vSechna n > 5. v

Jak muze dukaz dvou kroki zajistit platnost tvrzeni pro nekonecné mnoho hodnot? Princip matematické
indukce byva nékdy pfirovnavan k padajici fadé dominovych kostek (Obrazek II=1). Zaklad indukce odpo-
vidd prvnimu kroku: shozeni prvni kostky v fadé. To vsak nesta¢il Musi byt zajisténo, Ze kazda padajici
kostka shodi nésledujici kostku, coz zajistuje platnost indukéniho kroku. Uvédomte si, jak se oba kroky
principidlné lisi: zatimco zadklad indukce Fesi jednu konkrétni hodnotu (kostku), pripadné nékolik hodnot
(kostek), tak indukéni krok fesi vztah mezi obecnou n-tou hodnotou (kostkou) a nésledujici, respektive
predchozi hodnotou (kostkou).

Obrézek 0.18.: Rada dominovijch kostek.
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Uplnost dfikazu matematickou indukci, tj. platnost P(n) pro kazdy prvek mnoziny M, miizeme opét
znéazornit padajici fadou kostek. Nebude-li shozena prvni kostka, fada nespadne. Déle, pokud nebude
zajisténo, ze kazda kostka shodi nasledujici kostku, fada kostek také nespadne cela.

V diskrétni matematice a zejména v teorii grafi mize mit diikaz matematickou indukeci svou specifickou
strukturu. Zatimco v diikazech matematickou indukci rtiznych algebraickych tvrzeni hodnotu vyrokové pro-
ménné v indukénim kroku zpravidla zvysujeme, z pfedpokladu platnosti P(n) odvozujeme platnost P(n+1),
tak v teorii grafii ¢asto hodnotu vyrokové proménné nejprve zmensime, prozkoumame strukturu mensiho
grafu, a poté hodnotu parametru opét zvysime a odvodime platnost P(n) na zdkladé pozorovani pro hod-
noty k z intervalu [ng,n — 1]. To mé dobry dtivod. Zatimco v algebfe je zajimava pouze hodnota indukéni
proménné, kterou muzeme zvysit nebo snizit, tak v teorii grafi je vyznam hodnoty indukéni proménné vazan
na strukturu grafu. Potom nemusi byt jasné, zda kazdou vétsi strukturu miZzeme dostat pouhym pfidavanim
k mensi struktufe. Dokonce je fada pfikladi, kde to neni pravda: napiiklad vétsi cyklus C), 11 nedostaneme
pouhym pfidanim vrcholu a hrany do mensiho cyklu C),. Museli bychom néjakou hranu také odebrat. Mu-
zeme vSak z cyklu C,, nejprve hranu odebrat, potom zkoumat vlastnosti vzniklého podgrafu P,, ktery ma
sice stejnou mnozinu vrcholt, ale mensi pocet hran. Nebo muZeme z cyklu C,, odebrat vrchol (a obé inci-
dentni hrany) a zkoumat vlastnosti vzniklého podgrafu P, _;. Poté vratime odebranou hranu resp. odebrany
vrchol zpét a odvodime platnost tvrzeni pro cyklus C,,.

Priklad 0.26. Vime, ze soucet vnitinich Ghla trojuhelnika je m. Méjme konvexni n-tthelnik. Indukci
ukdzeme, Ze soucet vnitinich thld tohoto n-thelnika je (n — 2).

Zaklad indukce: Nejmensi hodnota ¢isla n, pro kterou ma smysl sestrojit n-thelnik, je n = 3. Pro trojuhel-
nik vime, ze sou¢et hodnot vnitinich Ghlu je 7, coz odpovida dokazovanému vztahu (n —2)m = (3—2)7 = 7.
Indukcéni krok: Méjme néjaky konvexni n-thelnik pro n > 3. Daéle predpokladejme, pro hodnoty k, kde
3 < k < n, soucet vnit¥nich hli n-thelnika je (k — 2)m. Nyni uréime soucet vnitfnich hla naseho n-
uhelnika. Libovolnou thlopfickou rozdélime n-thelnik na dva mensi konvexni mnohotihelniky. Neni tézké si
rozmyslet, Ze pro konvexni mnohotihelnik se vzdy miZe jednat o jeden trojuhelnik a jeden (n — 1)-tithelnik
(Obrézek OT9).

Obrazek 0.19.: Rozdéleni n-uhelnika na trojuhelnik a (n — 1)-tdhelnik.

Soucet vnitfnich Ghlid trojthelnika je 7 a podle indukéniho pfedpokladu je souéet vnitinich thla (n—1)-
thelnika roven (n—3)m. Soucet vnitinich hlt daného n-thelnika je dan souc¢tem vnitinich (hlé trojihelnika
a (n — 1)-thelnika, coz dava m + (n — 3)m = (n — 2)7.

Podle principu matematické indukce je proto soucet vnitinich thli kazdého konvexniho n-thelnika roven
(n—2)7. v

Priiklad 0.27. Ukazeme, ze kazdé postovné vétsi nebo rovno 9 K¢ miZe byt zaplaceno uzitim znamek
v hodnoté 3 K¢ a 5 K¢.

Tvrzeni ukdzeme matematickou indukei vzhledem k cené c.

Zidklad indukce: Nejprve ukdzeme, ze je mozno vyplatit ¢astky

e 9Kcjako3+3+3=09,
e 10 K¢ jako 5 + 5 = 10,
e 11 K¢ jako 5+ 3+ 3 =11.

Indukcni krok: Ukéazeme, ze kdyz jde zaplatit postovné v cené ¢, tak jde zaplatit také postovné o hodnoté c+
+ 3. Staci nalepit o jednu tfikorunovou znamku navic.

To podle principu matematické indukce znamen4, ze pomoci znamek v hodnoté 3 a 5 K¢ mtzeme zaplatit
jakékoliv postovné v hodnoté alespon 9 K¢.

Vsimnéte si, ze postovné 8 K¢ je také mozno zaplatit jako 3 + 5 K¢. Dokazované tvrzeni by mohlo
byt obecnéjsi. Naproti tomu hodnotu 7 K¢ zaplatit neni mozné. Pokud bychom platili pouze tfikoruno-
vymi znamkami, 7 K¢ nezaplatime. Pokud platime alespon jednou pétikorunovou znamkou, tak zaplatime
¢asku 5 K¢, 8 K¢, nebo castky vyssi, ale 7 K¢ zaplatit nelze. v

Otazky:
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e Vysvétlete rozdil mezi pojmem indukce a silnd matematickéd indukce.
e Vysvétlete analogii princip matematické indukce na vystoupani na libovolné vysoky zebtik.

O dtkazech matematickou indukei napsal David S. Gunderson péknou knihu ,,Handbook of Mathema-
tical Induction: Theory and Applications”.

Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_proo

® pttps://en.wikipedia.org/wiki/Godel’s_incompleteness theorema

® pttps://www.Mmaa.org/press/maa-reviews/handbook-of-mathematical-induction-theory-and-applicationg

Cviceni

0.8.1. Dokaszte, e ¢islo \/3 neni raciondin.

0.8.2.  Ukazte Ze soucet licheho poctu lichych scitanci je liché cislo.

0.8.8. Mé&jme prirozené ¢islo n. Ukazte, Ze pro ¢islo n* + 4 je prvocislo pouze pro n = 1.

0.8.4. Méjme prirozené cislo n. UkaZte, Ze pokud soucet vsech kladnych deélitelu cisla n je n+ 1, tak n je
prvocislo.

0.8.5. Ukazte, Ze logy 3 je iracionalni cislo.

0.8.6. Ukazte, Ze je-li néjakd operace asociativni pro libovolnou trojici proki x,y,z € A, tak vysledek ope-
race bude stejny pro libovolné uzdvorkovani kazdé posloupnosti prvki ay, as,...,a € A (tj. vysledek operace
je asociationi pro k prokd).

0.8.7. Ukazte, Ze Zddny polynom anx™ + ap_12p" "t + - + a1z + ag s celoc¢iselnymi koeficienty (a; € Z
pro 0 < 1 < n) nemize mit v prirozenych cislech (pro x € N) pouze prvociselné funkéni hodnoty, jestlize ag
nent prvocislo ani 1. Plati tvrzeni pokud ag je prvocislo? Plati tvrzeni pokud aqg je 17

0.8.8.  Méjme libovolnd dvé po sobé ndsledugici lichd ¢isla p a q. Ukazte, Ze (p+ q) | (p? + qF).

0.9. Co se neveslo

Nasleduje nékolik poznamek, které nespadaji do zadné z predchozich podkapitol.

Interval celych ¢&isel

Interval celyjch cisel [a,b] zavedeme jako mnozinu {x € Z : a < x Az < b}. Mohutnost (koneéné) mnoziny

M udéva pocet prvkd v M a znaéime ji [M|. Mohutnost mé smysl zavést i pro nekoneéné (i nespocetné)
mnoziny, v tomto textu ale budeme pracovat s mohutnosti jen kone¢nych mnozin.

Skalarni a vektorovy soudin vektoru

Méjme mnozinu R". Kazdy prvek mnoziny R™ nazveme n-rozmérnym vektorem a kazdé dva vektory d, be
R™ mtzeme skaldrné vynésobit. Ozna¢me d = (aj,as,...,a,), b = (b1,ba,...,b,), Skaldrnim soucinem
vektoru da, b rozumime é&slo definované

d’~b:a1b1+a2b2+~~+anbn.
Je dobré si uvédomit, ze skaldrni soucin vektorti neni operaci na mnoziné R"™, nebot vysledkem skaldrniho
soucinu neni vektor z mnoziny R".
Jestlize se omezime na pripad n = 3, mizeme nadefinovat jiny soucin vektoru, ktery je operaci na mno-
7iné R3. Vektorovym soucinem vektorti @ = (a1, az,as), b = (b1, ba, b3) rozumime vektor definovany

a x l;: (a2b3 — agbg,agbl — a1b3,a1b2 — agbl).

Asi nejprehlednéji je vektorovy soucin popsany jako determinant matice

. i J k
axb=l|ar az az|;
by b2 b3
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kde i = (1,0,0), j= (0,1,0), k= (0,0,1) jsou jednotkové vektory ve sméru jednotlivych os.

Nekoneéno

Je nekoneéno celé ¢islo nebo redlné c¢islo? Tato otdzka vypadd moZzna zajimaveé, ale nemda smysl. Pojem
nekonecna muzeme chapat nékolika zpiisoby, ale v ani jednom z nich neni nekone¢no chapéano jako obvyklé
¢islo.

Jednak mtizeme ,nekoneéno® chépat jako vyjadieni velikosti prvku nebo mnoziny. Staii Rekové pra-
covali s nekonecnem, jako s ,potencionalnim® nekonecnem: pfimka je tsecka, kterou muzeme libovolné
prodluzovat, ke kazdému pfirozenému c¢islu mizeme najit vétsi. Neméli potfebu ,mit vSechna pfirozena
¢isla“. Takova prace s aktudlnim nekoneénem: mame mnozinu N, ktera obsahuje vSechna prirozend disla,
automaticky predpoklada, ze je mozné obsdhnout vSech nekone¢né mnoho ptirozenych ¢isel do jedné mnoziny
a pracovat s nimi. Kazdopadné nema smysl fikat, Ze nekonecno je prirozené, nebo celé ¢islo, ani nebudeme
psat oo € N. Nekoneény pocet Cisel chapeme spise ve smyslu potencialniho nekonecna, tedy, ze zadné
prirozené ¢islo neni nejvétsi, vidy bychom mohli snadno najit vétsi prirozené ¢islo.

Podobné je tomu v piipadé, kdy popisujeme intervaly redlnych ¢éisel. Napiiklad (a,c0) je interval,
ktery popisuje (a zapisuje) mnozinu vSech redlnych éisel, kterd jsou vétsi nebo rovna né&jakému éislu a.
Nepotrebujeme tvrdit, ze co € R a ani to neni pravda.

Trochy jina situace nastane, pracujeme-li s rozsifenou mnozinou realnych ¢isel R*. Tady vnimame, Ze
dva prvky co a —oo do mnoziny R* patii, avSsak nepocitame s nimi jako s jinymi realnymi ¢isly. Vime
napiiklad, Zze rovnost a +4 = a nespliuje zadné realné ¢islo a, protoze odec¢tenim a od obou stran dostaneme
neplatné tvrzeni 4 = 0. AvSak zapis co + 4 = oo se objevit muze, ma vSak jiny vyznam. Zpravidla
jej chapeme tak, Ze pri¢tenim konstanty k nekonecné hodnoté nedostaneme hodnotu vétsi. Symbol oo je
pohodlny i pro vyjadreni faktu, ze ,nekonecno“ je vice nez libovolné realné ¢islo co > a, respektive —oo < a.

Naproti tomu kratit, zejména zapisujeme-li typ limity, by bylo chybou. Je-li limita typu 22, tak nemii-
zeme Tici, ze limita je rovna 1, jako kdybychom méli napriklad limitu vyrazu %. Zkratka symbol nekonecna
nevnimam jako ,¢islo“, ale jako prvek, ktery miZzeme porovnavat (co > 4), miZeme pracovat s nékterymi
operacemi (0o - (—2) = —00), ale ne se vSemi operacemi (oo — oo # 0).

0.10. Doplitkova témata

Ovéreni asociativity

Rozpoznat komutativitu operace dle Cayleyho tabulky je snadné. Operace je komutativni praveé tehdy, kdyz
tabulka operace je symetricka podle hlavni diagonaly. Technicky je nutno ovérit platnost rovnosti aob = boa
pro kazdou (neuspotfddanou) dvojici riznych prvka.

Oveérit, zda operace zadand Cayleyho tabulkou je asociativni, je pracné. Neni jednoduché pravidlo, které
je mozno ovérit pohledem do tabulky. Mame-li mnozinu A s operaci ,,0“, tak podle definice musime ovéfit,
zda pro kazdou trojici prvkil a,b,c € A plati (aob)oc = ao (boc). Pro nekomutativni grupu to znamena
ovéfit |A|® rovnosti.

Lighttiv test asociativity nabizi systematicky a pfrehledny pfistup k ovéfeni asociativity, tiebaze neni
rychlejsi, nez provéreni |A|? rovnosti. Misto tabulky operace ,,0“ sestavime |A| dvojic tabulek (jednu dvojici
tabulek pro kazdy prvek a € A) operaci ,,01“ a ,,09%, kde

zory=wo(aoy)
zoyy =(roa)oy

Je-li kazda z téchto dvojic tabulek stejna, operace ,,0* je asociativni. Jestlize se néktera dvojice tabulek lisi,
operace ,,0“ asociativni neni.

Priklad 0.28. Ukédzeme, ze operace ,0“ v grupoidu (G, o) je asociativni.

32



Petr Kovar, Prehled pojmi a oznaceni

20. unora 2024

Pro kazdy ze ¢tyt prvki a, b, ¢, d sestavime a porovname obé tabulky Lightova testu. Napriklad pro prvek a
sestavime dvé tabulky operaci, Tabulku @ vlevo pro operaci x o1 y = x o (a o y) a vpravo pro operaci

xogy = (xoa)oy. Protoze obé tabulky jsou stejné, asociativita neni porusena.

Tabulka 0.9.: Operace ,01“ a ,09% pro prvek a Lightova testu.

Podobné sestavime tii dvojice tabulek pro zbyvajici prvky b, ¢ a d. Dostaneme vzdy stejné dvojice
tabulek. Pro prvek b dvé tabulky identické s Tabulkou I vlevo, pro prvek ¢ dvé tabulky identické
s Tabulkou M uprostied a pro prvek d dvé tabulky identické s Tabulkou T vpravo.

01,02‘abcd 01,02‘abcd 01,02‘
a badc a cdabd a
b abecd b dcba b
c dcba c abcd c
d cdabd d badc d

Tabulka 0.10.: Operace ,01“ a ,09“ pro prvek a Lightova testu.

SR QLo
0O U SO
QU O T Q| X

v

Zrychleni testu je mozné, pokud vime néco vice o struktufe operace. Zname-li napfiklad mnozinu
generatortt X (vSechny prvky A je mozno dostat jako kombinace prvki z X C A), stadi sestavovat |X|

dvojic tabulek pro kazdé a € X.

Otazka: Kolik je nutno sestavit rovnosti, abychom provérili, zda dand operace na n-prvkové mnoziné je

komutativni?

Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wikil/Light/2/s_associativity_tes

® RTTIp://math.stackexchange.com/questions/ 10233397 just-how-strong-is-associativityslg=7]

Cviceni

0.10.1. Ukazte, Ze operace 0% dana Cayleyho tabulkou je asoctativni.

eldeeaa
Tabulka 0.11.: Tabulka operace

0.10.2. Ukazte, zZe operace 0% dana Cayleyho tabulkou nent asociativni.

olabec
alaba
blbba
clbce

Tabulka 0.12.: Tabulka operace
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0.10.8. Ukazte, Ze operace ,,0“ na mnoziné A predpisem a o b = a je asociativni.

0.10.4. UkaZzte, Ze pro overent asociativity operace staci overit asociativitu operace na mnoziné generatorii.

Logicka exploze

Soucasné platnosti dvou navzdjem se vylucujici tvrzeni (tvrzeni T a negace —7T') Fikdme spor. Pokud bychom
pripustili, Ze takova situace nastane, tak i v intuitivni logice mtizeme odvodit platnost libovolného tvrzeni X.
Situaci, kdy jsme schopni dokazat libovolné tvrzeni, se fika logickd exploze.

1) Ptedpokladejme platnost (T'A —T).

2) Odtud eliminaci dostaneme platnost tvrzeni T

3) Zeslabenim tvrzeni T dostaneme platnost tvrzeni (T'V X).

4) Eliminaci musi podle bodu m) platit také —7T.

5) Vyloucenim platnosti 7' podle B) z tvrzeni B) dostaneme platnost libovolné zvoleného tvrzeni X.

V parakonzistentnich logickych systémech takova konstrukce neplati, nebot nékteré pouzité elementarni
ipravy nejsou povazovany za platné.

Je zajimavé si uvédomit analogii nepfipustnosti sporu v matematické teorii s obycejnym protimluvem.
I v bézné teci se nékdy dopustime protichtidnych tvrzeni. Jsme-li na protimluv upozornéni, pak je v lidské
prirozenosti pripadné nedorozumeéni vysveétlit a spor eliminovat, misto abychom jej povazovali za norméalni
soucast zivota a spokojili s konstatovanim ,no tak si protife¢im, no a co ma byt?«

Odkazy:

® pttp://en.wikipedia.org/wiki/Principle_oI_explosion

® pttp://de.wikipedia.org/wiki/EkExX_Talso_quodlibeq
® http://xkcd.com/ 704/
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Kapitola 1. Symetrie a dihedralni grupy

1.1. Symetrie

Jednou z motivaci, kterad stoji za definici pojmu grup, zejména konecnych grup, je pojem ,symetrie*. Co
je to symetrie? Rekneme, Ze né&jaky objekt je symetricky, jestlize je pro néj mozné zavést jistou operaci
symetrie, coZz je takové zobrazeni bodu v roviné nebo v prostoru, kdy prislusny objekt pred transformaci
je totozny s vyslednym objektem po transformaci. Rikéme, Ze zfistane sim sebou. Nutno piiznat, ze tim
jsme pouze prevedli definici pojmu ,symetrie objektu“ na predpoklad znalosti pojmu ,operace symetrie” a
Ltransformace®.

Na Obrazku IO vidime pfiklady osovych symetrii, kterym budeme zkracené fikat zrcadleni. Na Ob-
razku [ striktné vzato neni osova symetrie, nicméné jako tento obrazek byva také casto uvadén jako
piiklad ,symetrie” lidského téla.

Obrazek 1.2.: Osovd symetrie.

Nyni oznacime zobrazeni, kterd kazdy bod motyla nebo fotografie na Obrazku [T zobrazi tak, aby
vysledny obraz byl totozny s ptivodnim obrazkem. Pro obrazek vlevo se bude jednat o identitu I a o osovou
symetrii V' podle vertikalni osy. Pro fotografii vpravo se bude jednat o identitu I a o osovou symetrii H
podle horizontélni osy. Pro kazdy obrazek miZeme zobrazeni skladat. Operaci skladani zapisujeme pomoci
operatoru ,,0“. Pro symetrie fotografie vlevo jisté plati ol =1, IoV =V ol =V aVoV = I, coz muzeme
shrnout do Cayleyho tabulky T operace skladani zobrazeni.

o| IV
I\ 1V
VIV I

Tabulka 1.1.: Skladdni symetrii motylka.
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Podobné pro symetrie fotografie na Obrazku I vpravo jisté plati ol =1, IoH = Hol = H a
H o H = I, coz mizeme shrnout do Cayleyho tabulky 2

o| I H
I| 1 H
H| H I

Tabulka 1.2.: Skladdni symetrii fotografie odrazu na hladiné.

Symetrie rovnostranného trojuhelnika
Oznalime po fadé vrcholy trojuhelnika ABC. Trojthelnik mZeme zobrazit na sebe (vrcholy zobrazit
na vrcholy a hrany zobrazit na hrany tak, aby byla zachovina sousednost) Sesti riznymi zptisoby. Kazdé

takové zobrazeni je néjakou symetrii rovnostranného trojuhelnika. Jednotlivd zobrazeni pojmenujeme a
oznacime:

1) identita; oznacime ji Ry

2) otoceni o 120°; oznaéime ji Riag

3) otoceni o 240°; oznadime ji Raqg

4) zrcadleni s osou soumérnosti na vysce bodem A; oznacme ji Z4

5) zrcadleni s osou soumérnosti na vySce bodem Bj; ozna¢me ji Zp

6) zrcadleni s osou soumérnosti na vySce bodem C'; ozna¢me ji Z¢
Symetrie miZzeme pfehledné zapsat pomoci bijektivnich zobrazeni vrcholt {4, B,C} — {A, B,C} rovno-
stranného trojuhelnika ABC.

A B C A B C A B C
RWZ(A B c) R”“:(B C A) RMO:(C A B)

A B C A B C A B C
ZA:(A C B> ZB:<C B A> ZC:(B A c)

Obrazek 1.3.: Rovnostranny trojuhelnik md 6 symetrii.
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o Ry Risg Roso Za Zp Zc

Ry | Ro Riz0 Roso Za 2 Zc
Risg | Ri20 Roso Ro Zc Za Zs
Rogo | Roso Ro Ri20 ZB Zc Za

Zy | Za Zp Zc Ro Rizo Rago

Zp | ZB Zc Za Rz Ro Rio

Zo | Zoc Za Zp Rizg Raan Ro

Tabulka 1.3.: Tabulka skldddni symetrii rovnostranného trojihelnika.

Uvédomme si, Ze zobrazeni (symetrie) mtZzeme sklddat. Skladani symetrii je operace, nebot slozenim
libovolnych dvou z uvedenych symetrii dostaneme opét nékterou z téchto Sesti symetrii. Obvykle se operace
skladani zobrazeni Cte zprava doleva, coZ je opac¢ny postup oproti napiiklad séitani nebo nésobeni! Za-
pis skladani symetrii chapeme takto: nejprve aplikujeme symetrii vpravo a dalsi aplikované symetrie jsou
postupné zapsany vlevo. Napiiklad slozenim Riog 0 Z4 (Cti ,otofeni Rizp po zrcadleni Z4“) dostaneme
zrcadleni Zg. Podobné slozenim Zp o Z4 (¢ti ,slozenim zrcadleni Zp po zrcadleni Z4“) dostaneme otoceni
Ry20. Abychom mohli pracovat ptfehledné s Cayleyho tabulkou operace skladani symetrii rovnostranného
trojuhelnika, udélame tamluvu, Ze prvni symetrii operace skladani budeme zapisovat do levého zédhlavi a
druhou symetrii do horniho zéhlavi. Dostaneme Tabulku =31

Piiklad 1.1. Dalsi priklady skladani symetrii rovnostranného trojuhelnika jsou

1) Ri20 © Ri20 = Rasp, nebot otofenim o 120° a dalsich 120° dostaneme otoéeni o 240°.
2) Ri20 © Ra49 = Rg, nebot sloZenim otoceni o 240° a jesté o 120° dostaneme identitu.

3) Ra40 0 R120 = Ro
4) Zc o Ryog = Zp; sloZenim otoceni a zrcadleni dostaneme vzdy opét zrcadleni.
5) Ri200Z4 = ZB

6) Zp o Za = Ris0; slozenim dvou zrcadleni dostaneme vzdy otoceni.
7) Za o Zp = Rayp; sklddani zrcadleni neni komutativni

Naproti tomu napiiklad otoceni o 60° nebo posunuti (translace) trojihelnika ABC na Obrazku =X
nejsou symetrie, protoze jejich vysledkem by nebyl identicky trojihelnik na stejném misté. Proto takové
transformace za symetrie nepovazujeme.

Vsimnéte si, ze Tabulka 3 méa na rozdil od Tabulky @ jinou strukturu. Protoze operace skladani
symetrii rovnostranného trojihelnika neni komutativni, tabulka neni symetrickd podle hlavni diagonaly.
Déle je pé&kné vidét, Ze otoceni dostaneme jako slozeni dvou otoceni nebo dvou zrcadleni (bud dvou pfimych
nebo dvou neptimych shodnosti), zatimco slozenim otoéeni a zrcadleni v libovolném pofadi (jedné piimé a
jedné neptimé shodnosti) dostaneme nep¥imou shodnost.

Na druhou stranu si vSimneme nasledujicich vlastnosti:

1) Na Zadnou symetrii jsme nezapomnéli, existuje jen Sest zptisobt, jak vrcholy trojuhelnika oznadit.
SloZenim libovolnych dvou symetrii tak dostaneme vzdy nékterou z uvedenych Sesti symetrii. V dalsi
kapitole tomu budeme fikat uzavienost operace.

2) Identita Ry mé vyjimecéné postaveni. Slozime-li libovolnou symetrii s Ry, vyslednd symetrie se nezméni.
V dalsi kapitole takovému prvku budeme fikat neutralni.

3) Operace neni komutativni, sta¢i najit jedinou dvojici, kterd komutativitu porusuje. Naptiklad Z4 o
ZB = ‘32407 zatimco ZB o ZA = ngo.

4) Operace skladani zobrazeni (nejen symetrii rovnostranného trojuhelnika) je vzdy asociativni! To zna-
mend, ze pii skladani{ t¥{ operandti nezavisi na uzdvorkovani. (Naptiklad (Z40Zp)oZ4 = Rogo0Za =
= Zc asoutasné Za o (ZpoZa)=Zao0 Riag = Zc.) Obecny diikaz je na strané [2.

Pokud bychom vzali Sestithelnik, jeho strany zorientovali napfiklad ve sméru hodinovych rucicek a

zkoumali symetrie tohoto orientovaného Sestitihelnika, tak dostaneme tabulku se stejnou strukturou, jako
u s¢itani modulo 6 (Tabulka ). Ukol je ponechan jako Cvideni T

Poznamka 1.1. Pokud bychom symetrie skladali v opa¢ném poradi zapsano zleva doprava, dostaneme
tabulku prevracenou podle hlavni diagonaly. Analogicky, pokud budeme zapisovat prvni symetrii slozené
symetrie do levého zahlavi a druhou symetrii do horniho zéhlavi, tak také dostaneme tabulku prevracenou
podle hlavni diagondly.

Symetrie ¢tverce
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Oznacime po fadé vrcholy ¢tverce ABC'D. Symetrii ¢tverce rozumime takové zobrazeni ¢tverce na sebe,
Ze vrcholy se zobrazi na vrcholy a hrany se zobrazi na hrany c¢tverce tak, aby byla zachovana sousednost.
Riznych symetrii ¢tverce existuje celkem osm:

1) identita; oznac¢ime ji Ry,

2) otoceni o 90°, 180° a 270°; oznacdime je Rgg, Riso a Raro,

3) zrcadleni podle vodorovné a svislé osy, oznacime je H a V,

4) zrcadleni podle hlavni a vedlejsi diagondly, oznadime je E a F|

Uvédomme si, ze vSech permutaci ¢tyiprvkové mnoziny vrcholii étverce je P(4) = 4! = 24, avSak ne kazda
permutace odpovida néjaké symetrii ¢tverce. Napiiklad permutace

A B C D
A C D B

zaddnou symetrit neni, nebot uvedené poradi vrcholi nezachovavéd sousednost vrcholt ¢tverce.

AN /
N D \ C 7
|
N i v
N ' v
N | Y
N s
N ' Y
N Rody 7
N
& Riso H
_— — e = = /t —_— o — — |- | —

/

F
%

/A

B

E
N

Obrazek 1.4.: Ctverec md osm symetrii.

Opét si vsimneme nasledujicich vlastnosti:

1) Na zadnou symetrii jsme nezapomnéli a slozenim libovolnych dvou symetrii dostaneme vzdy nékterou
z uvedenych osmi symetrii. V dalsi kapitole tomu budeme fikat uzavienost operace.

2) Identita Ry mé vyjimeéné postaveni. Slozime-li libovolnou symetrii s Ry, vyslednd symetrie se nezméni.
V dalsi kapitol takovému prvku budeme fikat neutralni.

3) Operace neni komutativni, sta¢i najit jedinou dvojici, kterd komutativitu porusuje. Naptiklad EoV =
= Rgo, zatimco Vo E = R270.

4) Operace sklddani zobrazeni je opét asociativni!

Sestaveni Cayleyho tabulky operace skladani symetrii ¢tverce je ponechano jako Cviceni T2

Symetrie symbolu recyklace
Kolik rtznych symetrii ma symbol mezinarodni symbol pro recyklaci na Obrazku 3217

Obrézek 1.5.: Mezindrodni symbol pro recyklaci obsahuje Mébitv list.
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Na prvni pohled je zfejmé, Ze na rozdil od rovnostranného trojihelnika nepat¥i zddné zrcadleni do mno-
ziny symetrii. Pfi bliz§im zkoumani si vSimneme, Ze ani zadné netrivialni oto¢eni neni symetrii, proto grupa
symetrii symbolu na Obrézku A1 je trividlni (Tabulka ).

o] RO
Ry | Ro
Tabulka 1.4.: Tabulka skldddni symetrii symboly recyklace.

Cviceni
1.1.1.° Sestavte Cayleyho tabulky symetrii orientovaného Sestithelnika.
1.1.2.° Sestavte Cayleyho tabulky symetrii ctverce.

1.1.3.° Sestavte Cayleyho tabulku symetrii pravidelného pétiihelnika.

1.2. Dihedralni grupy

Pfi popisu symetrii pravidelného n-thelnika pracujeme zpravidla s tzv. dihedralni grupou. Pro n > 3 ma
n-thelnik 2n symetrii, které mizeme skladat a vysledkem bude vzdy néktera z téchto symetrii.

Symetrie pravidelného n-thelnika

Definice Dihedralni grupa
Dihedrdlni grupou fddu 2n rozumime mnozinu symetrii (zobrazeni symetrie) pravidelného n-thelnika s ope-
raci skladani zobrazeni. Budeme ji znacit (D,,, o) nebo struéné D,,.

Uz vime, ze existuje Sest symetrii rovnostranného trojuhelnika. Cayleyho Tabulka 3 je soucasné
tabulkou dihedralni grupy (Ds, o). Ctverec ma osm symetrii a Cayleyho tabulka symetrii ¢tverce je soucasné
tabulkou dihedralni grupy (Dy, o) (Cviceni CIZ). Obecné kazdy pravidelny n-tthelnik m4a pravé 2n symetrii
(naptiklad Obrazky 31 a ), proto fikame, Ze dihedralni grupa (D, o) je ,fadu 2n“ (fad grupy budeme
definovat na strané £3).

O symetriich n-tthelnika ma smysl mluvit pouze pro n > 3. Uvahy vsak mtiZeme rozsifit i pro n = 1,
kdy (D;,0) chdpeme jako dvouprvkovou grupu popsanou Tabulkou I3 Dihedralni grupu (Dq, o) si mizeme
predstavit jako symetrie modrého obrazce na Obrazku @ vlevo.

Pro n = 2 je (D3,0) popsédna Tabulkou T Dihedréalni grupu (Ds,0) si miZzeme pfedstavit jako
symetrie modrého obrazce na Obrazku @ vpravo. Grupé s takovou strukturou se fika také Kleinova
grupa, podrobnéji o ni bude psano v Kapitole [

\
A ‘ B A B
Z 1N { N N
: Vv \C Rlsol Ry D/
H—v H—r
Z H

Obréazek 1.6.: Symetrie dihedrdlni grupy (D1,0) a grupy (Da,0).

1 Z
1 Z
Z 1
Tabulka 1.5.: Tabulka dihedrdlni grupy (D1, 0).
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o | Rp Risgy V. H
Rigo| Riso Ro H V
1% V. H Ry Riso
Tabulka 1.6.: Tabulka dihedralni grupy (Da, o).

o |Ry - R, | 2y -+ Z,
Ry
Ry - R, | Zy - Zy,
Ry,
VA
1 Z, - Z, | Ry - R,
ZN

Tabulka 1.7.: Tabulka dihedrdlni grupy rddu 2n.

Vsechny dihedralni grupy maji spole¢né rysy:

1) dihedrélni grupa faddu 2n mé n rotaci (symetrii, které odpovidaji pfimym shodnostem n-thelnika) a
n zrcadleni, které odpovidaji nepfimym shodnostem n-tithelnika),

2) slozeni dvou rotaci davé vzdy néjakou (dalsi) rotaci,

3) slozeni rotace a zrcadleni dava vzdy néjaké zrcadleni,

4) slozeni dvou zrcadleni dava vzdy né&jakou rotaci,

5) mnozina rotaci sama o sobé tvoii mensi Cayleyho tabulku.

Schematicky mutzeme Cayleyho tabulku dihedralni grupy fadu n popsat Tabulkou O

Cviceni

1.2.1.  Které dihedrdlni grupy (D,,,0) jsou komutativni?

1.2.2.% Sestavte Cayleyho tabulky symetrii pravidelného orientovancho a) pétithelnika, b) osmithelnika.

1.2.3. Popiste grupu symetrit obrazce na Obrazku 7]

Obrazek 1.7.: Symetrie krize.

1.3. Dalsi priklady symetrii

Symetrie krychle

Krychle m4 celkem 24 p¥imych shodnosti (otoceni) a dalsich 24 nepfimych shodnosti (zrcadleni). MuZzeme
sestavit Cayleyho tabulky 24 pfimych shodnosti, kterd vSak bude jind nez tabulka vSech 24 shodnosti pra-
videlného ¢tyfsténu (Cviceni I3XT). Déle miizeme sestavit Cayleyho tabulku vSech 24 shodnosti krychle,
takova tabulka je vSak jiz prilis velikd. O symetriich krychle je psano na strané 02.

Symetrie kvadru

Symetrii kvadru jako télesa je obecné méné, nez je symetrii krychle. Pro a > b > ¢ jsou ¢tyti pfimé shodnosti:
identita a t¥i otoCeni o 180°. Oznac¢me je identitu I, otoc¢eni podle osy jdouci stfedem stran a rovnobézné
s hranou a jako R, a podobné Ry, R.. Dostaneme Tabulku X1
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Je dobré si vSimnout, ze Tabulka X1 ma jinou strukturu, nez tabulka pfimjch shodnosti ¢tverce
s oto¢enimi Ry, Rgo, Ris0, Ra7o (Tabulka ). Napiiklad pro kazdou pfimou symetrii S kvadru plati, ze
slozime-li ji dvakrat, dostaneme identitu, plati R,o R, = I, Ryo Ry = I, R.o R, = I a samoziejmé ol = I.
Avsak pouze dvé pfimé shodnosti ¢tverce davaji slozenim identitu: Ry o Ry = Ry a Rigp © Rig0 = Riso-
Pro dalsi dvé symetrie plati Rgg o Rgg = R1s0, R270 © Ra70 = Ris0-

o ‘ I R, Ry R,
I| I R, Ry R,
R,| R, I R. Ry
Ry| Ry Re I R,
R.| Rc Ry Ry 1
Tabulka 1.8.: Tabulka prostorovych symetrii kvddru s hranami a < b < c.

o | Ry Rgo Riso Roro

Ry | Ro Rgo Rigo Roro

Rgo | Roo Rigo Raro Ro

Rigo | Riso Ra2r0 Ro  Roo

Razo | Roro Ro  Rgo Riso
Tabulka 1.9.: Tabulka primych symetrii ctverce.

Jestlize uvazime i nepiimé shodnosti kvadru, je shodnosti celkem osm: ozna¢me zrcadleni podle roviny
kolmé k hrané a jako Z,, zrcadleni podle roviny kolmé k hrané b jako Z; a zrcadleni podle roviny kolmé
tabulky symetrii je ponechano jako Cviceni 3231 Ale opét bude takova tabulka mit jinou strukturu, nez
tabulka vSech symetrii ¢tverce, kterou sestavujeme ve Cvic¢eni T2

Loydova 15 a permutace

Hlavolam Patnactka, nebo také Loydova patnéctka, sestava z patnéacti kamend umisténych do krabicky
pro 4 x 4 kameny, pfi¢emz kameny muiZeme posouvat na sousedni volnou pozici (Obrazek ). Jeho
autorstvi byva pripisovdno Americkému vynélezci a matematikovi Samu Loydovi. Nékteré prameny vsSak
puvod hlavolamu pfipisuji poStmistrovi Noyesi Palmeru Chapmanovi z Canastoty ve staté new York. Cilem
hlavolamu je presunout kameny z vychozi pozice do stavu, kdy jsou kameny sefazeny vzestupné po radcich
a volna pozice je na poslednim misté. Riznéd rozmichani hlavolamu mutzeme chapat jako rizné symetrie
vychoziho stavu.

V Kapitole [A ukézeme, jak Loydovu patnactku popsat pomoci permutaci. Kazdé rozmisténi kameni
do krabi¢ky bude odpovidat nékteré permutaci Sestnactiprvkové mnoziny (véetné volné pozice). Ukéazeme,
ze nékterd rozmisténi kamend nejsou z vychozi pozice dosazitelnd pomoci posouvani kament. Pripustna
rozmichani budou odpovidat jen vybranym permutacim a ukazeme, jak takové permutace poznat.

Nejzajimavéjsi je si uvédomit, ze pFipustnych rozmichani (pfipustnych symetrii) je sice nesmirné mnoho,
ale ty symetrie, které se 1lisi posunutim jediného kamene, mizeme povazovat za ,sousedni“ a vSechny sy-
metrie, které odpovidaji pfipustnym rozmichédnim, mtizeme dosdhnout pomoci posloupnosti ,,sousednich®
symetrii, tj. pomoci posloupnosti pfipustnych tahti. Naproti tomu ta rozmisténi kameni, kterd neodpovi-
daji pfipustnym rozmichanim, pomoci takové posloupnosti tahtt dosazitelnd nejsou. Podrobné se popisu
dosazitelnych symetrii vénujeme v sekci =3 na strané 4.

Odkazy:

[ ] pPsS: CsS.wlklpedla.org/wikl/rFatnac

Cviceni

41


https://cs.wikipedia.org/wiki/Patn�ctka

Petr Kovdr, 1. Symetrie a dihedrdlni grupy 20. dnora 2024

B
Obrazek 1.8.: Pravidelny ctyrstéen.

1.3.1.  Sestavte Cayleyho tabulky a) pFimgch b) primgch i nepfimych symetrii pravidelného étyisténu
na Obrdazku X

1.3.2.  Sestavte Cayleyho tabulku primych symetrii (rotaci) pravidelného trojbokého hranolu. Porovnejte ji
s predchozimi Tabulkam: A, @A o I3

1.3.3.  Sestavte Cayleyho tabulky symetrii kvddru se tremi riznymi délkami hran a < b < c. Porovnejte ji
s Cayleyho tabulkou symetrii ctverce.

1.4. Doplnkova témata

Symetrie krychle

Ukézeme ¢tyfi rtizné zptisoby, jak chapat symetrii krychle. Pomiize ndm k tomu Rubikova kostka (Obré-
zek ), o které je psdno podrobnéji na strané ?7. Mame Rubikovu kostku a chtéli bychom najit vSechny
symetrie, prostorové transformace, nebo otoceni, které Rubikovu kostku , prevedou“ na Rubikovu kostku.

Obréazek 1.9.: Rubikova kostka.

1) Rozlisujeme barvy: kostku uvazujeme jako téleso, které zadnym otocenim nezachova barvy na vSech
sténach — mame jedinou symetrii, a sice identitu. Cayleyho tabulka by byla trividlni s jedinym prvkem.

ol I
I\ I
Tabulka 1.10.: Trividlni symetrie.
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TrEeTrTrPTT
TEETTTT
TP TETeT

Obrazek 1.10.: Sité 24 primych shodnosti Rubikovy kostky.

2) Nerozlisujeme barvy: opét uvazujeme kostku jako téleso, které milzeme otacet — pro nézornost si
uvédomime, ze mame na vybér 6 barev, které muizeme zvolit tfeba na horni sténu a pro kazdou volbu
méme navic étyfi otofeni; dostaneme celkem 6 - 4 = 24 symetrii (Obrazek IIM). Kdybychom chtéli
sestavit Cayleyho tabulku symetrii, méla by 24 f4dkt a 24 sloupct (tabulka ,fadu 24%). Pozdéji,
ve Cviceni [ ukazeme, Ze symetrie krychle odpovidaji tzv. grupé symetrii Sy.

3) Budeme zobrazovat vrcholy na vrcholy, hrany zobrazime na hrany a stény zobrazime na stény tak,
aby byla zachovana sousednost, ale ne nutné potradi (podobné jako u ¢tverce); dostaneme 48 riznych
symetrii véetné zrcadleni, které neni mozné v prostoru ,provést“, mizeme je pouze ,ukazat* v zrcadle.
K symetriim na Obrazku I pfibudou symetrie na Obrazku IO Prislusna Cayleyho tabulka by
méla 48 - 48 prvki.

TEETTTTT
TEETTErTY
rTYeTYTeT

Obrazek 1.11.: Dalsich siti 24 neprimych shodnosti Rubikovy kostky.

Tyto symetrie Rubikovy kostky, kdy Rubikovu kostku nepovazujeme za téleso, bychom si mohli pied-
stavit jako ,pfevracené“ pohybem ve ¢tvrté dimenzi, podobné jako ¢tverec zrcadlime prevracenim
v tiirozmérném prostoru. Pékné jsou tyto ivahy popsany v roméanu Plochozemé od Edwina Abbota.

4) Jestlize mezi symetrie zahrneme vSechna platnd rozmichani Rubikovy kostky (za symetrické zobra-
zeni povaZzujeme i otodeni nékterou sténou nebo vice sténami kostky), tak takovych rozmichéni je
43 252 003 274 489 856 000 = 43 - 108 (vice nez 43 triliéntl). O zadny obrazek zachycujici vSechny
symetrie se nebudeme pokouset.

Pribuzna aloha — pocet obarveni krychle
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Nerozlisujeme-li 24 symetrii, je takovych obarveni 6!/24 = 720/24 = 30. A vskutku takovych 30 obarveni
najdeme — jedna se o kostky hlavolamu, ktery se nazyva MacMahonovy kostky. Nesestavujeme vSak zadnou
tabulku, nebof nepracujeme s Zddnymi symetriemi krychle, pouze pocitdme podet rtiznych obarveni krychle.

o e e s o
o o e s ol

o e e s ol

Obrazek 1.12.: MacMahonovy kostky.

Na rozdil od Obrazku I, kde kazdé dvé kostky jsou stejné, jen jinak otocené, tak na Obrazku [T
jsou kazdé dvé kostky rtzné.

Sudoku

Sudoku je tabulka rozméru 9 krat 9 policek, které je navic rozdélena na devét oblasti 3 krat t¥i policka.
Do tabulky se vepisuji ¢isla 1 az 9 tak, aby v kazdém radku, v kazdém sloupci i v kazdé vyznacené oblasti se
vyskytovala vSechna ¢isla 1 az 9, kazdé praveé jednou. Nékteré cisla jsou predvyplnéna a tkolem fesitele je
doplnit vSechna zbyvajici ¢isla podle uvedenych pravidel. Korektné zadané sudoku ma mit jediné pripustné
fesSeni.

Zatimco pfedchiidce dnesni hry sudoku muzeme najit ve Francouzskych c¢asopisech jiz na konci deva-
tenactého stoleti, za autora dnesni podoby se povazuje americky architekt Howard Garns, amatérsky autor
hlavolamu Number Place, ktery se teprve po autorové smrti stal popularni v Japonsku a posléze po celém
svéte.

Sudoku a Cayleyho tabulka
Vyftesené sudoku, ke kterému pfidame zadhlavi s Cisly 1 az 9, lze chapat jako Cayleyho tabulku operace
na mnoziné ¢isel {1,2,...,9}. Je snadné si uvédomit, jaké vlastnosti bude mit takova tabulka. Tabulka zcela
jisté odpovida uzaviené operaci. Tabulka miZe, avSak nemusi obsahovat neutrdlni prvek (Cviceni CZ).
Tabulka muze a nemusi odpovidat komutativni operaci (Cvi¢eni [Z21).

Ale naopak, ne kazda Cayleyho tabulka odpovidd vyplnénému sudoku. Tabulky grup sice budou mit
v kazdém fadku i v kazdém sloupci permutaci vSech prvka tabulky, avSsak mensi ¢tverce 3 x 3 poli¢ka obecné
nebudou obsahovat permutaci prvkd norné mnoziny.

Jako problém k feseni ponechame otazku existence sudoku, které odpovida asociativni ¢i neasociativni
operaci nebo zda tabulka muzZe reprezentovat operaci s inverznimi prvky.
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Odkazy:

® https://en.wikipedia.org/wiki/Sudoky

® https://en.wikipedia.org/wiki/Howard_Garng

Cviceni
1.4.1.  Najdéte takové (vyresené) sudoku, jehoZ tabulka odpovidd a) operaci s neutralnim prvkem b) ope-
raci bez neutrdalniho prvku.

1.4.2.  Najdéte takové (vyreSené) sudoku, jehoZ tabulka odpovidd a) komutationi operaci b) nekomutationi
operaci.

Arthur Cayley (16. srpna 1821 — 26. ledna 1895)

Arthur Cayley byl vyznamnym Britskym matematikem, ktery se vénoval zejména otdzkdm algebry. Détstvi
stravil s rodi¢i v Petrohradé, do Britanie se vratili, kdyz bylo Arthurovi osm let.

Jiz v sedmnécti letech nastoupil na Trinity College a ve dvaceti publikoval prvni védecké ¢lanky. Bé-
hem studii ziskal nékolik ocenéni a posléze i postgradudlni stipendium, takze mohl ve studiich pokracovat.
Nicméné na zivobyti si vydélaval ¢trnact let jako pravnik, specializoval se na prevody vlastnickych prav
nemovitosti. Béhem této doby vsak intenzivné pokracoval ve studium matematiky a vydal vice nez 200
clank.

Obrazek 1.13.: Arthur Cayley

Ve dvaactyficeti letech ziskal trvalé profesorské misto na Univerzité v Cambridge. Cayley je autorem
moderni definice grupy, vénoval se i algebraické geometrii ¢i eliptickym funkcim. Je autorem témért tisicovky
odbornych publikaci, vénoval se editovani ¢asopisti i sbornikd. Je po ném pojmenovano vice nez dvacet
matematickych pojmi ¢i vét.

Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayle

ttps://en.wikipedia.org/wiki/List_of_things _named_aliter Arthur_Cayle
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Kapitola 2. Algebraické struktury s jednou operaci

vvvvv

pologrupy, monoidy a grupy.

2.1. Grupoidy

v s

Nejjednodussi algebraickou strukturou je mnozina, na které mame definovanou operaci. Pripomenme, ze
operaci na (neprdzdné) mnoziné A rozumime takové zobrazeni, které kazdé dvojici prvkl a,b € A pfifadi
prvek ¢ € A. Automaticky tak predpokladame, Ze operace je uzaviend na A, tj. vysledek operace nemuze
padnout mimo mnozinu A.

Definice Grupoid
Méjme neprazdnou mnozinu A s operaci ,,0¢ na A. Uspofadand dvojice (4, o) se nazyvé grupoid. Mnoziné A
fikdme nosi¢ nebo nosnd mnozina.

Uvédomte si, Ze aby uspofddand dvojice (A, o) byla grupoidem, musi byt splnény dvé vlastnosti:

(i) nosi¢ A musi byt neprazdnd mnozina,
(ii) operace ,,0“ musi byt uzaviend vzhledem k nosi¢i A. Jinak by se nejednalo o operaci na A. Tj. musi
platit Va,b € A:ao0b € A.

Proto libovolna neprazdnd mnozina A spolu s libovolnou operaci na této mnoziné je grupoidem. V anglické
literatufe se pro grupoid zpravidla pouziva termin ,magma“.

Priklad 2.1. Uvedme nékolik jednoduchych piikladi mnozin s operaci (grupoidu).

1) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého s¢itani (Z,+) je grupoid, protoze s¢iténi je operace na Z.
2) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého odéitani (Z, —) je grupoid, protoze od¢itani je operace na Z.
3) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého nasobeni (Z, -) je grupoid, protoze nasobeni je operace na Z.
4) Mnozina vsech symetrii n-thelnika s operaci skladéni zobrazeni (D,,, o) je grupoid, protoZe skladani
je operace na D,,.
) Mnozina matic s m fadky a n sloupci s operaci séitani matic (M, ,,+) je grupoid.
6) Mnozina ¢tvercovych matic fadu n s operaci ndsobenim matic (M, ,,-) je grupoid.
)
)

Ut

7) Mnozina vektorti v R? spolu s vektorovym souc¢inem vektori je grupoid.
8) Mnozina sudych celych ¢&isel s operaci obvyklého séiténi ¢isel (S, +) je grupoid, protoze soucet kazdych
dvou sudych ¢isel je opét sudé cislo.
9) Ozna¢me Fr mnozinu vSech funkci, jejichz defini¢ni obor je R. Za operaci vezmeme klasické skladani
funkei 0“. Potom (Fg,o) je grupoid.
10) Je-li Fg je mnozina vSech funkei, jejichz definiéni obor je R, a za operaci vezmeme klasické séitani
funkei 4+, tak (Fg,+) je grupoid.
11) Ozna¢me Fj mnozinu vSech spojitych redlnych funkci definovanych na R, které prochéazi pocatkem
soufadné soustavy. Potom (Fy,+) i (Fp, ) jsou grupoidy.

Priiklad 2.2. Uvedme také nékolik priklad, které grupoidem nejsou.

1) Mnozina pfirozenych ¢isel s operaci bézného odeéitani (N, —) neni grupoid, nebot rozdil dvou ptiroze-
nych ¢isel nemusi byt kladné celé ¢islo. Operace neni uzaviend na mnoziné N.

2) Mnozina lichych celych ¢isel s operaci obvyklého séitéani ¢isel (L, +) neni grupoid, protoZze soucet
zadnych dvou lichych ¢isel neni liché ¢islo. Operace neni uzaviena na mnoziné L.

3) Mnozina redlnych ¢isel s operaci obvyklého déleni (R, +) neni grupoid, protoze vysledek déleni redlného
¢isla (redlnym) ¢islem 0 neni definovany.

4) Mnozina iraciondlnich éisel s operaci obvyklého nasobeni (I,-) = (R \ Q,-) neni grupoid, protoze ,,-
neni operace na I. Napriklad V2 e I, V242 = 2, ale 2 ¢ T a proto operace neni uzaviend na I.

5) Mnozina vektortt R™ spolu se skalarnim soucinem vektortt neni pro n > 1 grupoid. Vysledek ska-
larnfho souc¢inu neni vektor (uspordadand n-tice redlnych ¢isel), ale redlné ¢islo. Nejedné se o operaci
na mnoziné R", operace musi byt uzaviena na mnoziné R".

“
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Priklad 2.3. Oznaéme F; mnozinu vSech spojitych redlnych funkei definovanych na R, které prochazi
bodem (0,1). Je (Fy,+), kde ,+* je bézné s¢itani funkei, grupoid? Je (Fi,-), kde ,-“ je béZné nésobeni
funkeci, grupoid?
Secteme-li dvé funkce, které prochézi bodem (0,1), tak secteme i jejich funkéni hodnoty v bodé = = 0.
Dostaneme funkci, kterd prochéazi bodem (0,2) a proto operace s¢itdni funkci neni uzaviend na mnoziné Fj.
(F1,+) neni grupoid.

Naproti tomu (F7, -) je grupoid. Vyndsobime-1li dvé funkce, které prochézi bodem (0, 1), tak vyndsobime
i jejich funkéni hodnoty v bodé z = 0. Vyslednd funkce opét prochézi bodem (0, 1). v

Komutativita operace v grupoidu
P1i pocitani s béznymi Cisly jsme zvykli, ze pofadi operandi obvykle nehraje roli. Je dobré si uvédomit, ze
v obecném grupoidu to mtze, ale nemusi byt pravda.

Definice Komutativni grupoid
Rekneme, Ze grupoid (A, o) je komutativni, pravé tehdy, kdyz

Ya,b€ A:aob="boa.

Grupoidu s komutativni operaci se fika komutativni nebo abelovsky grupoid. Grupoidu, ktery neni komuta-
tivni, budeme fikat nekomutativni grupoid.

Neutralni prvek grupoidu
Cislo nula hraje pfi obvyklém séitani éisel vyjimecnou roli, nebot pii¢tenim nuly k prvku x dostaneme opét .
Analogickou roli hraje jednicka pfi obvyklém nasobeni ¢isel. Nyni jejich spole¢nou vlastnost popiseme obecné.

Definice Neutralni prvek
Méjme grupoid (A,0) a prvek e € A. Prvek e se nazyva neutrdlni prvek (vzhledem k operaci ,,0¢) pravé
tehdy, kdyz

Vo€ A:eoa=aoe=a.

Vsimnéte si, ze v definici pozadujeme splnéni obou rovnosti eoa = a i aoe = a. Operace ,,0“ nemusi

byt komutativni (jak jsme vidéli v P¥ikladu ). I v nekomutativnich grupoidech ¢i pologrupach mé smysl
zkoumat neutralni prvky.

Priiklad 2.4. U nasledujicich ptikladi grupoida uvedeme, zda jsou komutativni a jaky je jejich neutralni
prvek, pokud existuje.

1) (Z,+) je komutativni (abelovsky) grupoid. Neutralnim prvkem je ¢islo 0.

2) (Z,—) je nekomutativni grupoid, ktery nemd neutralni prvek.

3) Dihedralni grupa (D, o) (zavedli jsme ji na strané B9) je nekomutativni grupoid. Neutralnim prvkem
je identita Ry.

4) (M, n,-) je nekomutativni grupoid. Neutralnim prvkem je jednotkova matice E, .

5) Mnozina vektortt v R? spolu s vektorovym souc¢inem vektorti ,x“ je nekomutativni grupoid (R?, x).
Neutralni prvek v tomto grupoidu neni, nebot 0 jisté neni neutralni prvek a Vo € R}, ¢ £ 0 : ¥ x ¥ =

=0#7.

6) Grupoid s jednoprvkovym nosi¢em a ,libovolnou® operaci ({a},o) je trividlné komutativni. Jediny
prvek grupoidu je soucasné neutralnim prvkem.

7) Oznacme Fgr mnozinu vSech funkeci, jejichz definiéni obor je R. Potom (Fg, o), kde ,,0“ je klasické
skladani funkci, je nekomutativni grupoid. Neutralnim prvkem je identické zobrazeni ¢ : R — R dané
pfedpisem Vo € R : o(z) = =.

8) Mé&jme mnozinu vSech funkci Fg, jejichz defini¢ni obor je R. Za operaci vezmeme obvyklé s¢itani
funkei 4+, tak (Fg,+) je komutativni (abelovsky) grupoid. Neutrdlnim prvkem je konstantni funkce
dand predpisem Vz € R : f(z) = 0.

9) Grupoidy (Fp,+) i (Fp, ) z Prikladu B0 jsou komutativni (abelovské) grupoidy. Neutralnim prvkem
grupoidu (Fp,+) je konstantni funkce dand piedpisem Vz € R : f(x) = 0. Neutrdlnim prvkem
grupoidu (Fyp, -) je konstantni funkce dand predpisem Vo € R : f(z) = 1.

U predchozich prikladt jsme pracovali s grupoidy, jejichz operace nam byla viceméné znamé — nepo-
chybovali jsme, ze se jedna o operaci. Nasledujici pfiklad ukazuje, ze je dobré mit na paméti, ze ne kazdy
predpis musi nutné byt operaci.
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Priklad 2.5. Na mnoziné Z méame dano zobrazeni f urcené piedpisem f(a,b) = %bb Urcete, zda zobrazeni
f urcuje operaci a) na Z, tj. za predpokladu f : Z x Z — Z, b) na Q\ {0}, tj. za predpokladu f :
@\ {0}) x (@\{0}) — (Q\{0}).

a) Snadno nahlédneme, Ze se o operaci nejednd. Meéli bychom byt schopni ur¢it hodnotu operace pro li-
bovolnou dvojici prvka z mnoziny Z x Z. Avsak napiiklad pro = 0 nebo y = 0 neni vysledek operace
definovan. Navic pro fadu nenulovych dvojic prvku neni aa—';b celé ¢islo, proto se nejedna o operaci.

1tF))) tPro nenulové raciondlni ¢isla a,b € Q \ {0} mZeme psit a = %, b= =%, kde p,r € Z\ {0} agseN.

otom

P r ps+qr
a+b Gt3% = ps+aqr
~—p.r — Tpr —
ab 7 s s pr

Protoze zadné z ¢isel p, ¢, r ani s neni nulové, mohli jsme kratit a vysledny zlomek nemé nulu ve jmenovateli.
Plati tedy “TJEI) € Q. Avsak pro b = —a je vysledek nulovy a o operaci se proto nejednd. v

Vlastnost prvku ,byt neutralni“ je moc p€kna. Tieba bychom si pfali mit takovych prvkd v grupoidu
vice. Nasledujici véta ukazuje, Ze se to nemiize stat.

Véta 2.1. V grupoidu ezistuje nejvyse jeden neutralni prvek.

Dikaz. Postupujeme piimo. Pokud v grupoidu zadny neutralni prvek neexistuje, tak tvrzeni plati.
Predpokladejme dale, ze mame dva neutralni prvky ej, es. Protoze e; je neutralni prvek grupoidu, tak

plati e; o e3 = e3. Podobné e; o es = e1, protoze e, je neutralni prvek grupoidu. Odtud porovnanim ihned

plyne e; = e; 0 e3 = ey a neutralni prvek je jediny. ]

Priklad 2.6. Najdéte neutrdlni prvek a) v grupoidu (S,+), b) v grupoidu (N, +).

a) Dvojice (S, +) je grupoidem, nebot operace je uzaviend (souc¢tem dvou sudych celych ¢isel je opét sudé

¢islo). Vime, Ze pfi obvyklém séitani je neutralnim prvkem ¢&islo 0.

b) Dvojice (N,+) je grupoidem, nebot operace je uzaviend (sou¢tem dvou pfirozenych ¢isel je pfirozené

¢islo), avSak neobsahuje neutrélni prvek 0. v
V grupoidu celych ¢isel s operaci s¢itani je neutrdlnim prvkem ¢islo 0, v grupoidu celych ¢isel s operaci

nasobeni je neutralnim prvkem ¢islo 1. Neutralni prvky jsou rizné, coz neni v rozporu s tvrzenim Véty I,

protoze (Z,+) a (Z,-) jsou rizné grupoidy.

Cviceni

2.1.1. Najdéte priklad grupoidu, ktery neni komutationi.

2.1.2.  Je mnoZina sudych cisel s operaci ndsobeni grupoidem? Pokud ano, a) md neutrdlni prvek? b) je
komutationi?

2.1.3. Které z ndsledujicich usporadanych dvojic tvoii grupoid? a) (I,-), kde - je restrikce ndsobent
realngch ¢isel na mnoZinu T b) (Q\ {0},-).

2.1.4. Najdéte priklad grupoidu, ktery je komutativni, ale neni asociativni.
2.1.5. Najdéte priklad grupoidu, ktery je asociativni, ale neni komutationi.

2.1.6. Rozborem Cayleyho tabulky zduvodnéte, Ze v kazdém grupoidu muze existovat nejvyse jeden neutralni
proek.

2.1.7.  Zwolme libovolnou neprdizdnou podmnozZinu A C N. Zvolme libovolny prvek a € A. Ma grupoid
s nosnou mnozinou A a s konstantni operaci Vx,y € A : x xy = a neutrdlni prvek?

2.1.8. Podle Prikladu vime, Ze mnoZina vektord v R3 spolu s vektorovym soucinem vektori je grupoid
(R3, x). Md tento grupoid neutrdlni prvek?

2.1.9. Mé&me mnoZinu A a jeji potencni mmoZinu 24. DokaZte nebo vyvratte: a) (24,U) je grupoid, b)
(24,N) je grupoid.

2.1.10.% Kolik existuje rizngjch grupoidi (G,0), jestlize nosic G md n proki?

2.2. Pologrupy

Velmi pfirozenym pozadavkem je, aby operace ,,0“ na mnoziné A v grupoidu (A4, o) byla asociativni, tj. aby
platilo
Va,b,c€ A:ao(boc)=(aob)oc.
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Grupoidy, jejichz operace je asociativni, jsou jednou z nejpraktictéjsich algebraickych struktur. Budeme jim
fikat pologrupy.

Definice Pologrupa
Grupoid (A, o) se nazyvé pologrupa pravé tehdy, kdyz operace ,,0“ je asociativni, tj. plati

(i) Va,b,c€e A:ao(boc)=(aob)oc. (asociativita)

Uvédomte si, ze aby (A4, o) byla pologrupa, musi byt splnény tii vlastnosti: jednak, aby (A4, o) byl grupoid,
musi mnoZina A byt neprazdnd a operace ,,0“ musi byt uzaviena na mnoziné A; navic musi byt operace ,,0
asociativni.

Priiklad 2.7. Uvedeme nékolik prikladi pologrup.

1) (Z,+) je komutativni (abelovskd) pologrupa s neutralnim prvkem 0, nebot s¢itani celych ¢isel je aso-
ciativni.

2) (D, 0) je nekomutativni pologrupa s neutralnim prvkem Ry.

3) (M n,-) je nekomutativni pologrupa s neutralnim prvkem E, ,, kde E, ,, znaci jednotkovou matici.

4) Grupoid s jednoprvkovym nosi¢em A a s ,libovolnou“ operaci , 0 je pologrupa, nebot operace je
trividlné asociativni (Tabulka E0).

5) Mé&jme grupoid (A, o), ve kterém pro kazdé a,b € A polozime aob = ¢, kde ¢ je libovolny pevné zvoleny
prvek A. Potom (A, o) je pologrupa (Cviceni EZ211).

6) Oznac¢me Fr mnozinu vSech funkci, jejichZ definiéni obor je R. Potom (Fg,o) je nekomutativni po-
logrupa s neutrdlnim prvkem ¢ (identické zobrazeni), nebot sklddéni zobrazeni je asociativni podle
Lemmatu OO

7) Je-li Fg je mnozina vSech funkei, jejichz definiéni obor je R, a za operaci vezmeme obvyklé séitani
funkei ,+“, tak (Fg, +) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem fy, kde funkce f, je definovéna
tak, ze Vo € R : fo(z) = 0 (konstantni funkce), nebot s¢itani funkeci je asociativni.

8) Grupoidy spojitych redlnych funkei (Fo,+) i (Fp,-) z Pilkladu B0 jsou komutativni (abelovské)
pologrupy, nebot séitani i ndsobeni funkci jsou asociativni operace.

Priiklad 2.8. Uvedme né¢kolik piikladt grupoidii, které asociativni nejsou.
1) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého odéitani (Z, —) pologrupou neni, protoze napiiklad 1 — (2 —
3)=1—(-1)=2,avsak (1-2)—-3=(-1) -3 =—4.
2) Mnozina vektorti v R? spolu s vektorovym sou¢inem vektorti neni pologrupa, nebot vektorovy soucin
neni asociativni operace. Mé&jme napiiklad vektory @ = (1,1,0), b = (0,1,1), ¢= (1,0, 1), plati

S

ax
x(

Vidime, Ze operace ,,x“ neni asociativni.

) x &= (1,—1,1) x (1,0,1) = (—1,0,1),
x & =(1,1,0) x (1,1,—1) = (~1,1,0).

—
S

QL

«

Priklad 2.9. M¢gjme grupoid na mnoziné A = {0,1} uréeny Cayleyho Tabulkou EZ0 s operaci ,o0“.
Rozhodnéte, zda se jedna o pologrupu.

— Ol o
[l ] Nen)
O o Hm

Tabulka 2.1.: Cayleyho tabulka grupoidu.
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Jedna se o grupoid, protoze operace je evidentné uzaviena. Operace vSak neni asociativni, protoze

lo(0ol)=101=0
(Io0)ol=001=1.

Grupoid (A, o) proto neni pologrupou. v

Priklad 2.10. Na strané B3 jsme popsali symetrie trojihelnika pomoci permutaci mnoziny {A, B, C'}.
Asociativita skladani permutaci vyplyva z Lemmatu I Asociativitu skladani demonstrujeme slozenim tii
vybranych symetrii.

A B C A B C A B C
R24°_(0 A B) ZA_(A C B) ZB_((J B A)
Ukazte, ze (Zp o Rayp) © Za = Zp o (Raao © Z4). Déle ukazte, ze sklddani symetrii trojihelnika neni

komutativni.
Oba vztahy upravime.

T W

B
C
(A C o B C\ (A B C
\C A A C) \C A B
. .. o (A B C A B C\ (A B C
Asociativita nezaruc¢uje komutativitu, napiiklad ZgoRaosg = ( C B A>O< c A B) = < B A C’)’
A B C
aleR24ooZB:(A C B) v

Otazky:

e Kolik operaci trojic prvki je nutno porovnat pro ovéfeni asociativity operace podle definice pro mno-
zinu s n prvky?

e Kolik operaci trojic je nutno porovnat pro ovéfeni asociativity podle definice v pfipadé, ze grupoid je
komutativni?

Cviceni
2.2.1.° Méjme grupoid (A,0), ve kterém pro kaZdé a,b € A polozime a ob = ¢, kde ¢ je libovolny pevné
zvoleny prvek A. Ukazte, Ze (A, o) je pologrupa.

2.2.2.° Ukaste, Ze operace ,,0o“ v grupoidu daném Cayleyho tabulkou BZA je asociativnd.

Tabulka 2.2.: Grupoid ({1,2,3},0).
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o/012345
0002305
11002315
21222325
31333335
41012345
5/555555
Tabulka 2.3.: Tabulka grupoidu.

2.2.3.  Ukazte, Ze neutrdlni prvek grupoidu (G, o) nemiZe porusit asociativitu, tj. rovnost (xoy)oz = wo(yoz)
je splnéna vzdy, jestlize alespon jeden z prvki x, y, z je neutrdlni prvek.

2.2.4.% Mdme grupoid (G, o) s nosnou mnozinou M = {0,1,2,3,4,5} dany Tabulkou =3 a) Je tento grupoid
komutativni? b) Je tento grupoid asociativni? DokaZte svd tvrzend.

2.2.5. Mdme ddn konecny grupoid (G, o), jehoZ nosnd mnozina md n proki. Abychom ovérili, Ze ope-
race ,0% je asociativni, musime ovérit, Ze Va,b,c € G plati ao (boc) = (aob)oc. a) Kolik trojic musime
ovérit? b) Kolik trojic musime ovéFit v pripadé, Ze operace je komutativni?

2.2.6.% Ukazte, Ze pro kazdou mnoZinu A s alespori étyrmi prvky existuje grupoid, ve kterém prdvé jedna
trojice prvki porusi asociativitu.

2.2.7.  Operace ,0“ v grupoidu (G, o) se nazyvd idempotentni, jestlize pro kazdy prvek g € G plati g-g = g.
Ukazte, Ze a) operace ,\J* klasického sjednoceni mnozin je idempotentni v grupoidu (I,U), kde I je néjaky
konecény systém mnoZin, b) operace klasického séitani neni idempotentni v pologrupé (Z,4).

2.2.8. Prvek g € G grupoidu (G, o) se nazgvd idempotentni, jestlize plati g-g = g. a) Ukazte, Ze neutrdini
prvek grupoidu je vidy idempotentni. b) Najdéte piiklad grupoidu, ktery obsahuje alespori dva idempotentni
proky i prvky, které nejsou idempotentni.

2.3. Monoidy

Kazdou pologrupu, ve které kromé uzavienosti a asociativity operace bude navic existovat neutralni prvek,
nazveme monoid.

Definice Monoid
Grupoid (A, o) se nazyva monoid pravé tehdy, kdyz

(i) Va,b,ce A:ao(boc)=(aob)oc, (asociativita)
(ii) e € AVa€ A:eca=aoce=a. (existence neutrdlniho prvku)

Z definice je ihned zfejmé, Ze monoid je specilni ptipad pologrupy. Monoid bychom mohli definovat i jako
takovou pologrupu, ve které existuje neutralni prvek.

Je dobré pfipomenout, ze aby uspofddand dvojice (4,o) byla monoidem, tak musi byt splnény ¢tyfi
vlastnosti: jednak, aby dvojice (A, o) byla grupoidem, musi mnozina A byt neprazdné a operace ,,0 musi
byt uzaviend na mnoziné A. Navic musi byt operace ,,0“ asociativni a v grupoidu musi existovat neutralni
prvek.

Priklad 2.11. Uvedeme nékolik jednoduchych prikladi monoida véetné uréeni jejich neutralniho prvku.

1) (Z,+) je monoid. Uz vime, Ze se jedna o komutativni pologrupu, neutralnim prvek je ¢islo 0.

2) (N,-) je monoid. Uz vime, Ze se jedna o komutativni pologrupu, neutralnim prvek je ¢islo 1.

3) (M, n,-) (Gtvercové matice fadu n s operaci nasobeni matic) je nekomutativni monoid. Uz vime, Ze se
jedné o pologrupu, neutralnim prvkem je jednotkova matice £, .

4) (FR,o) (redlné funkce definované na R s operaci skladani) je monoid, neutralni prvek je funkce identity
1(z) = x, coz snadno ovétime. Pro kazdé f € F vyéislime toa, dostaneme Vo € R : (voa)(z) = t(a(z)) =
= a(x), takZe 1o a = a. Podobné vyéislime a o ¢, dostaneme Vax € R : (aoi)(x) = a(i(x)) = a(z), takze
aoL=a.

Priiklad 2.12. Uvedeme také nékolik priklada struktur, které monoidem nejsou.
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1) (N, +) neni monoid, v pologrupé (N, +) neni neutralni prvek.

2) (Z,—) neni monoid. Operace neni asociativni, protoze napiiklad (1 —2) -3 =-4#2=1—(2—3).

3) Ozna¢me A libovolnou mnozinu s alesponi dvéma prvky. Zvolme libovolny prvek a € A a pro kazdé
x,y € X definujeme operaci z oy = a (konstantni operace). Dvojice (A, o) je komutativni asociativni
grupoid, avsak neméa neutralni prvek, protoze oznac¢ime-li néjaky prvek b € A, b # a, tak prvek a neni
neutralnim v (A, o), protoze aob = a # b a ani prvek b neni neutralni, protoze bo b = a # b. Proto
(A, o) je pologrupa, ktera neni monoidem.

4) Mnozina vektorti v R? spolu s vektorovym sou¢inem vektort je grupoid (R?, x), ktery neni pologrupou,
nebot operace neni asociativni (Ptiklad EXX), a navic ani nemd neutralni prvek (Cviceni ECIX7).

Zatimco v grupoidu neutralni prvek existovat mutze, ale nemusi, tak v monoidu je jeho existence vyza-
dovana z definice. Muzeme vyslovit silnéjsi tvrzeni, nez byla Véta I

Véta 2.2. O jednoznacnosti neutralniho prvku
Méjme pologrupu (A, o) s neutralnim prvkem e. (A, o) je monoid a prvek e je jeding neutrdlni prvek v polo-
grupé vzhledem k operaci 0.

Dikaz. Podle pfedpokladu mame v pologrupé (A, o) neutralni prvek a pologrupa (A4, o) s neutralnim prvkem
je monoid ihned z definice monoidu. Podle Véty 0 vime, Ze neutralni prvek je urcen jednoznacné. (]

Véta A je vlastné dusledkem Véty L, pro jeji vyznam ji pfesto budeme nazyvat vétou.
Cviceni
2.8.1. Rozhodnéte, které z ndsledujicich prikladi jsou monoidy. a) (I,+), kde ,+“ je restrikce séitani
redlnych cisel na mnozinu l, b) (Z,+), kde ,+“ je obvyklé scitani celych cisel.
2.8.2.  Zavedeme ndsledujici definici: ,Stereoid® je takovy grupoid (A,o), ve kterém mdme dva rizné ne-
utrdalni proky ey, es, tj. pro kazdé a € A plati aoey = e; oa = a a soucasné a o ey = ex 0 a = a. Ukazte,

Ze operace 0% nemiuze byt a) komutativni ani b) asociativni. Najdete priklad stereoidu? Jaky je hlavni
problém tohoto tvrzeni?

2.8.8.  Pro libovolné n € N méime mnozinu A = [1,n]. Na mnoZiné A definujeme operaci 0% predpisem
Va,b € A:aob=max{a,b}. UkaZte, Ze dvojice (A,o) je monoidem.

2.8.4. Sestavte Cayleyho tabulko monoidu ze Cviceni EZ30

2.8.5.  Pro libovolné n € N, n > 2 najdéte priklad monoidu s n prvky, ve kterém Zadny jiny prvek nez
neutrdlni nemd inverzi.

2.8.6.  Ukazte, Ze trividlni grupoid ({a},0) s ,libovolnou® operaci o (Tabulka BZ]) je monoid.

ola
ala
Tabulka 2.4.: Trividlni grupoid ({a}, o).

2.8.7.  Méjme libovolnou pologrupu (G, o). Ukazte, Ze vidy je mozno pfidat novy prvek e (tj. e ¢ G) tak,
aby (GU{e}, *) byl monoid s neutralnim prvkem e, pricemz pro kazdé x,y € G poloZime xxy = xoy. Pokud
(G,0) byl monoid s neutrdlnim prvkem f, co miZeme 7ici o prvku f v monoidu (G U {e},x)?

2.8.8. Méjme Cayleyho tabulku Vysvétlete, proc¢ tabulka nepopisuje monoid. Poznamka: Vyraz 0o oo
je neurcity vyraz. I kdybychom poloZili 0 o co = 1, tak cviceni ukazuje, Ze nékteré bézné pocetni operace
nebudou ddvat ocekdvané visledky.

Tabulka 2.5.: Tabulka operace v grupoidu (A, o).
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2.8.9. Méjme grupoid (A,o). Vysvétlete, jaky je rozdil mezi definici neutrdlniho prvku Je € AVa € A :
eoa=aoe=a a definici s prohozenym poradim kvantifikitori Va € Ade € A:eoca=aoce=a.

2.8.10. Pro kaZdé n € N najdéte priklad alesponi n ruznych pologrup, které nejsou monoidem.

2.3.11. Oznac¢me G = {a +bv2 : a,b € Z,(a,b) # (0,0)}. Ddle necht ,-“ je restrikce obvyklého ndsobeni
realnych c¢isel na mnozinu G. Ukazte, Ze (G,-) je monoid.

2.4. Grupy

Nez pristoupime k definici grupy, popiSeme dalsi dulezitou vlastnost prvka v algebraickych strukturach
s jednou operaci.

Inverzni prvky
Budeme zkoumat, zda k vybranému pfipadné kazdému prvku monoidu existuje prvek v jistém smyslu opacny
nebo pievraceny. Resime-li v R napiiklad rovnici

r+2=0,
dobie vime, Ze feSenim je ¢islo x = —2, které umime vyjadrit ,pfic¢tenim opacného prvku —2 k obéma
strandm rovnice“. Podobné pii feSeni rovnice
2z =1

v R vyjadiime hledané feSeni tim, Ze rovnici vynasobime pievracenou hodnotou koeficientu 2, tj. jednou
polovinou. Jestlize ale v R hledame feSeni rovnice

0z =1,

nasobit prevracenou hodnotou koeficientu nemutzeme, protoze 0 nemd prevracenou hodnotu. A konecné,
jestlize Tesime soustavu rovnice popsanou maticovou rovnici

Az =b

a pokud existuje inverzni matice A~! a znadme ji, méZzeme ihned vyjadiit feseni z = A~'b. M4 smysl se ptat,
ke kterym prvkim existuje a ke kterym prvkam neexistuje opacny nebo prevraceny prvek. Pokud existuje,
budeme mu fikat inverzni prvek.

Definice Inverzni prvek
Mgjme grupoid (A, o) s neutrdlnim prvkem e vzhledem k operaci ,,0“. Inverznim prvkem k proku a € A
(vzhledem k operaci ,,0“) rozumime takovy prvek b € A, pro ktery plati obé nésledujici rovnosti.

aob=e, boa=e

Vsimnéte si, Ze v definici opét pozadujeme splnéni obou rovnosti aob = e i boa = e, protoze operace ,,0“ ne-
musi byt komutativni. I v nekomutativnich grupoidech ma smysl hledat inverzni prvky. Napfiklad Cayleyho
tabulka symetrii rovnostranného trojihelnika (Tabulka IZ3) odpovidé algebraické struktufe s nekomutativni
operaci, kde ke kazdému prvku existuje inverzni prvek.

Priiklad 2.13. Uvedme nékolik jednoduchych ptikladt grupoida a inverzi jejich prvk.

1) Méme-li mnozinu celych ¢isel s operaci obvyklého séitani (Z, +), tak neutrdlnim prvkem je ¢islo 0 a
ke kazdému celému ¢islu a € Z existuje inverzni prvek —a. Zejména c¢islo 0 je inverzi samo k sobé.

2) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého nésobeni (Z, -) je monoid s neutralnim prvek 1; inverze existuji
pouze ke dvéma prvkim, k neutralnimu prvku 17! = 1 a k &slu —1 je inverzi také samotné ¢islo —1.

3) V monoidu ¢tvercovych matic fadu n s operaci ndsobenim matic (M, ,,-) je neutrdlnim prvkem jed-
notkovéa matice F, , a inverze A~! existuji pouze k regularnim maticim A.

4) Podle Prikladu 27 vime, Ze mnozina vSech funkei s definiénim oborem R a s operaci obvyklého s¢itani
funkei ,+% je komutativni pologrupa (Fg,+) s neutralnim prvkem fy, kde funkce f, je konstantni
funkce Vo € R : fo(z) = 0. Inverznim prvkem ke kazdé funkci f € F' je funkce —f.
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Piiklad 2.14. Uvedme nékolik jednoduchych p¥iklada grupoidi, ve kterych neexistuji inverze.

1) V pologrupé (S, -) neexistuje neutralni prvek, a proto nemd smysl definovat inverzni prvky.

2) Obvyklé odéitani celych ¢isel tvofi neasociativni grupoid (Z,—), ve kterém nemd smysl definovat
inverzni prvky, nebot nemé neutralni prvek. Cislo 0 neni neutralnim prvkem, nebotf pro nenulovy
prvek a je 0 —a = —a # a.

3) Pologrupa (R, +) tvoii komutativni pologrupu s neutralnim prvkem 0, avSak zadny nenulovy prvek
x € RT nema inverzi, nebot —z ¢ RT.

Priklad 2.15. Najdeme inverzni prvky ke vSem prvktm v dihedralni grupé (D3, o). VyuZijeme Cayleyho
tabulku =3

Z Tabulky T3 ihned vidime, Ze neutralnim prvkem je Ry. Dale vidime, ze Ry' = Ro, Ripy = Raao,
Ry = Riso, Z3' = Za, Z5' = Zp a Z;" = Zc. v

Priklad 2.16. Cayleyho tabulka BB udéva piiklad monoidu s neutrdlnim prvkem 1 (Cviceni EZIA).
Najdeme inverze ke vsem prvkam, pokud existuji.

Tabulka 2.6.: Tabulka operace v monoidu (A, o).

Prvky 0 a 2 nemaji inverzi, protoze 0 o a # 1 ani 20 a # 1 pro zadné a € {0,1,2}. Naproti tomu neutralni
prvek 1 je inverzni sam k sobé, protoze 1 01 = 1. To znamend, ze obecné k nékterym prvkim inverze
existovat mohou, zatimco k jinym nemusi. Ve Cvi¢eni X0 ukazeme, ze v kazdém monoidu je neutralni
prvek inverzni sdm k sobé. v

O jednoznacénosti inverzniho prvku v monoidu

Vsimnéte si, Ze v definici inverzniho prvku na strané pozadujeme existenci neutralniho prvku v grupo-
idu (A,0). Nevyzadujeme, aby (A,o) byla asociativni. To znamend, Ze inverzni prvky muzeme hledat i
v algebraickych strukturach, které nejsou monoidem. Naptiklad grupoid uvedeny v Tabulce EZ0 ma neut-
ralni prvek 1. K prvku 2 najdeme dva inverzni prvky: 2 i 3, coz jsou dva inverzni prvky i k prvku 3. Ale
grupoid uvedeny v Tabulce EZ7 neni asociativni, napfiklad (202)03 =103 =3,ale 20(203) =201 =2.

Tabulka 2.7.: Grupoid, kde k nékterym prokum ezistuje vice inverzi.

Déle nesmime zapomenout, Ze v obecném grupoidu nemusi byt neutrdlni prvek, nesmime (chybné)
spoléhat na vzité oznaceni ,,1“. Naptiklad operace dana Tabulkou X1 je trividlné asociativni, avsak uvedeny
grupoid nemé neutralni prvek. NemiiZeme proto tvrdit, ze prvky 1, 2 a 3 jsou navzdjem inverzni, nebot
inverzni prvky v takovém grupoidu nejsou definovany.

Tabulka 2.8.: Asociativni grupoid bez neutrdlniho prvku.

Q
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Jestlize k néjakému prvku existuje vice inverzi, tak p¥islusné operace na mnoziné neni asociativni (a proto
nemame monoid). Nésledujici véta ukazuje, Ze asociativita operace ,o0“ vynuti jednoznacnost inverznich
prvki: v monoidu existuje ke kazdému prvku nejvyse jeden inverzni prvek.

Véta 2.3. Méjme monoid (A, o) s neutrdlnim prokem e. Pro kaZdé a € A existuje nejvyse jeden inverznid
proek.

Dikaz. Méjme prvek a v monoidu (A4, 0). Jestlize k prvku a neexistuje inverze, tvrzeni plati. Déale postu-
pujeme piimo. Oznacme by a by inverzni prvky k prvku a v monoidu (A4, o).

blZbloe:blo(aob2):(bloa)ob2:eob2:b2.

P1i Gipravé jsme postupné vyuzili: existenci neutralniho prvku e, dale vlastnost, ze by je inverzi k a, potom
asociativitu operace, dale vlastnost, ze b; je inverze k prvku a a nakonec definici neutralniho prvku. Proto
k libovolnému prvku a neexistuje vice raznych inverznich prvka vzhledem k operaci ,,0“. O

Grupa

Nyni je ¢as vyslovit Gstfedni definici celého kurzu: definici grupy. Na grupy se mtzeme divat jako zobecnéni
obvyklého sc¢itani celych ¢isel, nosi¢ i operace mohou byt libovolné, ale budeme vyzadovat nékteré ,pékné*
vlastnosti. Monoid je asociativni grupoid s neutralnim prvek a pokud navic budeme pozadovat existenci
inverze ke kazdému prvku, dostaneme grupu.

Definice Grupa
Grupoid (G, o) se nazyva grupa pravé tehdy, kdyz

(i) Ya,b,ce G:ao(boc)=(aob)oc, (asociativita)
(i) Jee GVa e G:eoca=aoce=a, (existence neutralniho prvku)
(iii) Va e GIb € G : aob=boa = e, kde e je neutralni prvek vzhledem k operaci ,o“. (existence inverze)

Prvek b se nazyva inverzni k proku a (vzhledem k operaci ,,0“) a znacime jej a~!, pifpadné —a.

Znaceni a~! pouzivame, pokud operace ,,0“ je analogii b&éZného nisobeni. Znaéeni —a pouzivame, pokud
operace ,,0“ je analogii bézného séitani, a fikdme opacny prvek k prvku a. Casto budeme inverznimu prvku
k prvku a fikat struéné inverze k a“. Znaceni je korektni, nebot podle Véty EZ3 je v grupé inverze k prvku a
urcena jednoznacné.

Poznamka 2.1. Vsimnéte si, ze v grupoidu daném Cayleyho tabulkou ECO existuji k prvkiam 2 i 3 dvé
inverze (coz se v monoidu stat nemiize). Je nesikovné zapisovat 27! = 2 a 27! = 3, protoze by mohl
vzniknout dojem, Ze 2 = 3. O néco lepsi je pracovat s mnozinou inverzi 271 € {2,3}, to vSak fesi pouze
situace, kde nebudeme pracovat s prokem 27!. Nejkorektnéjsi je slovni formulace, e inverzni prvky k 2 jsou
2 a 3 a nepouzivat znadeni 271, které si vyhradime pro piipad, kdy jsou inverzni prvky uréeny jednoznacéné
(naptiklad v grupé). V dalsim textu budeme oznaceni a~! pouzivat pouze v piipadé, Ze inverzni prvek je
urcen jednoznacné.

Pfipomindme, Ze aby uspofddand dvojice (G, o) byla grupou, tak musi byt splnéno pét vlastnosti: jed-
nak, aby (G, o) byl grupoid, musi mnoZina A byt neprazdné a operace ,,0“ musi byt uzaviend na mnoziné G.
Navic musi byt operace ,,0* asociativni, v grupoidu musi existovat neutralni prvek a jesté ke kazdému prvku
musi existovat prvek inverzni.

V dalsim textu budeme operaci v obecné grupé zpravidla oznacovat -
terminologii.

“ a pouzivat multiplikativni

Priklad 2.17. Uvedeme nékolik jednoduchych piiklad grup véetné uréeni neutralniho prvku.

1) (Z,+) je komutativni grupa. Uz vime, Ze se jedna o monoid s neutralnim prvkem 0, inverzni k prvku a €
Z je opacny prvek —a.

2) (Q,+) a (R, +) jsou komutativni grupy se stejnym zdtvodnénim jako v predchozim piikladu. Opacnym
prvkem k prvku z je vzdy prvek —zx.

3) (R\ {0},-) je komutativni grupa. N&sobeni nenulovych ¢isel je grupoid, operace je komutativni i
asociativni, neutralnim prvkem je ¢islo 1 a inverzi k (nenulovému) prvku a je prvek %

4) ((0,00),-) je komutativni grupa. Nésobeni kladnych ¢isel je jisté grupoid, operace je (stejné jako
u predchoziho prikladu) komutativni i asociativni, neutralnim prvkem je éislo 1 a inverz{ ke kladnému
prvku a je (kladny) prvek %

5) Symetrie rovnostranného trojihelnika (Tabulka =) tvoii grupu. Uz vime, Ze se jednd o monoid,
Ri20 a Rago jsou navzajem inverzni, ostatni prvky jsou inverzi sami sobé (Pfiklad EZT3).
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6) Symetrie libovolného pravidelného n-tthelnika tvoii dihedrélni grupu (D,,, o). Neutrédlnim prvkem je
otoceni Ry.

7) (Z4,+), (Zs,+) (séitani modulo 4 nebo modulo 5) jsou grupy s neutralnim prvkem 0.

8) (Zs \ {0},) (ndsobeni nenulovych ¢isel modulo 5) tvofi grupu. Neutrdlnim prvkem je 1.

9) (M ,.,-), kde My: ,, = {A € My, : det(A) # 0}, regularni ¢tvercové matice fddu n s operaci nasobeni

matic tvoii grupu. Neutradlnim prvkem je jednotkova matice F,.

Priklad 2.18. Uvedeme také nékolik ptikladi, které grupou nejsou.

i

1) (N, +) neni grupou, protoZe neni ani monoidem, nebotf v pologrupé (N, 4) neni neutralni prvek.

2) (Z,—) neni grupa protoze operace ,,—“ neni asociativni.

3) (N,-) neni grupa. Uz vime, Ze se jednd o monoid, neutralnim prvek je éislo 1, avSak k ¢éislim vétsim
nez 1 neexistuji inverze.

4) (R, -) neni grupa, protoZe k prvku 0 neexistuje inverze.

5) (R*,-), kde R* je rozsifend mnozina redlnych ¢isel véetné oo a —oo, neni grupa. Dokonce, i pokud
bychom dodefinovali 0 - co = 1, dostaneme 0~! = oo a co~! = 0, tak stale neni jasna inverze k —oo.
Inverzi uz nemuze byt 0, protoze inverze jsou urceny jednoznacné.

6) Mnozina vektort v R? spolu s vektorovym souc¢inem vektort je grupoid (R3, x), ktery neni grupou,
nebot operace neni asociativni (P¥iklad EZX1), a navic ani nemd neutralni prvek (Cvic¢eni EZTX]), a proto
nema smysl k vektortim hledat inverzni prvky.

7) (Z4 \ {0},) (ndsobeni nenulovych ¢isel modulo 4) netvoii grupu. Prvek 2 nema4 inverzi.

8) (My,n,-) (¢tvercové matice fadu n s operaci nasobeni matic) netvori grupu, protoze k singuldrnim

maticim neexistuji inverzni matice.

Poznamka 2.2. Je dobré upozornit, ze grupu chapeme jako strukturu, ktera je ptirozenym zobecnénim
s¢itani celych ¢isel. Uz jsme vidéli, Ze celd ¢isla tvofi grupoid: operace s¢itani je uzaviend na (neprazdné)
mnoziné celych ¢isel. Vime, ze obvyklé s¢itani je asociativni, a také vime, ze neutralnim prvkem je ¢islo 0 a
ke kazdému ¢islu a snadno najdeme inverzi: opacné ¢islo —a.

V Kapitole M uvidime, jak déle zobecnit pocitani s celymi ¢isly s vyuzitim dvou operaci.

Priklad 2.19. Méjme piirozené ¢islo n vétsi nez 1. Symbolem U(n) ozna¢me mnozinu vSech pfirozenych
¢isel a, ktera jsou mensi nez ¢islo n a nesoudélnd s n, tj. plati NSD(a,n) = 1. UkdZeme, ze (U(n),-), kde
nasobeni provadime modulo n, tvori komutativni grupu, které fikdme grupa jednotek modulo n.

MnoZina U(n) je jisté neprazdnd, nebot naptiklad 1 € U(n). UkéZeme, Ze operace ,,-“ je na U(n) uzaviena.
Mg&jme a,b € U(n). Protoze NSD(a,n) = 1, tak podle Bézoutova Lemmatu IC3 existuji celd ¢isla r, s, ze
ar +ns = 1. Analogicky musi existovat takova cela ¢isla u, v, Ze bu + nv = 1. Potom

1=1-1=(ar+ ns)(bu + nv)
1 = (ab)ru + n(arv + sbu + nsv).

To podle Bézoutova Lemmatu I3 znamend, ze NSD(ab,n) = 1 (s vyuzitim faktu, Ze koeficienty r, u jsou
nesoudélné s n) a proto je operace ,,-“ modulo n je uzaviend na U(n).

Déle podle Cviceni G je operace ,,-“ na U(n) asociativni, protoze ndsobeni celjch ¢isel modulo n je
asociativni. Neutralni prvkem je &islo 1 které do U(n) patii.

Kone¢né&, méjme libovolny prvek a. Ukdzeme, ze v U(n) existuje jeho inverze. Protoze NSD(a,n) = 1,
tak podle Bézoutova Lemmatu I3 existuji celd ¢isla r, s, Ze ar+ns = 1. Potom 1 = ar+ns =ar (mod n)
a r je inverzi ke k modulo n. Zbyva ukédzat, ze r € U(n), coZ plyne opét z rovnosti ar +ns = 1 a druhé ¢asti
Bézoutova Lemmatu O3, podle které je NSD(r,n) = 1, a tedy r je nesoudélné s n. v

Priklad 2.20. Sestavime Cayleyho tabulku grupy (U(8),-) (grupy jednotek modulo 8).
Thned vidime, ze U(8) = {1, 3,5,7}. Sestavime Cayleyho Tabulku X371 v

Tabulka 2.8.: Cayleyho tabulka grupy (U(8),-).
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O jednoznacénosti inverzniho prvku v grupé

Grupy jsou specidlni pfipady pologrup a ty jsou specialnim pfipadem monoidi (Obrazek EZ0). Proto podle
Veéty 30 v grupé ke kazdému prvku existuje nejvysSe jedna inverze. Nésledujici véta ukazuje, ze miuzeme
oznadit neutralni prvek k prvku a symbolem a~!, protoze inverzni prvek vzdy existuje a je uréen jednoznaéné.
Proto teprve nasledujici véta ospravedlituje pouzivani oznaceni a~!, které jsme pro inverzni prvky v grupé
zavedli.

Grupoidy

Pologrupy

Obrézek 2.1.: Hierarchie grupoidi, pologrup, monoidi a grup.

Véta 2.4. O existenci a jednoznaénosti inverzniho prvku v grupé
Méjme grupu (G,-) s neutrdlnim prvkem e. Pro kaZdé a € G existuje jeding inverzni prvek b € G tak, Ze
a-b=b-a=ce.

Diikaz. Postupujeme pfimo. Grupa (G, -) je monoidem a podle Véty B30 ke kazdému prvku existuje nejvyse
jedna inverze. Podle definice grupy vsak vime, Ze Va € G existuje alespon jedna inverze, a tak ke kazdému
prvku grupy existuje pravé jeden inverzni prvek vzhledem k operaci ,,-“. O

Poznamka 2.3. Déleni v ¢iselném oboru raciondlnich ¢isel nebo déleni v oboru redlnych ¢isel neni novou
operaci, ale nasobenim prvkem, ktery je inverzni k déliteli riznému od nuly. V oboru prirozenych ¢isel
s operaci obvyklého nasobeni existuje inverzni prvek jen k prvku 1. V oboru celych ¢isel existuje inverzni
prvek k prvkim 1 a —1, k ostatnim prvkim inverzni prvek neexistuje. Proto (Z,-) neni grupou, zatimco
(Z,+) grupou je, protoZe opacny prvek najdeme ke kazdému celému ¢islu.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze jednoznacnost inverze je zarucena pouze v grup€. V grupoidu mohou
existovat prvky, které inverzi nemaji, ale sou¢asné mohou v grupoidu existovat prvky, které maji vice inverzi.

Priklad 2.21. Urcete inverzni prvky vSech prvkd mnoziny G = [1,4] v grupoidu (G, o), ktery je dén
Tabulkou 20 vlevo. Je tento grupoid grupou? Grupoid (G, *) se li§i jedinou zménou v Tabulce 20 vpravo:
3% 1= 2. Jak se zméni odpovédi pro grupoid (G, *)?

*
1
2
3
4
G?

Tabulka 2.9.: Grupoidy (G, o) a (

ES

~—

Abychom mohli hledat inverze v grupoidu (G, o), musime nejprve najit neutrélni prvek vzhledem k ope-
raci ,,0“. Z tabulky je ihned vidét, ze neutradlnim prvkem je prvek 2.

e Prvek 1 inverze nemad, protoze ve sloupci 1 neni neutralni prvek 2. Prvek 3 neni inverzi k prvku 1,

ackoliv 103 =2, ale 301 # 2.

Inverzni prvek k prvku 2 je samotny prvek 2, protoze 2 02 = 2; prvky 1, 3 ani 4 inverzemi nejsou,

protoze 102 # 2,302 # 2 ani 402 # 2.

Inverzni prvky k prvku 3 jsou oba prvky 3 a 4, protoze 3-4 =4-3 =2a3-3 = 2. Prvky 1 ani 2

nejsou inverzi k prvku 3, ackoliv 103 =2. Platiale 301 #2a 302 # 2.

e Inverzni prvek k prvku 4 je prvek 3, protoze 3-4 = 4-3 = 2; prvky 1, 2 ani 4 inverzemi nejsou, protoze
4-1#£2,4-2#2anid-4+#2.
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Prvek 1 nemé zadnou inverzi, proto grupoid (G, o) neni grupou. Stejné bychom mohli ¥ici, Ze se nemize
jednat o grupu, protoze k prvku 3 jsme nasli dva inverzni prvky. VSimnéte si, Ze existence dvou inverznich
prvkli neni v rozporu s Vétou I, nebot uvedeny grupoid neni grupou. Vyuzili jsme, Ze neutralni prvek i
inverzni prvky je podle definice mozno hledat nejen v grupé, ale i v grupoidu (pokud grupoid mé neutralni
prvek). A konecné grupoid (G, o) uréeny Tabulkou I nemitize byt grupou uz proto, Ze operace ,0“ ani
neni asociativni. Plati 30 (304) =3, ale (303) 04 =4, a proto grupoid (G, o) neni ani pologrupou.

Pro grupoid (G, x) dostaneme néasledujici odpovédi. Neutralnim prvek je opét prvek 2.

e Inverze k prvku 1 inverze je prvek 3.

e Inverzni prvek k prvku 2 je samotny prvek 2.

e Inverzni prvky k prvku 3 jsou ¢4 prvky 1, 3 a 4.
e Inverzni prvek k prvku 4 je prvek 3.

Presto grupoid (G, *) uréeny Tabulkou EZ neni byt grupou, nebof prvek 3 mé vice nez jednu inverzi

vzhledem k operaci ,x“, coz je zplisobeno tim, Ze operace ,*“ neni asociativni. Mizeme si vSimnout, ze

3% (3x4) =3, aviak (3% 3) x4 =4. v
Nasledujici lemma ukazuje, ze inverzi k inverzi daného prvku je vzdy prvek sam.

Lemma 2.5. Méjme grupu (G,-) a libovolny prvek a € G. Potom plati (a=1)~! = a.

Diikaz. Ukazeme, Ze inverzni prvek k a—! je prvek a. Ozna¢me x = a~!. ProtoZe x = a~! je inverzni prvek
k a, tak plati - a = a -z = e, kde e je neutrdlni prvek grupy (G,-). To vSak soucasné znamend, Ze a je
inverzni k prvku z = a7 Tj. a = ()"t = (a71)~L O

Piedchozi Lemma I51 ¥ik4, Ze prvky a jejich inverze jsou bud totozné (a=! = a), nebo tvoii pary
v nosné mnoziné grupy (G, ). Prvek a~! je inverzni prvek k a, coZ soufasné znamend, Ze a je inverzni prvek

k prvku a~ 1.

Otazky:

e Mize v néjaké grupé (G, -) existovat vice nez jeden takovy prvek a, a € G, ze a=* = a?
e Mize v néjaké grupé (G, -) existovat vice nez dva takové prvky a, ze a=!
e Muze pro kazdé pfirozené ¢islo n existovat takova grupa (G, -), ve které existuje alespon n takovych

L= q?

=aq?

prvkid a, ze a”

Cviceni
2.4.1.  Které z ndsledujicich dvojic jsou grupy? a) (NU{0},+), b) (P,0), kde P je mnoZina vsech prostych

realnych funkci s definicnim oborem R a oborem hodnot R.

2.4.2.° Ukazte, Ze v kazdém monoidu (G,-) (a tedy i v kazdé grupé) s neutrdlnim prokem e plati e=' = e,
tj. neutrdlni prvek je sam k sobé inverzni.

2.4.3. Vysvétlete, pro¢ (P,o), kde P je mnoZina vSech prostych redlnych funkci s definicnim oborem R,
nent grupa.

2.4.4. Mé&jme dihedrdlni grupu (D,,,o) symetrii n-uhelnika. Popiste inverzni prvek kazdé symetrie. (Toto
cvicent je zobecnénim Prikladu BZZI2)

2.4.5. Méjme grupu (G,-) a dva prvky a,b € G. Ukazte, Ze pokud b je inverzi k prvku a, tak a je inverzni
k prvku b. MizZeme proto Fikat, Ze a a b jsou navzdjem inverzni. (Jednd se o jinou formulaci Lemmatu EZ21)

2.4.6.  Mé&jme pologrupu (G,-) a v ném takovy prvek e, Ze ae = a pro kaZdy prvek a € G, a ddle ke kaZdému

proku a € G ezistuje v G inverznd prvek, tj. takovy prvek a1, pro ktery plati aa™' = e = a"'a. UkaZte, Ze

musi soucasné platit ea = a. (V definici grupy je mozno zaménit jednu rovnost za poZadavek jednoznacnosti
inverze.)

2.4.7.  Ukazte, Ze (S,-) s operact obvyklého ndsobeni (sudych) ¢isel nent grupa.

2.4.8. Méjme grupu (G,-). Sestavime mmoZinu inverznich proki H = {g=! : g € G}. Ukaste, Ze mno-
ziny H=G.

2.4.9. Méjme libovolné dva prvky a, b grupy (G,-). Najdéte takovy prvek x € G, Ze plati xabx~—! = ba.
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* 0o 1 -1 T Y 00 —00

0 0 0 0 0 0 1 -1

1 0o 1 -1 T Y 00 —00
-170 -1 1 —T —y —00 00

x| 0 = —xz x? xy sgn(z)oo —sgn(z)oco
y | 0y -y oy y? sgn(y)oo —sgn(y)oo
oo | 1 oo oo sgn(z)oo sgn(z)oo 00 —00
—00| =1 —00 0o —sgn(z)oo —sgn(z)oo  —oo o0

Tabulka 2.11.: Cayleyho tabulka ndsobeni vybranygch prvkid v R*.

2.4.10. Mejme Tabulku operace ,soucinu *“ na mnoziné {0,1,00} (na mnoziné vybranych redlnijch
¢islech véetné oo ). Vysvétlete, proc¢ tabulka nepopisuje grupu.

2.4.11. Meéjme Tabulku EZIO operace ,soucinu x“ na mnoziné rozsirenych redlnych cislech R*, kde x, y
jsou libovolnd redlnd cisla. Vysvétlete, proc¢ tabulka nepopisuje grupu.

2.4.12. Dokazte nebo vyvratte ndsledujici turzeni: a) soucin dvou nenulovych celjch éisel je nenulové redlné
éislo, b) soucin dvou nenulovych komplexnich cisel je nenulové komplexni ¢islo,  c¢) soucin dvou nenulovgch
ctvercovych matic s celociselnymi koeficienty je nenulovd matice.

2.4.13.  Existuji dvé nenulové matice A, B takové, Ze A- B i B - A dad nulovou matici?
2.4.14. Dokazte, Ze Tabulka popisuje monoid.

2.4.15.  Méime mnoZinu komplexnich cisel G = {1, —1,—i,1}. UkaZte, Ze (G,-) je grupa, kde operace ,-“ je
restrikce obvyklého ndsobeni komplexnich cisel na prvky mnoZiny G.

2.4.16. Oznacme G = {a +bv/2 : a,b € Q, (a,b) # (0,0)}. Ddle necht - je restrikce obuvyklého ndsobeni
redlnych cisel na mnozinu G. Ukazte, Ze (G,-) je grupa.

2.4.17.  Ukazte, Ze scitand zbytkovych tiid modulo 4 je grupa (Z4,+).

2.4.18.  Sestavte Cayleyho tabulku monoidi (Zy,-) a (Z4 \ {0},-) s operacemi ndsobeni modulo 4. UkaZte,
Ze (Zg,") a (Z4\{0},+) a) jsou monoidy; b) nejsou grupy.

2.4.19. Dokazte nebo vyvratte: Méjme grupoid (A, o), ve kterém existuje neutrdlni prvek e. Jestlize k né-
jakému prvku a, a € A ezistuji dva riuzné inverzni prvky by, by € A, tak operace ,,0“ neni asociativni

2.4.20. Navazeme na Priklad Méjme libovolnou grupu (G,o). Do grupy piiddme novy prvek e
(tj. e ¢ G) tak, aby (GU{e}, x) byl monoid s neutralnim prokem e, pricemzVa,y € G poloZime xxy = xoy,
xxe=uwx,exx=x aexe=e. Ukatte, Ze (GU{e},x) neni grupa.

2.4.21. Sestavte Cayleyho tabulku grupy U(12)

2.4.22. Navazeme na Cviceni BZZZ Pro libovolné n € N méjme mnozinu A = [1,n]. Na mnoziné A defi-
nujeme operaci o Ya,b € A : aob = max{a,b}. Ukazte, Ze pro n > 2 je dvojice (A, o) monoidem, ktery nent
grupou.

2.4.23.% Méjme Sachovnici o rozméru r x s policek, oznacme n = rs. Rddky i sloupce jsou znaceny napiiklad
¢isly a pismeny. Na kazdém policku sachovnice lezi jedna mince, celkem na Sachovnici lezi n minci. Mince
jsou nahodné otocené, nékteré hlavou vzhiru, nékteré hlavou doli. Jedno policko Sachovnice je viyjimecne,
naptiklad Ze se pod nim skryvd poklad.

Dva kamaradi Adam a Bedrich mohou si predem mohou domluvit vhodnou strategii, aby uspéli v ndsle-
dugici hre. Nejprve Sachovnici a mince uvidi Adam. Adam se dozvi, které policko je vyjimecné, a pak musi
zvolit jedinou minci, kterou (nékdo) otoéi naopak, neZ mince leZi. Adam odejde a uZ nijak nesmi napovidat
Bedrichovi.

Nyni Bedrich poprvé uvidi sachovnici a na ni poloZené mince. Pokud poznd, které policko Sachovnice je
vyjimecné, oba ve hie uspéli. Jakmile si kamarddi domluvi strategii, tak veskerd komunikace mezi Adamem

60



Petr Kovdr, 2. Algebraické struktury s jednou operact 20. unora 2024

a Bedrichem probiha pouze volbou otocené mince, ktere mince jsou otoceny hlavou vzhiru. Bedrich nepoznd,
kterd mince byla otocena, napriklad podle toho, Ze bude na policku posunuta, nebo Ze bude teplejsi a podobné.
Pron = 2%, k € N, navrhnéte strategii, kterou si mohou Adam a Bedrich domluvit, aby ve hie uspéli.
(Pozndmka: v predmétu ,Teorie grafi® ukdzeme, Ze pro jiné hodnoty n nez 2% takovd strategie nemiize
existovat. )

2.5. Dalsi vlastnosti grup

Grupy byly zavedeny jako zobecnéni pocitani s celymi ¢isly. Néktera dobfe zndma pocetni pravidla, ktera
pouzivame pii pocitani s celymi ¢isly plati i pro jakékoliv grupy. Néktera z nich uvedeme.

O kréaceni v grupé

Nasledujici véta ukazuje, ze i v obecné algebraické strukture grup miizeme vyuzivat ipravu, na kterou jsme
zvykli pii pocitani s Cisly. Véta fika, ze v grupé muzeme kratit.

Véta 2.6. Véta o kraceni v grupé

Méjme grupu (G, -). Potom pro vSechna a,b,c € G plati

(i) jestlize a-c=1b-c, potom a =D, (krdceni zprava)
(ii) jestlize ¢-a = c-b, potom a =b. (krdcent zleva)

Diikaz. Méjme rovnost a - ¢ = b - ¢ pro libovolné a,b,c € G. V grupé existuje ke kazdému prvku inverze,
zejména existuje ¢c~!. Vynasobenim rovnosti zprava ¢! dostaneme a-c-c ' =b-c-c7!, protoa-e=10b-e,
kde e je neutralni prvek grupy. S vyuZzitim vlastnosti neutralniho prvku je a = b.

Druhé rovnost se odvodi analogicky vynasobenim ¢! zleva. O

Nasledujici priklad ukazuje, Ze v obecném grupoidu, pologrupé nebo monoidu uvedend véta platit ne-
musi.

Priklad 2.22. Méjme monoid (A, o) dany Cayleyho tabulkou EZT2Z1 UkéZzeme, ze Véta o kraceni v mono-
idu (A, o) neplati.

Tabulka 2.12.: Monoid, ktery neni grupou.

V obecném monoidu véta o kraceni neplati. V monoidu (A, o) nemtizeme kratit zprava, nebot 1-2 =2 =2-2
avSak 1 # 2. Nemuzeme krétit ani zleva, nebot 2-1 =2 = 2 -2 avSak 1 # 2. Prvek 2 neméa v uvedeném
monoidu inverzi. v

Podle tvrzeni a dukazu Véty @ a podle predchoziho prikladu by se mohlo zdat, ze bude-li k néjakému
prvku existovat inverze, mizeme timto prvkem kratit. Neni to pravda. Nasledujici pfiklad ukazuje, ze je
nutna i jednoznacnost inverze, kterad je zarucena pouze v grupé.

Priklad 2.23. Mé&jme grupoid (4, o) dany Cayleyho tabulkou B2 ze strany B3. Neutralnim prvkem je 1,
prvky 2 a 3 maji inverzni prvky 2 a 3. Ukdzeme, ze Véta o kraceni v grupoidu (A, o) neplati.

Tabulka 2.13.: Cayleyho tabulka operace grupoidu, kde prvky 2 a 3 maji dva inverzni proky.
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Prvky 2 i 3 maji v uvedeném grupoidu stejnou inverzi. V grupoidu (A, o) nemtzeme kratit zprava, nebot
3-2=1=2-2avSak 3 # 2. Nemiizeme kratit ani zleva, nebot 2-3 =1=2-2 avSak 3 # 2. v
Otazky:
e Jaka vlastnost grupy je porusena, pokud v grupoidu existuje neutralni prvek e a ke kazdému prvku a
1 avsak v Cayleyho tabulce bude néktery prvek v nékterém fadku nebo sloupci
v alespon dvou kopiich?
e Miuzete demonstrovat vasi odpovéd na Tabulce I3 z Prikladu E2Z317
e MiuZeme Fici, ze pokud se v nékterém fadku Cayleyho tabulky grupoidu (G, o) néktery prvek opakuje,
tak operace ,,0“ neni asociativni?

existuje inverze a

V grupé inverzni prvky komutuji
Uké4zeme, Ze v kazdé (i nekomutativni!l) grupé, staci pro existenci inverzniho prvku a=' ovéfovat jen jednu
z rovnosti a - a ! L. a = e. Jestlize plati jedna z rovnosti, bude vidy druh4 platit také.

1
=e,a
Lemma 2.7. V grupé inverzni prvky komutuji

Méjme grupu (G, ) s neutrdlnim prokem e. Pro kaZdé a,b € G plati, jestlize a-b = e, potom také b-a = e.

Diikaz. Postupujeme pfimo. Z rovnosti a - b = e odvodime rovnost b - a = e.

a-b=e z predpokladu véty
al-(a-b)=a'e 7 existence inverzniho prvku a~! a vyndsobenim zleva
(at-a)-b=a"t-e z asociativity operace
e-b=a"l-e z definice inverzniho prvku a !
b=a"! z definice neutralniho prvku
b-a=a"'-a vynasobenim zprava prvkem a
b-a=e z definice inverzniho prvku a=!
Tim je dikaz ukoncen. ]

Vsimnéte si, ze v dikazu jsme vyuzili existenci neutralniho prvku, existence inverzniho prvku a asocia-
tivitu. Nasledujici priklad ukazuje, ze v grupoidu inverzni prvky komutovat nemusi.

Priklad 2.24. Ms&jme grupoid (G, -) uréeny Cayleyho tabulkou EIA Ukazeme, Ze a) (G, -) neni asociativni,
b) v grupoidu (G, -) inverzni prvky nekomutuji (neplati analogie Lemmatu EZ0).

4
4
1
2
2

3
3
2
2
1

Tabulka 2.14.: Grupoid (G,-) neni asociativni, neni komutativni md neutrdlni prvek, nemd inverze.

a) Operace ,-“ neni asociativni, nebot napfiklad (4-2)-4=1,ale 4-(2-4) =4.
b) Z Tabulky T4 je ziejmé, Ze jediny prvek, ktery mé oboustrannou inverzi, je prvek 1. Naproti tomu
plati 2-4 =1, ale 4-2 # 1. Podobné plati 3-2=1,ale2-3 41 aplati4d-3 =1, ale 3-4# 1. v

Opakovana operace se stejnym prvkem
Nyni zavedeme jedno obvyklé znaceni.

Definice Oznaceni opakované aditivni a multiplikativni operace
Méjme grupu (G, -) a prvek a € G. Zavedeme nésledujici obvyklé oznaceni.

Jestlize operaci ,,-“ chapeme jako aditivni operaci ,+“, tak ,soucet” n kopii prvku a zapiseme

at+a+---+a=na,
N———

n
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pricemz polozime la = a a také Oa = 0. Vyraz na je n-ndsobek prvku. Neutrdlni prvek v aditivnim zapisu
znac¢ime 0 a fikdme mu nulovy prvek nebo nula. Inverzni (opacény) prvek k prvku a v aditivnim zapisu
znacime —a.

Jestlize operaci ,,-“ chadpeme jako multiplikativni operaci ,-“, tak ,soucin“ n kopii prvku a zapiseme

a-a---a=a",
—— ’

n
pficemz polozime a' = a a také a® = 1. Vyraz a” je n-t4 mocnina prvku. Neutralni prvek v multiplikativnim
zapisu znacime 1 a fikdme mu jednicka nebo jednotkovy prvek. Inverzni prvek k prvku a v multiplikativnim

zapisu znacime a 1.

Vsimnéte si, ze vzhledem k asociativité operace v kazdé grupé€ jsme si mohli dovolit v zavedeném oznaceni

“

vynechat zavorky. Nejedna se o n-arni operaci, ale o opakované slozeni operace ,,+“ resp. ,,-“.

(...((a-a)-a)---a)=a-a---a

~———
n n
(...((a+a)+a)...+a)=a+a+---+a
—_————
n n
Priklad 2.25. Ukazeme, Ze v grupé (A4, ) s operaci ,-“ (analogie operace sou¢inu) plati vztah a” - o™ =
_ /n—&-m.
Podle zavedeného znaceni mtZzeme psat
an'am:a'a"‘a‘a'a"'a:a'a"'a:an+m-
—_— Y Y
n m n+m

Dalsi vztahy se ukazi podobné (Cviceni ZoTal a Zo1A). v

Véta o ponozkach a botach
Nyni zformulujeme a dokdZeme jedno duleZité tvrzeni.

Véta 2.8. Mé&jme grupu (G,-) a prvky a,b € G. Potom plati (a-b)"t =b=1. a7t

Diikaz. Podle definice inverzniho prvku vime, ze (a-b)-(a-b)~! = e. Déle s vyuzitim asociativity dostaneme,
ze(a-b)-(b1-a)=a-(b-b"Y)-al=a-e-at=a-a"! =e Tim jsme ovéili, ze prvek (b~ -a~1) je
inverzi k prvku (a - b). Opaéna rovnost (a-b)~! - (a-b) = e plyne ihned z Véty I Protoze podle Véty IO
je v grupé inverzni prvek k prvku a - b uréen jednoznac¢né, tak plati rovnost (a-b)~t =b"1-a"L. (Il
Priklad 2.26. Méjme napiiklad grupu (Mo, -) reguldrnich matic fadu 2 s operaci obvyklého nasobeni

matic. Zvolme A = <1 i), B = (_12 8) a ukdzeme, e (AB)™! = B71A~! aviak (AB)"! # A"'B~L.

1 3 1 0 -5 3
AB:(l 4)(—2 0>:<—7 4)
Snadno lze ovéfit, ze
1 (4 -3 1 (10 1 (4 -3
o= (457 (o) we=(7 )
1,1 (10 4 =3\ _ (4 -3\ _ .
sty (4 )7 2)-um
1 4 -=3\[/1 0 -2 -3 _
AlBlz(—l 1)(2 1):<1 1)7A(AB) E

Posledni vypocet ukazuje, Ze v grupé obecnd neplati Va,b € G : (a-b)"! =a=1- b L v

Nejprve snadno vypocitame

Nyni vypocitame

Naproti tomu

Poznamka 2.4. Véta o ponozkach a botach
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Veéte X se v literature nékdy fika ,Véta o ponozkach a botach“. Obvykle si obouvame nejprve ponozky a
pak boty (v nasi zemi piipadné i sandély). Jestlize se naopak vyzouvame, tak musime nejprve vyzout boty
a teprve potom ponozky.

V Kapitole A jsme zminili, ze pomoci grup mizeme popsat otaceni stén Rubikovy kostky. Véta X1
fika, ze pokud otoCime stény kostky v néjakém potadi, tak otocenim stén v opacném poradi a v opacném
sméru dostaneme vzdy vychozi rozmichani stén Rubikovy kostky.

Nyni uvedeme zobecnénou verzi véty o ponozkach a botach.

-1, -1 -1

Véta 2.9. Méjme grupu (G,-) a proky a1, as,...,a, € G. Plati (a1 -az---a,) ' =a; a3 " - aj

Diikaz je ponechan jako Cviceni Xl

Poznamka 2.5. Zapis multiplikativni operace v grupé

Pfi zépisu obecné operace preferujeme multiplikativni zapis. Jestlize nebude moci dojit k mylce, casto si
dovolime symbol operace vynechat, podobné jako se vynechava symbol operace v multiplikativnim zapisu.
Je-li napiiklad (G, ) grupa a a € G, tak piseme

Cviceni
2.5.1. Najdéte takovou vlastni podmmoZinu A € R, aby (A,-) byl komutationi grupoid (operace ,-“ je re-
strikce operace bézného ndsobeni). a) Najdete takovou podmnozinu A se dvéma proky? b) Najdete takovou

koneénou podmnoZinu A se tremi nebo vice prvky? c¢) Najdete takovou nekonecnu vlastni podmnoZinu A?
Pokud neexistuji, dokaZte to.

2.5.2.  Najdéte priklad a) grupoidu, kde néjaky prvek md jednu inverzi a jing prvek dvé inverze, b) grupoidu
ve kterém najdeme takové ctyri pruky, Ze jeden prvek md jednu inverzi, druhy dve, treti t¥i a ctorty ctyri
inverze. c¢) grupoidu s n proky, kde pro kazdé i € [1,n — 1] najdeme prvek, ktery md i inverzi.

2.5.3.  Ukazte, Ze v monoidu musi byt alespon jeden prvek, ktery md prdvé jednu inverzi.

2.5.4. Méme grupu (G,-). Ukazte, Ze v kaZdém tadku a v kaZdém sloupci je néjakd permutace viech
prvkd z G. Navod: ukazte, Ze v tadku Cayleyho tabulky, ktery odpovidd prvku a, se meopakuje Zadny prvek
grupy (G,-).

2.5.5. Méjme takovy (konecny) grupoid (G,o), Ze v kazdém tddku a kazdém sloupci Cayleyho tabulky je
permutace viech proki z G. DokaZte nebo vyvratte, Ze (G, o) je grupa.

2.5.6.  Mdme operaci ,-“ na mnoziné A = {e,r,s,t,u,v} popsanou Tabulkou a) Je (A,-) grupou? b)
Pokud ano, je tato grupa komutativni?

er stuw
eler stuw
rirseuwuwuuvt
s|lservitu
t|tvuesr
ulutovres
vivutsre

[1

Tabulka 2.15.: Tabulka operace -

“ na mnoziné {e,r,s,t,u,v}.
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2.5.7. Mé&me grupoid (G,o) s neutrdalnim prvek e. Pro kaZdou dvojici prvki xz,y € G definujeme novou
operaci.
x*y:{e prox #eay#e
xoy prox=-eneboy=ce

a) Je dvojice (G, ) grupoidem? b) Pokud ano, je e jeho neutrdlnim prvkem? c¢) Pokud ano, jak vypadaji
inverze kazdého prvku x € G?

2.5.8. Dokazte Vétu

2.5.9. Méjme grupoid (G, o) s neutrdalnim prvkem e. Dokazte nebo vyvratte: prvek y je inverzni k proku x
prdvé tehdy, kdyZ yo (x-y) =y.

2.5.10.  Méjme pologrupu (G, -) s neutralnim prvkem e. DokaZte nebo vyvratte: prveky je inverzni k proku x
pravé tehdy, kdyz y - (x-y) = y.

2.5.11. Meéjme neprazdnou castecne usporadanou mnozinu c¢isel M s relact délitelnosti a s nejuétsim prvkem
vzhledem k této relaci. KaZdé dvojgici prvki a, b priradime nejmensi spolecny ndsobek v mnozZinée M a
oznaéime jej a A'b. a) Jednd se operaci na M ? b) je (M, A) grupoid? c) je (M, A) pologrupa? d) je (M, N)
grupa?

2.5.12.% Ukazte, Ze existuje asociativni nekomutativni monoid (M, o), ve kterém najdeme takové dva proky
f, g, Ze fog=-e (kde e je neutrdlni prvek monoidu), ale go [ # e.

2.5.13.  Definujme operaci ,-“ na G = R x R ndsledujicim zpisobem: (a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-c+d). Viim-
néte si rizngch vyznami symbolu ,-“. a) UkaZte, Ze (G,-) je grupoid. b) Je tento grupoid komutationi?
¢) Je tento grupoid asociativni? d) Ma tento grupoid neutrdlni prvek? e) Jestlize neutralni proek existuje,
ezistuje k néjakym prokiam inverzni prvek?

114

2.5.14. Ukazte, Ze pro aditivni operaci ,+
m(na) = (mn)a = n(ma).

v obecné grupé plati vztahy a) ma + na = (m + n)a, b)

2.5.15.  Ukazte, Ze pro multiplikativni operaci ,-“ v obecné grupé plati vztah (a™)™ = a™" = (a™)".

2.5.16. Doplnte Tabulku tak, aby se jednalo o Cayleyho tabulku grupy.

b e
b c

o o R
(SIS SN S

Tabulka 2.16.: Cdst Cayleyho tabulky.

2.5.17. Doplnte Tabulku tak, aby se jednalo o Cayleyho tabulku grupy.

Tabulka 2.17.: Cdst Cayleyho tabulky.
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2.5.18.  Ukazte, Ze ma-li nosnd mnozina grupy (G, -) sudy pocet proki, tak must existovat takovy prvek g € G
ruzny od neutrdlniho prvku e, Ze plati g - g = e.

2.5.19. Ukazte, zZe Tabulka BZIZA reprezentuje monoid.

2.5.20. Méjme grupoid (G,o) s neutrdlnim prvkem e, ve kterém navic ke kazdému prvku a existuje in-
verze a~'. Ukaste, Ze pokud se v Cayleyho tabulce vyskytuje néktery prvek v nékterém tddku nebo sloupci
v alespori dvou kopiich, tak a) operace ,o“ nent asociativni, b) najdete trojici proki grupoidu, které porusi

asociativitu?
2.5.21.  VyuZijte Vétu o krdceni (Véta Bm) k dikazu, Ze vSechny grupy fdadu 3 jsou komutationd.

2.5.22. Na strané BB jsme zavedli idempotentni proky grupoidu (G, -), pro které plati g - g = g. Ukazte, Ze
v grupé ezistuje pouze jediny idempotentni prvek.

2.6. Doplnkova témata

Dalsi algebraické struktury

Algebraické struktury (G, o), které jsme zavadéli v Kapitole B, vyZzadovaly s vyjimkou grupoidu, aby ope-
race ,,0“ byla asociativni. MiZzeme vSak pozadovat existenci neutrdlniho prvku a moznost kraceni, pripadné
existenci inverznich prvki, aniz bychom soucasné pozadovali asociativitu. V této podkapitole ukdzeme, Ze i
takového struktury maji smysl.

Nejprve zavedeme strukturu, ve které mizeme ,,dé€lit* libovolnym prvkem.

Definice Kvazigrupa
Grupoid (A, -) se nazyva kvazigrupa pravé tehdy, kdyz pro kazdé a,b € A existuje

(i) préve jedno z € A takové, ze a-xz =b a
(ii) pravé jedno y € A takové, ze y - a = b.

Rikame, ze prvek x je jeding Tesenim rovnice a - x = b a prvek y je jediny fesenim rovnice ¥y - a = b.
Dale fikame, ze kvazigrupa je idempotentni pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € A plati a - a = a.
Priiklad 2.27. Uvedme nékolik jednoduchych priklada kvazigrup.

1) Kazda grupa (G, -) je soucasné kvazigrupou (Cviceni EE1).
2) Grupoid uréeny Tabulkou IR je idempotentni kvazigrupa (Cviceni EZG2).

Tabulka 2.18.: Kvazigrupa ({1,2,3},-).

3) Grupoid (Z, —) je kvazigrupou, kterd neni grupou, nebot ke kazdé dvojici prvkl a,b € Z mé rovnice
a —x = b jediné feSeni x = a — b a rovnice y — a = b m4 jediné feSeni y = a — (—b).

Dulezitym piikladem kvazigrup jsou idempotentni kvazigrupy, které se pouzivaji v konstrukcich stei-
nerovskych systémi trojic a dalsich kombinatorickych designii. Nasledujici lemma fika, Zze idempotentni
kvazigrupy existuji pro libovolné velky nosic.

Lemma 2.10. Idempotentni kvazigrupa s n prvky existuje pro kazZdé n € N, n # 2.

Dikaz. Vime, ze (Zn,+) je grupa a podle Cvifeni G soucasné kvazigrupa. Pro kazdé z € Z, plati
z+2z=2z=14 (mod n) pro kazdé i € Z. Provedeme-li permutaci prvkt mnoziny Z, Tady chybi c¢dast textu,
kterou je treba doplnit. O

Je snadné si uvédomit, ze komutativni idempotentni kvazigrupy musi mit lichy pocet prvki.

Lemma 2.11. Komutativni idempotentni kvazigrupa s n proky existuje pravé tehdy, kdyz n je liché cislo.
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Dikaz. Podle Lemmatu EI, vime, Ze existuji idempotentni kvazigrupy libovolného fadu. Podle dikazu
Lemmatu 1 vime, ze komutativni idempotentni kvazigrupy existuji pro liché fady. Pro sudy fad nemuze
idempotentni kvazigrupa existovat, nebot v Cayleho tabulce kvazigrupy musi byt kazdy prvek a v sudém
poctu kopii, nebot v kazdém Fadku (i kazdém sloupci) se kazdy prvek nachézi pravé jedenkrat. Jestlize je
kvazigrupa komutativni, tak prvky mimo ,hlavni diagonalu“ Cayleho tabulky se vyskytuji vzdy v parech:
v fadku ¢ a sloupci j a soucasné v fadku j a sloupci . Mimo hlavni diagonélu se kazdy prvek a vyskytuje
v sudém poctu kopii a navic pro idempotentni kvazigrupu plati a - a = a, a proto se na hlavni diagonale
vyskytuje kazdy prvek a pravé jednou. Celkem se prvek a v tabulce vyskytuje v lichém poctu kopii, coz by
byl spor. a

Jestlize bude v kvazigrupé neutralni prvek, tak dostavame lupu (z anglického ,loop“, smycka).

Definice Lupa
Grupoid (4, ) se nazyva lupa pravé tehdy, kdyz plati

(i) e€c AVacA:e-a=a-e=a (existence neutrélniho prvku)
(ii) Va,be Az e Ata-z=badlyec A:y-a=0b. (existence jednostrannych inverzi)

Rikame, Ze kazdy prvek a mé jedineény neutrdini prvek zprava i zleva.
Je snadné nahlédnout, ze kazda grupa je soucasné lupa a kazda lupa je soucasné kvazigrupa.
Cviceni
2.6.1. Ukazte, ze kaZdd grupa (G,-) je soucasné kvazigrupou.
2.6.2.  UkaZzte, Ze grupoid urceny Tabulkou BEZIX je kvazigrupa.
2.6.3. Najdéte priklad kvazigrupy, kterd neni pologrupou.
2.6.4. Nagdéte priklad lupy, kterd neni pologrupou.
2.6.5.° Najdéte priklad lupy, kterd neni pologrupou ani kvazigrupou.
2.6.6. Ukazte, zZe kaZdd asociativni lupa je soucasné grupou.
2.6.7. Ukazte, Ze netrivialni grupa nemuze byt idempotentnsi.
2.6.8. Ukazte, Ze netrividlni idempotentni kvazigrupa nemd neutralni prvek.

2.6.9. Méjme lupu (G, +) s neutrdlnim prvkem e. DokaZte nebo vyvratte: prveky je inverzni k proku x pravé
tehdy, kdyz y - (x -y) =y a soucasné (y-z) -y =1y.

Odkazy:

® phttps://cs.wikipedia.org/wiki/Uktonion

ttps://en.wikipedia.org/wiki/File:Magma_to_groupZ.sv,
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Kapitola 3. Podgrupy a komplexy

Vime, ze pfirozend ¢isla jsou podmnozinou mnoziny celych ¢isel. Avsak po celych ¢islech pozadujeme vice,
nez jen aby jich bylo vice. Ocekavame, ze v obou mnozinach pocetni operace se spolecnymi ¢isly vychézi
stejné. Vime uZ, ze na rozdil od pologrupy (N, +) tvoii celd ¢isla grupu (Z,+). To mimo jiné znamend, Ze
pri pocitani s celymi ¢isly si mizeme dovolit odecitat i vétsi ¢islo od mensiho ¢isla. Podobné jsou cela cisla
podmnozinou racionéalnich nebo realnych ¢isel. Naprosto prirozené ocekavame, Ze omezime-li se pfi pocitani
s realnymi nebo racionalnimi ¢isly na ¢isla cela, tak vysledek pocetni operace = + y bude stejny pro z,y € Z,
jako kdyz vezmeme stejnd ¢isla x,y € Q nebo z,y € R. Cela éisla (Z,+) tvoii podstrukturu v grupé (Q, +)
i v grupé (R, +) a pfirozena ¢isla (N, +) tvori podstrukturu v grupé (Z,+) (Obrazek B), kterd vSak neni
grupou. Tato pozorovani budeme formulovat pro obecné grupy.

(C,+)
(R, +)

(Q,+)

Obrazek 3.1.: Grupy (C,+), (R,+), (Q,+), (Z,+) a pologrupa (N, +).

Otazka: Pro¢ neni (N,+) grupou?

Priklad 3.1. Vime, Ze mnozina celych ¢&isel s operaci s¢itani tvoti grupu (Z,+). Uvazujme mnozinu S =
= 27 = {2k : k € Z} jejiz prvky budeme scitat stejné jako prvky mnoziny Z. Tj. zavedeme operaci @ :
S X S — S definovanou predpisem:

Ve,yeS:x®y=x+y.

Evidentné S C Z. Operace ,B“ je tak restrikci obvyklého s¢itani ,,+“ celych ¢isel na mnozinu S. Ukazeme,
ze S spolu s operaci ,,®* také tvori grupu, kterou pozdéji nazveme podgrupou grupy (Z, +).

Z S
Obrazek 3.2.: Podgrupa (S,+) v grupé (Z,+).

Snadno nahlédneme Ze (S, $) je grupoid, tj. plati
(i) mnoZina S je jisté neprazdna,
(ii) operace séitani ,®“ je uzaviend na mnoziné S, nebot pro kazdé a,b € S existuji takova ¢isla s,t € S,
7e a = 2s, b= 2t; potom ale a + b =2s+ 2t = 2(s +t), kde (s +t) € Z aprotoa+b €S.
Déle ukazeme, Ze (S, ®) tvoii grupu:

(i) operace ,@®“ je asociativni, nebot operace ,®“ je restrikci operace ,+“ definované na celé mnoziné Z
na mnozinu S, asociativita se ,zdéd{“ z asociativity operace s¢itani celych ¢isel v grupé (Z,+) (Cvi-
Ceni OGH),

(ii) neutralni prvek nula do S pat¥i, protoze 0 =20 a opét plati a 0 =0 a = q,

(iii) ke kazdému prvku a € S najdeme inverzni prvek: inverznim prvkem k prvku a = 2k € S je prvek
2. (=k) €S, protoze 2k + 2(—k) = 0 pro kazdé k € Z.
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Jestlize udélame timluvu, Ze operaci ,®“ na mnoziné S budeme znacit stejné, jako operaci s¢itdni na mno-
7iné Z, tak muzeme Fici, Ze (S, +) je grupa. v

Pozdéji ukazeme, ze vlastnost , byt neutralnim prvkem grupy“ zastane zachovana i v kazdé algebraické
podstrukture, do které bude neutralni prvek patfit. V nasledujici podkapitole tyto algebraické podstruktury
zavedeme a nazveme je podgrupami dané grupy.

3.1. Definice pojmii

Hlavni myslenku Ptikladu B popiSeme obecné. V nosiéi G né&jaké grupy (G,-) vybereme vhodnou pod-
mnozinu H a pro prvky podmnoziny H nadefinujeme operaci ,stejné“ jako byla definovana operace ,,-“.

Obrazek 3.3.: Grupa a jeji podgrupa.

Definice Podgrupa
Méjme grupu (G, -). Uspofadand dvojice (H, /) je podgrupa grupy (G,-) pravé tehdy, kdyz

(i) H C G, (H je podmnozina v G)
(ii) pro kazdé a,b € H platia-/b=a- b, (,,7“ je restrikei )
(iii) (H, /) je grupa. (je grupou)

“

Druha podminka v definici fika, Ze operace ,-/“ je restrikce operace ,-“ na mnozinu H. Daéle si vSimnéte,
Ze obecné pro nékteré podmnoziny H mnoziny G, mnozina obrazi (vysledkd operace ,-/*) nemusi byt
podmnozinou H. Teprve posledni podminka (mimo jiné) zarucuje, Ze zobrazeni ,-/“ je operace uzaviena
na mnoziné H.

[13

Poznamka 3.1. Formalné vzato je operace -/ jind operace nez operace ,-“, nebof ,-“ je zobrazeni
G x G — G, zatimco ,,-/“ je zobrazeni H x H — H. Dale v textu vsak nebudeme rozlisovat znaceni
operace v grupé (G, -) od znaceni operace v jeji podgrupé (H, /). Zejména budeme hovofit o podgrupé (H,-)
grupy (G7 )

Priiklad 3.2. Uvedme nékolik klasickych prikladd podgrup.

1) V grupé celych ¢isel s operaci obvyklého séitani (Z,+) je podgrupou kazdd mnozina vSech nasobki
¢isla k, kde k je libovolné pfirozené ¢islo. Znacéime je (kZ,+).

2) Grupa celych ¢isel s operaci obvyklého séitani (Z,+) je podgrupou v grupé raciondlnich ¢isel s ope-
raci obvyklého séitani (Q,+). Podobné grupa (Q,+) je podgrupou v grupé realnych éisel (R,+) a
grupa (R, +) je podgrupou v grupé komplexnich ¢isel (C, +).

3) Mnozina nenulovych racionélnich éisel s operaci obvyklého nasobni (Q \ {0},-) je podgrupou v grupé
nenulovych redlnych ¢éisel s operaci obvyklého nasobeni (R \ {0}, ).

4) Mnozina diagonalnich reguldrnich matic fddu n s racionalnimi koeficienty s operaci obvyklého naso-
beni matic (D, ,(Q),-) je podgrupou v grupé (M; ,(Q),-) regularnich matic fadu n s racionalnimi
koeficienty s operaci obvyklého nasobni matic.

5) Dvouprvkovd mnozina {1, —1} spolu s operaci obvyklého ndsobeni tvofi kone¢nou podgrupu nekonecné
grupy (R\ {0}, ).

6) Grupa (U(10),-) je podgrupou grupy (U(20), -). Je snadné ovétit, ze U(10) C U(20), nebot {1,3,7,9} C |}
{1,3,7,9,11,13,17,19}. Pracnéjsi je ovérit, ze operace jsou definovany stejné. Vskutku, jisté plati
1-a=aprokazdé a € U(10)ia € U(20)adile3-3=9,3-7=1,3-9=7,7-7=9,7-9=3a
9.9 =1 vychdazi stejné jak v (U(10),-), tak v (U(20),-) (Cviceni BZ).
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Priiklad 3.3. Uvedme nékolik dalsich prikladt struktur, které podgrupou grupy nejsou.

1) Mnozina lichych celych ¢isel s operaci obvyklého séitani (L, +) neni podgrupou v grupé celych éisel
s operaci obvyklého s¢itani (Z, +), nebot licha ¢isla nejsou uzaviena vzhledem ke scitani.

2) Mnozina celych ¢isel s operaci obvyklého nasobeni (Z \ {0}, ) neni podgrupou v grupé racionalnich
¢isel s operaci obvyklého néasobeni (Q \ {0}, ), nebot celd ¢isla vzhledem k ndsobeni netvoii grupu.
Kromé 1 a —1 k celym ¢islim nenajdeme v (Z \ {0}, -) ¢isla inverzni.

3) Mnozina zbytkovych tiid (Zs, +) s operaci s¢itani modulo 4 neni podgrupou v grupé (Zg, +) zbytkovych
tiid modulo 6, nebot jednak maji nosné mnoziny jiné prvky: zatimco v Zg &islo 3 patii do t¥idy 3, tak
v Zs ¢&islo 3 patii do t¥idy 0, a jednak i kdybychom odhlédli od obsahu t¥id rozkladu a pracovali pouze
s reprezentanty t¥id rozkladu, tak jsou na obou mnozinach jinak definované operace: zatimco v Zs je
24+2=1tak vZgje2+2=4.

4) Grupa (U(10), ) neni podgrupou grupy (U(40), -). Sice plati U(10) C U(40), avsak operace je obecné
definovéna jinak! Naptiklad 3 -7 = 1 v grupé (U(10),-), avSak 3 -7 = 21 v grupé (U(40), ).

Trivialni podgrupa a nevlastni podgrupa grupy
Snadno uhodneme, Ze nejmensi (ve smyslu poétu prvki) podgrupou grupy (G, ) je grupa ({eg},-), kde eq
je neutrdlni prvek v grupé (G, -). Musime ovéfit vlastnosti podgrupy:

(i) Plati {e¢} C G, nebot eg € G.

(ii) Operace na nosi¢i {eg} je restrikci operace ,-“, plati eq - e¢ = eg. Rikdme, Ze ,predpis operace se
nemeéni“.

(iii) Zbyva ukédzat, ze ({eq}, -) tvofi grupu. Mnozina ({eg} je neprdzdna a operace ,,-“ je uzaviend na {eq},
protoze pro kazdé eq € {eg} plati eg - e¢ = ec € {eg}. Proto ({eg},-) je grupoid. Operace ,-“ je
asociativni, protoze e - (eq - eq) = eq - e = (eq - eq) - eq-

Grupoid ({eg}, ) ma neutrdlni prvek eq, nebot z vlastnosti neutrdlniho prvku vime eq - e¢ = eg.
Ke kazdému prvku nosic¢e {e¢} najdeme prvek inverzni, nebof eq - e = eg, tj. eal = eg. Neutralni
prvek je inverzn{ sdm k sobé jak v ({eg}, /), tak v ptivodni grupé (G, ).

Grupu ({e¢}, ) nazyvame trividlni podgrupou grupy (G, -). Ostatni podgrupy (pokud existuji) se nazyvaji
netrividlng podgrupy grupy (G, -).

Naopak nejvétsi podgrupou (ve smyslu poctu prvki) grupy (G,-) je celd (G,-). Této grupé fikdme
nevlastni podgrupa grupy (G, -). Ostatni podgrupy (pokud existuji) se nazyvaji vlastni podgrupy grupy (G, -).

Otéazka: Ozna¢me x néjaky prvek, ktery je inverzni sdm k sobé v grupé (G, -). Je ({z}, ) podgrupou grupy

(G,)?

Neutralni prvek podgrupy

Vyvstava pfirozena otazka: jaky je vztah mezi neutrdlnim prvkem grupy a neutralnim prvkem jeji podgrupy.
Méjme grupu (G, -) a jeji podgrupu (H, ). Protoze (H,-) je podgrupa grupy (G,-) a (H,-) je grupa, tak musi
mit neutraln{ prvek. Ozna¢me eg neutralni prvek (G, -) a ozna¢me ey neutrdlni prvek (H, ). Je mozné, aby
grupa a jeji podgrupa mély razné neutralni prvky? Tj. aby platilo ey # eg? UkéZeme, Ze neutralni prvek
kazdé podgrupy musi byt totozny s neutralnim prvkem grupy (Obrazek B0).

G

Obrazek 3.4.: Neutrdlni prvek podrupy je totoZny s neutrdlnim prvkem grupy.
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Véta 3.1. Méjme grupu (G,-) a jeji podgrupu (H,-). Neutrdini prvek eq grupy (G,-) patri do H a je
soucasné neutralnim prokem (H,-).

Diikaz. Vime, ze (H,-) je grupa, proto H # (). Ozna¢me neutralni prvek grupy (H,-) jako ey. Potom
pro kazdé h € H plati h-eg = ey - h = h. Potom ale také plati h - e¢ = h, kde e je neutralni prvek
grupy (G,-), eg¢ € G. Porovndnim dostaneme h-eg = h = h - eg a s vyuzitim véty o krdceni (Véta EIX)
v grupé (G,-) dostdvame eg = ey. Proto plati e¢ € H a e¢ = ey je soufasné neutralnim prvkem
podgrupy (H,-). O

Otazka: Proc¢ v dikazu Véty B staci ovérit rovnost h-eg = h = h - eg a nemusime ovérovat rovnost
eg-h=h=ecqg-h?

Priklad 3.4. Uvedme nékolik prikladii podgrup a jejich neutralnich prvki.

1) Grupa celych ¢isel s operaci obvyklého s¢itani (Z, +) je podgrupou v grupé racionalnich ¢isel s operaci
obvyklého séitdni (Q, +) a obé maji neutralni prvek 0.

2) V grupé celych ¢isel s operaci obvyklého s¢itani (Z,+) je neutralnim prvkem ¢&islo 0 a ¢islo 0 je
neutralnim prvkem vsech podgrup (kZ,+) (grupy nasobki ¢isla k, kde k je libovolné prirozené ¢islo).

3) V grupé nenulovych realnych (R\ {0}, -) je neutralnim prvkem éislo 1 a proto i jeji podgrupa nenulovych
raciondlnich éisel (Q \ {0}, ) mé neutrélni prvek 1.

4) V grupé (M, ,(Q), -) reguldrnich matic fddu n s racionalnimi koeficienty s operaci obvyklého nésobni
matic je neutrdlnim prvkem jednotkova matice E, ,. Matice E, , je soucasné neutrdlnim prvkem i
v podgrupé (D, ,(Q), ) diagonalnich reguldrnich matic fadu n s racionalnimi koeficienty s operaci
obvyklého nasobeni matic.

Pruanik dvou podgrup
Nasledujici véta rika, ze prinik dvou podgrup dané grupy je také podgrupou této grupy.

Véta 3.2. Méjme grupu (G,-) a jeji podgrupy (Hy,-) a (Ha,:). Potom (Hy N Ha,-) je také podgrupa
grupy (G, ).
Dikaz. Ukazeme, ze (Hy N Ha,-) splituje definici podgrupy. Nejprve si uvédomime, ze (Hy N Hy) C G,
nebot podle pfedpokladu musi byt H; C G a Hy C G. Déle podle Véty B jisté neutrélni prvek e grupy G
patii do Hy i Hs, proto H; N Hy # (), nebot e € (H; N Hy). Déle podle definice ukazeme, ze (Hy N Ha, ) je
podgrupou (G, -).
(i) Uzavienost si uvédomime snadno: ProtoZze pro kazdé a,b € H1 N Hy je a-b € Hy a soucasné a-b € Hy,
tak a-b € (Hy N Hy). To znamend, ze (Hy N Hs,-) je grupoid.
(ii) Asociativita se ,zdédi“ z asociativity operace na celé mnozing G (Cvifeni IG1).
(iii) Existence neutralniho prvku v H; N Hy plyne z Véty B
(iv) Mé&jme libovolny a € (H; N Hy). Protoze (Hy,-) je podgrupa, tak a=! € H;. Analogicky a=! € Hy a
proto a=! € (Hy N Hy).

Tim jsme ovéfili vSechny vlastnosti podgrupy, proto (H; N Ha, -) je podgrupou v (G, -). |

Priklad 3.5.

1) V grupé celych ¢isel s operaci obvyklého s¢iténi (Z, +) mame podgrupy (2Z, +) a (3Z, +). Jejich prinik
je podgrupa (6Z,+), nebot 2Z N 3Z = 6Z.

2) Grupy (Za,+) a (Zs,+) maji prazdny prinik, nebotf zadna zbytkova tfida neni spoleénd mnozina.
7Z Prikladu B33 vime, ze grupa (Zs, +) ani grupa (Zs, +) nejsou podgrupou (Z), navic nejsou soucasné
podgrupou zadné grupy, nebot ani nemaji zadné spoleéné prvky.

Tvrzeni o priniku podgrup je mozno zobecnit, jak ukdZzeme na strané Id. Naopak sjednoceni podgrup
zpravidla podgrupou neni (Cviceni EZ11).

Cviceni
3.1.1.  Ukazte, Ze pro kaZdy prvek a € G, kde a nent neutralni v grupé (G, ), plati a - a # a.

3.1.2.  Pouzijte Cvicent @I k dikazu tvrzent, Ze jedind jednoprvkovd podgrupa libovolné grupy (G,-) je
({e},"), kde e je neutrdlni prvek grupy (G,-).
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3.1.8.  Uvazujme mnozinu 57 = {5k : k € Z} a zavedeme operaci ,®*“ 5Z % 5Z — 57 definovanou predpisem
Ve,y €57 :x @y =x+y. Ukaste, Ze (5Z,®) je podgrupou grupy (Z,+).

3.1.4. Zobecnéte Cviceni @A pro mnozinu nZ = {nk : k € Z}, kde n € N. Ukazte, Ze (nZ,D) je
podgrupou grupy (Z,+).

3.1.5. Méjme dihedrdlni grupu (Dg,o). Najdéte néjakou jeji podgrupu s a) jednim prvkem, b) dvéma
proky, ¢) tremi proky.  d) Kolik takovyjch podgrup existuje? e) Najdete néjakou podgrupu se ctyrmi proky?

3.1.6. Najdéte priklad dvou riznych vlastnich podgrup dihedrdlni grupy (Dg,o), jejichZ sjednoceni a) je
podgrupou (Dg,0),  b) neni podgrupou (Dg, o).

3.1.7. Méjme grupu (G,-) a mnoZinu X wvsech jejich podgrup. Na mnoziné X zavedeme relaci C byt
podgrupou”. UkaZte, Ze tato relace je relaci ¢dstecného usporddani.

3.2. Ovéreni podgrupy

Pfirozené vystavd otdzka pro H C G, jak pozname, zda (H,-) je podgrupa (G,-)? V této podkapitole
ukazeme nékolik vét, které ovéreni usnadni. Nékteré vlastnosti, jejichz platnost nepfimo vyplyva z definice
podgrupy, ovéfovat nemusime.

Véta 3.3. Test podgrupy
Méjme grupu (G, -). Necht plati ndsledujici podminky:

(i) H C G, (H je podmnozina v G)
(1) H # 0, (H je neprdzdnd)
(#i) Ya,be H:a-be H, (operace je uzaviend na H)
(iv) Va € H :ag' € H (kde ag' je inverzni proek k a vzhledem ke grupé G). (v H existuji inverze)

Potom (H,-) je podgrupa grupy (G,-).
Diikaz. Ovérime vlastnosti podgrupy dle definice.

(i) H C @ je splnéno dle predpokladu () véty.

(ii) Operace na (H,-) je restrikce operace z (G, -) a dle pfedpokladu () véty je uzaviend na H.

(iii) Ovéiime, ze (H,-) je sama grupou: Nosi¢ je neprazdnd mnozina (H # () plati ihned z pfedpokladu (B)
véty), uzavienost operace ,-“ plyne z pfedpokladu (0) véty Va,b € H : a-b € H. Proto je (H,-)
grupoid.

Asociativita operace ,-“ je dana asociativitou operace na G. Méame-li operaci, pro kterou pro kazdé
a,b,c € G plati (a-b)-c=a-(b-c) na celé mnoziné G, tak podle Cvi¢eni IO totéz plati i na libovolné
(uzaviené) podmnozing H.

Existence neutralniho prvku plyne z uzavienosti operace a z existence inverze: je-li a € H, tak
podle pfedpokladu () véty plati aal € H. Protoze v grupé G plati a-ag;1 = eq € G, tak z uzavienosti
(pfedpoklad ()) je také e € H. Nyni v grupé (G, ) pro kazdé a € H plati a - eq = eg - a = eg, coZ
musi platit i v restrikci na mnozinu H a proto neutralni prvek v restrikci na mnozinu H je také eq.
A kone¢né existence inverzniho prvku ke kazdému prvku plyne ihned z predpokladu () véty.

Misto podminek v definici podgrupy staéi ovéfovat jednodussi podminky (1) az (KI2). O

Otazka: Proc¢ v dikazu Véty B33 nemtizeme Fici, Ze existence neutralniho prvku v podgrupé (H, ) plyne
z Vety BE37

Priklad 3.6. Méjme komutativni grupu (G, ) s neutralnim prvkem e. Ozna¢me H mnozinu vSech prvki a
z G, pro které plati, ze a® = e. Ukaite, ze (H,-) je podgrupou grupy (G, -).
Ovéfime vSechny predpoklady Véty B2 Evidentné plati H C G a jisté je mnozina H neprazdnd, protoze
napifklad neutralni prvek grupy (G,-) do H patii, nebot e? = e.

Dale ukéazeme, Ze operace ,-“ je na mnoziné H uzaviena. Jestlize a,b € H, tak podle definice H plati
a’? = e a b? = e. Potom s vyuzitim komutativity operace dostaneme (a-b)?> = (a-b)-(a-b) =a-b-a-b=
=a-a-b-b=a%?-1> =e-e = caPlati e € H, coz znamena, ze (a -b) € H a operace je uzaviena
na H.

A konecné je-li a € H, tak kracenim rovnosti a™* - @ = e = a - a ihned vidime, ze =" = a. To znamenj,
ze kazdy prvek a je inverzni sdim k sobé, tj. pro kazdé a € H je a™! = a a a~! € H. Mizeme shrnout, ze
podle Véty B3 je (H,-) podgrupou grupy (G, -). v

1 1
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Otazka: Je nutno v Piikladu BB predpokladat, ze grupa (G, -) je komutativni?

Podmnoziny, které nejsou podgrupou
Abychom ukézali, Ze podmnozina H C G grupy (G, -) neni podgrupou, staéi naptiklad ukazat, Ze nastala
nékterd z nasledujicich situaci.

e Najdeme dva prvky a,b € H, pro které vysledek operace a - b nepatii do H.
e Neutralni prvek e grupy (G, -) nepatii do H.
e Najdeme prvek a € H, jehoz inverze do H nepatfi.

Priklad 3.7. Je grupoid (N, +) podgrupou grupy (Z, +)?
Grupoid (N, +) neni podgrupou grupy (Z, +), protoZze sdm neni grupou. Neobsahuje neutrdlni prvek ope-
race ,+“ ani inverzni prvky k zaddnému prvku a € N. v

Priklad 3.8. Je grupa (Z,,+) podgrupou grupy (Z,+)? (O grupach zbytkovych tfid je psdno v Kapi-
tole BZ)

Grupa (Zy, +) je grupou zbytkovych t¥id modulo n, zatimco grupa (Z, +) obsahuje cela ¢isla. Proto Z,, € Z
a tudiz grupa zbytkovych tfid modulo n neni podgrupou celjch ¢isel. Dokonce i pro n =1 je Z; = {0} =
{2} A L.

Kdybychom misto zbytkovych t¥id pracovali jen s reprezentanty a grupu (Z,,+) chapali jako mnozinu
¢isel {0,1,...,n — 1} operaci danou Cayleyho tabulkou, tak rozlisime dva p¥ipady. Vysledky operaci jsou
pro nenulova ¢isla definovany jinak, a proto se nejednéd o podgrupu celych ¢isel. Napiiklad soucet n jednicek
1+1+4---+1=nvgrupé (Z,+), aviak v (Z,, +) je soucet roven 0. Jediné pron = 1 bude (Z,,+) = ({0}, +)
a tuto grupu je mozno chépat jako podgrupu (Z, +), pokud tiidu 0 ztotoznime s prvkem 0. N

Dalsi testy podgrupy
Nésledujici véta fika, ze pocet ovéfovanych vlastnosti podgrupy je mozno zkratit. Test uzavienosti operace
a test existence inverznich prvki lze spojit v jediny.

Véta 3.4. Rychly test podgrupy
Méjme grupu (G, -). Jestlize plati nasledugici podminky

(i) H C G, (podmnoZina v G)
(i1) H # 0, (H neprdzdnd)
(iii) Va,b€ H:a-b"' € H, (uzaviend s inverzems)

potom (H,-) je podgrupa grupy (G, ).
Dikaz. Opét ovéiime vlastnosti podgrupy pozadované v definici:

(i) H C G je splnéno dle predpokladu () véty.

(ii) Operace na (H,-) je restrikce operace z (G, ).

(iii) Jedn4 se o grupu: Nosi¢ H je neprdzdnd mnozina dle predpokladu (d) véty. Uzavienost operace
v grupoidu (H, -) ukédzeme nakonec.
Asociativita operace ,-“ na mnoziné H se ,zdédi“ z asociativity operace ,-
¢eni D).
Vime, ze H # 0 a proto existuje prvek a € H. Dle predpokladu () véty pro kazdé a,b € H plati
a-b=! € H. Neutralni prvek patii do grupoidu (H, -), nebot volbou a = b dostaneme, ze bb~! = eq € H,
tedy ey =eq € H.
Déle ukézeme, e pro kazdé x € H patii inverzni prvek 2~ ! do H. Vhodnou volbou a = eg a volbou
b = z, dostaneme z ptredpokladu (@) véty, ze a- b~ ! =eg- -2 ' =271 € H.
A kone¢né uzavienost operace ,,-“ plyne z predpokladu (). Staéi vzit za b prvek b, o kterém jsme
jiz z predpokladu (&) dok4zali, ze b—! € H. Opét s vyuzitim predpokladu (&) dostaneme a-(b~1)~! =
=a-be H.

Tim jsme ovéfili pfedpoklady definice podgrupy (H,-) v grupé (G, -). O

“ na mnoziné G (Cvi-

Priklad 3.9. Méjme grupu celych ¢isel s operaci séiténi (Z, +). UkdZeme, Ze (S, +) je podgrupou v dané

grupé.

Podle Rychlého testu podgrupy (Véta B) sta¢i ovéfit tii vlastnosti. MnoZina S je jisté podmnoZinou Z a

je jisté neprazdna. Nyni staci ovérit, Ze pro libovolna dvé suda ¢isla a,b € Sjeia—b € S. Je vSak jasné, ze

rozdil dvou sudych ¢isel je opét sudé ¢islo, a proto (S, +) je podgrupou v grupé (Z, +). v
Pro konecné podgrupy mizeme vyuzit jesté jednodussi ovéreni. Jestlize H je koneéna podmnozina, neni

tfeba ovéfovat existenci inverze jako ve Vété B
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Véta 3.5. Test konecné podgrupy
Méjme grupu (G, -). Jestlize plati nasledugici podminky

(i) H C G, (H je podmnozina v G)
(i) H # 0, (H je neprdzdnd)
(iii) H je konecnd mnoZina, (H je koneénad)
(iv) Ya,be H :a-be H, (operace je uzaviend na H)

potom (H,-) je (konecnd) podgrupa (G, ).

Diikaz. Podle Véty BZX stadi uz jen dokazat, Ze pro viechna a € H plati a=! € H. Uz vime, ze H # 0,
proto existuje a € H.

Je-li a = eg, tak jisté a&l = eg, pricemz podle Véty BT je eq € H. Je-li a # eq, tak podle posledniho
piedpokladu (&) véty musi byt a®> = a-a € H, potom a® = a-a®> € H a také a* = a-a® € H a tak dale.
Pro kazdé n € N je a™ € H. Protoze H je koneéna mnozina, tak nemohou byt vSechny mocniny rizné a
proto existuji ni,ne € N, n; > no takova, ze a™ = a™2.

Nyni pfepiseme n; = ng + d, kde d € N.

ni n2

a™ =a
an2+d — anz
a™ - a? =a™ - eq.

Podle Véty BB muZeme v grupé (G, -) kratit. Kracenim dostaneme

ad = eq.

Méme neutralni prvek grupy (G,-) v mnoZiné H a tento prvek je neutralnim prvkem i grupoidu (H,),

protoZe pracujeme s restrikci operace ,-“. Navic pro d > 1je a® = a? ! -a = a-a?! = e. To ale podle
definice inverze znamena, ze a~! = a?"! a navic a?"! € H. Pro d = 1 je a® = a = eg, coz je piipad Feseny
na zacatku dikazu. (I

V predpokladech Véty Bl pozadujeme, aby mnozina H byla konecna. Je dobré si uvédomit, ze
pro nekonecné grupy tvrzeni Véty BAl platit nemusi. Napiiklad (Z, +) je grupa, N je neprdzdnd podmnoZina
Z a plati, Ze pro vSechna a,b € N je a + b € N, avSak mnozina N neni koneéné a (N, +) neni podgrupou
v (Z,4+). Pro nenulové prvky neexistuji v N opa¢né prvky, neni (N, +) grupou.

Pfiklad 3.10. Mgjme grupu (Zs \ {0},-) = ({1,2,3,4},-) (operaci ,nasobeni modulo 5*), kde operace ,-“
je popséna Tabulkou B (Ovéfeni, Ze se jednd o grupu, je ponechéno jako Cvideni B2230)

Tabulka 3.1.: Operace ndasobeni nenulovych prvki {1,2,3,4} modulo 5.

a) Ukazte ze pro H = {1,4} je (H,-) podgrupa dané grupy. b) Dale ukazte, ze pro H' = {1,3}
dvojice (H',-) neni podgrupa dané grupy.
a) Je zfejmé, ze H C G, H # 0. ProtoZe H je kone¢nd mnozina, mizeme ovéfit uzavienost tabulkou podle
Véty B Operace na H je popsana Tabulkou B Z tabulky je zfejmé, ze operace .- je uzaviena na H
(v tabulce jsou pouze prvky ze zéhlavi), proto je (H,-) podgrupa grupy (G,-).

<114
1114
4141
Tabulka 3.2.: Tabulka restrikce operace na mnoziné H = {1,4}.
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113
1113
31314
Tabulka 3.3.: Tabulka restrikce operace z mnoziny G = {1,2,3,4} na mnoZinu H' = {1,3} nent
tabulkou operace.

b) Kdybychom vzali dvojici H = {1, 3}, tak sice H C G, H # () a podmnozina H je koneéna, ale tabulka
operace (Tabulku BZ3]) neni uzaviend vhledem k restrikci operace ,-“ na mnozinu H’, protoze tabulka
obsahuje kromé prvkii 1 a 3 navic prvek 4. (H’,-) neni podgrupa dané grupy. v

Vsimnéte si, ze formulace Véty BR umoziiuje ovéfovat koneéné podgrupy i v nekonecéné grupé (G, -).
Jestlize H je konefné a neprazdnd podmnozina v G, tak abychom ukézali, ze (H,-) je kone¢nou podgrupou,
tak sta¢i uverit uzavienost na mnoziné H.

Priklad 3.11. Ukazte, ze v (nekonecné) grupé (Q\ {0}, -) tvori dvouprvkova mnozina H = {1, —1} konec-
nou podgrupu.
Tvrzeni ukdzeme pifimo, ovérime predpoklady Véty B2l
(i) Jisté plati, ze H C Q,
(ii) dale H je neprazdna a
(iii) H je kone¢nad mnoZina.
(iv) Uzavienost ihned vidime z Cayleyho Tabulky B0
Celkem dostavame, ze ({1, —1},) je konecnéd podgrupa grupy (Q, -). v

Tabulka 3.4.: Tabulka restrikce operace z mnoZiny Q na mnoZinu H = {1, —1}.

Priklad 3.12. Sestavime tabulku ndsobeni lichych ¢isel (t¥1d) modulo 10. Dostaneme Tabulku B

N = Ot O Wlw
Ut Ot Ot Ot Ot Ot
W O Ut = g3
=W Ol O ©

@ﬂwm»—x‘
© ~J Ol W =

=

Tabulka 3.5.: Operace ndsobeni nenulovyjch proki {1,3,5,7,9} modulo 5.

Operace ,,-“ je na mnoziné {1, 3,5,7,9} jisté uzaviend, nebot sou¢in dvou lichych ¢isel je opét liché ¢islo
modulo 10 Podle Testu kone¢né podgrupy (Véta BR) by se proto mohlo zdét, Ze se jedné o podgrupu (Zyo, ).
P1i blizs§im rozboru vSak vidime, Ze prvek 5 nemd inverzi a o grupu se nejedna. Vysvétlime, kde nastal
problém s pouzitim Véty BZX
Ttebaze {1,3,5,7,9} C Z1y a operace ,-“ je na mnoziné {1,3,5,7,9} uzaviend, tak Test koneéné podgrupy
(Vétu B3) pouzit nelze, nebot grupoid (Zyp,-) neni grupou a nejsou tak splnény vSechny predpoklady
Véty B v

Pro tplnost zminime, Ze vynechdme-li prvek 5 z nosné mnoziny grupoidu z Prikladu BT, tak dostaneme
grupu jednotek (U(10),-), kterou jsme zavedli v Pfikladu EZTO na strané B2.

Cviceni
3.2.1.  Méjme komutationi grupu (G,-) s neutralnim prvkem (jednickou) e. Oznacéme H = {h € G : h =
= h™1} (mnoZina prvki, které jsou inverzni samy k sobé). Dokazte, Ze (H,-) je podgrupa grupy (G,-).

3.2.2.  Ukazte, Ze v nekomutativni grupé (G, -) tvrzeni ze Cvicend @Z nemusi platit.
3.2.83.  Ukazte, zZe (Zs \ {0},) je grupa.
3.2.4. Najdéte priklad grupy (G,-), ve které pro kaZdé prirozené cislo n existuje podgrupa (H,,-) takovd,

ze H, md prdvé n prvkid. Viastnosti podgrupy ovérte.
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3.2.5.  Najdéte vsechny podgrupy v grupé urcene Tabulkou ve Cuicent 222
3.2.6. Najdeéte priklad nekomutativni grupy a jeji netrivialni podgrupy, kterd je komutativni.

3.2.7.  Méjme grupu nenulovjch komplexnich éisel s operaci ndsobeni (C\ {0},-). Oznaéme J ={z € Z :
|z| = 1}. Ukazte, zZe (J,-) je podgrupou grupy (C\ {0},-).

3.2.8.% Pro kaZdé pfirozené c&islo n najdéte priklad koneéné grupy (G,-) a takoviych jejich podgrup (H,,-),
ze H, mad prdvé n prvki.

3.2.9.  Ukazte, ze grupa (U(10),-) je podgrupou grupy (U(20), ).

3.2.10. Dokazte nebo vyvratte ndsledugjici tvrzeni: Méjme liché prirozené ¢islo m. Grupa (U(2m),-) je
podgrupou grupy (U(4m),-).

3.3. Centrum grupy
Dulezitym prikladem podgrup je tzv. centrum grupy.

Definice Centrum grupy
Centrem grupy (G, -) je podmnozina vSech prvki G, které komutuji s kazdym prvkem grupy (G, ). Centrum
grupy (G,-) znac¢ime Z(G) a plati Z(G) = {a € G : pro kazdé g € G plati ag = ga}.

Priiklad 3.13. Uvedme nékolik klasickych ptikladi center grup.

1) V komutativni grupé (G, -) je vzdy centrem celd mnozina G.

2) V libovolné grupé (G, -) je centrum vzdy neprdzdnd mnozina, nebotf neutrdlni prvek do centra vzdy
patii.

3) V grupé reguldrnich matic fadu 2 s operaci obvyklého nésobni (M 2, -) je centrum vlastni podmnozinou
mnoziny Mo, 5. Napiiklad jednotkové matice Es 5 a jejich nasobky do centra vzdy patii (Cvic¢eni B32).
Na druhou stranu napiiklad reguldrni matice I +E; ;, kde I a jednotkova matice a F; ; obsahuje a; j = 1
a zbyvajici prvky ma nulové, s maticemi v Ms 5 zpravidla nekomutuje. Pro libovolnou matici A € My o
obsahuje sou¢in A - (I + E; ;) = A+ AFE, ;, kde druhy ¢len AF; ; obsahuje jen nulové prvky a v i-tém
fadku kopii j-tého Ffadku matice A, zatimco v sou¢inu (I + E; ;) - A = A+ E; jA obsahuje druhy ¢len
nulové prvky a v j-tém sloupci kopii i-tého sloupce matice A.

w (1 2 (0 5
Napriklad pro A = <3 4), I (0 0) dostaneme

o= (3= B)rrenaa (D)6 D-(4 %)

Priklad 3.14. Uvedme nékolik podmnozin, které nejsou centrem grupy.

1) Celd mnozina G' nend centrem nekomutativni grupy (G, -), nebot v nekomutativni grupé existuji a, b €
G takové, ze a-b# b - a.

2) Mnozina rotaci R = {Ro, R3s0/n; - - - R360(n—1)/n} Pro n > 1 nend centrem dihedralni grupy (Dp, o),
nebot existuji zrcadleni f € D,, takovd, Ze f o Rsgo/yn 7# R3eo/n © f (Cviceni BEZH).

Nasledujici véta ukazuje, ze mnozina centra spolu se ,zdédénou” operaci tvori podgrupu.

Véta 3.6. Méjme grupu (G,-) a jeji centrum Z(G). Centrum Z(G) spolu s restrikci operace ,-“ tvoid
podgrupu (Z(G),-) grupy (G,-).

Diikaz. Uzitim Véty B3 ukdzeme, ze (Z(G), ) je podgrupa grupy (G, -). Protoze neutralni prvek e komu-
tuje se vSemi prvky g grupy G (pro kazdé g € G plati ge = eg), tak je centrum vzdy neprazdné mnozina a
podle definice centra plati Z(G) C G. Déle operace grupy je na centru uzaviena nebot pro kazdé a,b € Z(G)
a kazdé g € G plati (ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab), pficemz druhd a piedposledni rovnost

“

vyplyva z definice vlastnosti prvki Z(G) a ostatni rovnosti plynou z asociativity operace ,,-“.
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Zbyvé ovétit existenci inverze ke kazdému prvku a € Z(G). Ukdzeme, ze a=! € Z(G). Vskutku, staci
rovnost ag = ga zleva i zprava vynasobit prvkem a~'. Dostaneme

a_laga_1 = a_lgaa_1
ega_1 = a_lge
-1 _ -1
ga ~=a g,
coZ znamena, Ze a~ ! také pati{ do centra Z(G). O

Ve Cviceni B3 ukdzeme, Ze centrum je dokonce komutativni podgrupa (i v nekomutativni grupé).
Cviceni
3.3.1.% Ukazte, Ze kazdd grupa (G,-) md neprdzdné centrum.
3.3.2.  UkaZte, Ze ndsobky jednotkové matice E,, ,, patii do centra grupy reguldrnich matic (M, ,,, ).
3.3.8.  Najdéte centra ndsledugicich grup: a) (Zs,+), b) (U(20),-), ¢) (Dg,0), d)(Dsg,o0).

3.8.4.% Ukazte, Ze do centra grupy reguldrnich matic (M, ,,,-) nepatii jiné matice, nez ndsobky jednotkoviych
matic.

3.3.5.  Ukazte, Ze centrum dihedrdlni grupy (D, o) je {Ro} pro n liché a {Ro, Rigo} pro n sudé.

3.3.6.  Ukazte, Ze mnoZina rotaci R = {Ro, R3so/n;- - -, R360(n—1)/n} Pro n > 1 neni centrem dihedrdini
grupy (Dp, o). Ndvod: najdéte takové zrcadleni f € D,,, Ze [ o Rsgo/n # R3so/m © f-

3.3.7.% Ukazte, Ze v libovolné grupé (G,-) je centrum Z(G) spolu s restrikci operace - komutativni pod-

grupa (2(G), ).

3.4. Komplexy v grupé a operace s nimi

Nejprve zavedeme jednu pfirozenou operaci s podmnozinami (ne nutné podgrupami) dané grupy. V Kapi-
tole @ ukazeme, jak z podgrup konstruovat takové systémy komplexti, které budou samy grupami.

Definice Komplex
Mgjme grupu (piipadné pologrupu) (G, -). Komplezem v grupé (G, -) nazveme libovolnou neprézdnou pod-
mnozinu mnoziny G.

Pfipometime, 7e symbolem 24 ozna¢ujeme potenéni mnozinu mnoziny A. Nékdy se potenéni mnozina
mnoziny A znadi také P(A). Poten¢ni mnozina 24 obsahuje viechny mozné komplexy dané mnoziny A a
navic prazdnou mnoZinu ), kterd komplexem neni.

Priiklad 3.15. Uvedme nékolik jednoduchych ptikladi komplexti.

1) V grupé celych éisel s operaci obvyklého s¢itani (Z,+) tvofi mnozina sudych ¢isel S i mnozina lichych
¢isel L komplexy. Dvojice (S,+) tvoii dokonce podgrupu v (Z,+), avsak (L, +) podgrupu netvoii.
Déle mame napiiklad komplexy N, P, [1,10] a nebo {42}. Prazdna podmnozina () komplexem v grupé
(Z,4+) (ani zadné jiné grupé) neni.

2) Racionalni ¢isla @ jsou komplexem v grupé realnych ¢isel s operaci s¢itani (R, +).

3) V grupé realngch &isel s operaci obvyklého séitani (R, +) je komplexem napiiklad mnozina Z[v/2] =
={a+bv2:a,be Z}. Podobné mame komplexy Z[/3] a Z[\/5].

4) V grupé nenulovych redlnych ¢isel s operaci obvyklého nasobeni (R \ {0}, ) je komplexem napiiklad
mnozina Z[v/2] \ {0}, kde Z[v/2] = {a + b2 : a,b € Z}.

5) V grupé nenulovych komplexnich ¢isel s operaci obvyklého nésobeni (C\ {0}, -) je komplexem napiiklad
mnozina Z[v/—2] \ {0}, kde Z[v/=2] = {a + b\/—2 : a,b € Z}.

6) Mnozina 27, je komplexem v grupé (Z,,,+).

7) Mnozina vSech rotaci R, tvori komplex v dihedralni grupé (D, o) symetrii pravidelného n-tihelnika.
Navic (R, o) je podgrupou (D,,, o). Mnozina vSech zrcadleni tvoii komplex v dihedrélni grupé (D, o),
netvori vsak podgrupu.

8) V kazdé koneéné grupé s n prvky najdeme n jednoprvkovych komplexii, n(n — 1)/2 dvouprvkovych
komplexti, obecné (Z) k-prvkovych komplext s k prvky pro kazdé kladné k, k < n.
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Priiklad 3.16. Uvedme nékolik piikladti podmnozin ¢ mnozin, které komplexem v dané grupé nejsou.

1) Racionélni ¢isla Q nejsou komplexem v grupé nenulovych redlnych ¢éisel s operaci nasobeni (R \ {0}, ),
nebot obsahuji navic nulu.

2) Mnozina Z,, neni komplexem v grupé (Z, +), protoze Z,,  Z.

3) Mnoziny [1,10], {42}, ani Zso nejsou komplexy v grupé (Zig9, +), protoze nejsou podmnoziny Zigp.

4) Mnozina prvocisel P neni komplexem v (N, +), nebot (N, +) neni grupa.

Na prvni pohled se miuze zdat zbytecné zavadét novy termin ,komplex“, kdyZ bychom vystacili s ter-
minem ,neprazdnid podmnozina®“. Mame-li néjakou grupu s operaci ,,-“, tak ukazeme, jak zavést operaci
s komplexy. Nové zavedeny pojem ,komplex“ tak v sobé ponese dodateénou informaci, ze s komplexy bu-
deme zachézet jako s prvky néjaké nové grupy, pficemz operace bude vychazet z operace na vychozi grupé.
Definujme nasledujici operaci pro podmnoziny (komplexy) S; a S nosné mnoziny G grupy (G, -).

Definice Nasobeni komplexu
Méjme grupu (G,-) a jeji komplexy S; a Sy. Ndsobeni komplexi je operace ,[1“ na mnoziné 2¢ \ {0}
(poten¢ni mnoziné mnoziny G bez prazdné mnoziny) definovand vztahem

515822{81'82281 651,82 GSQ}.

Jestlize nebude hrozit mylka, budeme operaci souc¢inu komplexii pro jednoduchost znacit stejné jako soucin
prvkd grupy, tj. Si-Ss. V piipadé, ze S1 = {a} (je jednoprvkovd) a H je néjaky komplex H C G, tak
definujeme

ao0H={a}80H={a-h:he H}

a tento soucin komplexi miizeme pro jednoduchost znacit a - H nebo jen aH.

Jestlize pracujeme s grupou v aditivni notaci, hovorime o scitani komplexi a piseme analogicky S1 H S5,
{a} B H, nebo a & H. Jestlize nebude hrozit mylka, budeme operaci sou¢tu komplext pro jednoduchost
znadit stejné jako soucet prvka grupy, tj. S + Sa, {a} + H nebo a + H.

Priklad 3.17. Uvedme nékolik jednoduchych piikladi nédsobeni komplexi.

1) V grupé celych éisel s operaci obvyklého s¢itani (Z,+) tvofi mnozina sudych ¢isel S i mnozZina lichych
¢isel L komplexy. Soucinem komplexti SHL je komplex S. Souc¢inem komplexti L B L je komplex L.
Soucinem komplext L BB {1} je komplex S. Sou¢inem komplext L B {2} je komplex L.

2) Mnoziny {1, 3,4}, {2,3} a {—1,4} jsou komplexy v grupé (Z,+). Sou¢inem komplext {1, 3,4} H{2, 3}
je komplex {3,5,4,6,7}. Souc¢inem komplexti {1,3,4} B {—1,4} je komplex {0,2,3,5,7,8}.

3) Mnoziny 27 a 37 jsou komplexy v grupé (Z, +). Sou¢inem komplexti 27 8 37 je komplex 57. Soucinem
komplexti 27 B {6} je komplex 17.

4) MnoZiny 27 a 37 jsou komplexy v grupé (Z,-). Soudinem komplexti 27 B 3; neni komplex 67, nebot
napiiklad ¢islo 13 do komplexu 6, patii, aviak nepatif do uvedeného soucdinu. Sou¢inem komplexti
27 [J{2} neni komplex 47, nebot napiiklad ¢islo 11 do komplexu 47 patii, avsak nepatii do uvedeného
soucinu.

5) Mnozina vSech rotaci R, i mnozina vSech zrcadleni Z tvoii komplexy v dihedrélni grupé (D, o)
symetrii pravidelného n-tthelnika. Jejich souéin R,, [J Z je komplex Z (mnozina vSech zrcadleni).

Upozoriiujeme, Ze nasobeni komplext je jiné ndsobeni nez kartézsky sou¢in komplext (kartézsky soucin
neprazdnych podmnozin). V kartézském soucinu sestavujeme dvojice prvkl z jednoho a druhého komplexu,
pfi ndsobeni komplext dvojice prvki vyndsobime. Proto soudin komplexti (podmnoZin) nosné mnoziny G
grupy (G, -) je opét komplex (podmnozina) mnoziny G. Naproti tomu kartézsky souéin komplexti je mnozina
usporadanych dvojic prvkid mnoziny G a obecné neni komplexem nosné mnoziny GG, protoZe se nemusi jednat
o podmnozinu G.

Otazky:

e Najdete takové dva komplexy S, 52 € G pro vhodné zvolenou grupu G, ze S1 [0S = 51 x Sy (kde
S1 x So znadi kartézsky soufin mnozin S a S3)?

e Jak by se zménila definice sou¢inu komplexti, pokud bychom misto grupy (G, -) vzali jen (neprazdnou)
mnozinu G?
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Poznamka 3.2. Uvédomte si, Ze pfisné vzato neni spravné znacit operaci ,,[L1“ ndsobeni komplext stejnym
symbolem ,-“. Jedna se totiZ o operaci na potenéni mnoziné 2¢, nikoliv na mnoziné G. Jedné se tak o zcela
jinou operaci nez ,,-“ na G. Presto si ¢asto dovolime pro obé operace pouzivat stejny symbol .-, pripadné
pri pouziti multiplikativni notace symbol operace zcela vynechat.

Podobné neni korektni pouzivat symbol ,-“ ani ,[[1* pro oznaceni komplexu a - H, protoze a neni
komplex, ale prvek mnoziny G a ani H neni prvek mnoziny G, ale komplex. Opét timto stanovujeme
umluvu, Ze symbol operace obvykle ztotoznime se symbolem operace grupy (G, ). V piipadech, ze budeme
chtit zduraznit odlisnost operaci, tak pouzijeme specialni oznaceni a ©® H. V ostatnich ptripadech budeme
psat a - H, ptipadné oznaceni operace pri pouziti multiplikativni notace zcela vynechame a budeme psat jen
aH.

Nasledujici véta ukazuje, Ze asociativita operace ,,[[1“ ndsobeni komplexii grupy plyne ihned z asociativity
operace ,-“ v grupé (G,-). Protoze se jednd o prvni tvrzeni o operacich s komplexy, zdiiraznime rozdil
znacenim operaci mezi komplexy a operaci v nosné mnoziné grupy pouzitim symbolu ,,[-1“.

Véta 3.7. Ndsobeni komplexi v pologrupé (G, -) je asociativni.

Diikaz. Ovéfime asociativitu pfimym dikazem. Méjme komplexy A, B,C' C G. Podle definice nasobeni
komplext plati

ABQBBEC)=A0{b-c:beB,ceC}t={a-(b-c):ac A,be B,ce C}.
Analogicky plati také
(ADB)OC={(a-b)-c:ac A,be B,ce C}.

Z definice pologrupy vime, Ze operace ,-“ v pologrupé (G,-) je asociativni, tak pro kazdé a,b,c € G plati

a-(b-¢c)=(a-b)-c. Proto{a-(b-¢c):a€ Ajbe B,ceC}={(a-b)-c:a€ Abe B,ce C} aproto
AB(BEC) = (AGQ B)@C. To znamena, %e operace ,,[1* mezi komplexy na potenéni mnoziné 2¢ je také
asociativni. (]

V néasledujicim disledku opét zdaraznime pouzitim symbolu a® H rozdil mezi operaci nasobeni komplexi
a operaci ,,-“ v nosné mnoziné grupy (G, ).

Dausledek 3.8. Méjme grupu (G, ). Méjme komplex H C G a prvky a,b € G. Potom plati

a®beH)=(a-b)o H.

Dle vyse uvedenych timluv oznadeni operaci mtzeme také psat (a-b) © H=ab® H = ab- H = abH.
Cviceni

3.4.1. Méjme grupu (Z,+) a tii komplery S; = {0}, So = {1,2}, S; = {5,6,9}. Sestavte ndsledugici
komplexy a) S1 B Sy, b) S1HSy, ¢)S1HSs;, d) SoHS;, e)SiESy, pokud existugi.

3.4.2. Méjme grupu (Z,+) a jeji komplexy S a L. Sestavte komplexy a) S+ 1L, b)S+S, ¢)L+1L.

3.4.8.  Najdéte takovou grupu (G,-) a takové dva jeji komplexy Sy, Sa, Ze kartézsky soucin Sy X S je opét
komplexem v (G, ). Pokud takovd grupa a komplexy neexistuji, dokazte to.

3.4.4. Méme grupu (G,-) a tii jeji komplexy Hy, Ho a Hs. Ukazte, Ze plati nasledujici implikace. a)
Jestlize Hy C Hs, potom Hs [ Hy C Hs [ Hy. b) Jestlize Hi O Hs, potom Hs [0 Hy O Hs [0 Hy. ¢)
Jestlize H1 = HQ, potom H3 (] H1 = H5 (] Hz.

3.5. Grupy zbytkovych tfid modulo m

7 pohledu praktickych aplikaci nezastupitelnou roli hraji konecéné grupy. Nyni zavedeme dutlezitou tridu
koneénych grup — zbytkové t¥idy modulo m.

Definice Zbytkové tridy modulo m
Méjme pfirozené ¢islo m a celé ¢islo i € {0,1,...,m — 1}. Oznaéme mnozinu

im = {x € Z : celé &islo x dava po déleni éislem m zbytek i}.
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Mnozina 4,, se nazyva zbytkovd trida i modulo m.
Definici mtZeme rozsitit tak, ze
im={r€Z:x=1i (modm)}. (4)

Na rozdil od definice zbytkovych tfid modulo m nepozadujeme, aby zbytkovou t¥idu oznacoval zbytek, ale
jakykoliv reprezentant z této zbytkové t¥idy. V tomto textu budeme pracovat témér vyhradné s reprezentanty
z celodiselného intervalu [0, m — 1], nebot je to piehledn&jsi.

Poznamka 3.3. Umluva o znadeni zbytkovych t¥id

Casto dovolime zjednodusit znaceni: pokud bude z kontextu zfejmé s jakym modulem pracujeme, tak misto
i, pouzijeme jen i. Navic, pokud budeme pracovat s ¢isly, tak misto tiidy ¢ miizeme psat pouze nékterého
reprezentanta, napiiklad misto 2 budeme pracovat s tiidou 2.

Pro m = 1 je zbytkova tiida trividlné jedina, plati 0; = Z. Pro m > 1 tvoii zbytkové tiidy rozklad
mnoziny Z. Napiiklad pro dostatecné velké m muizeme zbytkové tiidy znézornit Obrazkem BT nebo
schématem:

0m =9 ..., —2m, —m, 0, m, 2m, ...}
I ={ ..., 2m+1, —m+1, 1, m+1, 2m+1, ... }
2m =1{ ..., —2m+2, —m+2, 2, m+2 2m+2, ...}
(m-1),, ={..., —m—1, -1, m-1,2m—-1,3m—-1, ... }
MnoZinu vsech zbytkovych t¥id modulo m oznacime Z,,, plati Z,, = {Om, Iy, -, m — Ly }.
s N
s N O e N )
Zm
2m 2m + 1 2m + 2 3m —1
m m+1 m+ 2 2m — 1
0 1 2 m—1
—m —-m+1 —m+2 -1
—2m —2m+1 —2m + 2 —m —1
S J U J U J \ J
67" TTn gm m—lm
S J

Obrézek 3.5.: Tridy rozkladu grupy zbytkovych t¥id (Zm,,+).

Priklad 3.18. Uvedme né&kolik prikladti zbytkovych t¥id.

1) Mnozina sudych ¢isel S je vlastné zbytkova t¥ida 0, a mnozina lichych ¢isel IL je zbytkova tiida 1.

2) ,Zbytkové t¥ida“ 25 je podle definice prazdna mnozina, avsak podle tmluvy ze vztahu [4] je 22 = 05 =
=S.

3) Zbytkova tiida 012 obsahuje vechny celo¢iselné nasobky 12.

4) Zbytkové t¥ida 519 obsahuje vsechny liché nasobky nasobky 5.

Otazka: Ma smysl definovat zbytkové tiidy pro modul 07

Otéazka: Je mnozina 5L = {5¢ : t € L} né&jakou zbytkovou t¥idou modulo 107

Zbytkové t¥idy modulo m jsou vzdy neprazdné mnoziny a tvofi komplexy z grupé (Z,+). UkéZeme,
7e tyto komplexy s operaci séitani komplexi tvori grupu a nékdy dokonce tvori grupu s operaci nasobeni
komplexti.
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Véta 3.9. Zbytkové tiidy modulo m s operaci s¢itini komplext tvori komutativnt grupu (Zy,,+). Nenulové
2bytkové tridy modulo m s operaci ndsobeni komplexi tvoii komutationi grupu (Zy, \ {Om}, ) prdvé tehdy,
kdyz m je prvocislo.

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze operace jsou dobfe definovany, nebot soucet libovolnych dvou reprezen-
tantd zbytkové tiidy 7,, a t¥idy j,, je reprezentant t¥idy i + j,,, resp. jejich souéin je reprezentant t¥idy i - j,,
(Cviceni B2 7).

Snadno nahlédneme, ze mnozina zbytkovych tiid je jisté neprazdnd a operace sc¢itani komplext je uza-
viend na Z,,. Asociativita i komutativita sé¢itani zbytkovych tifid vyplyvaji z asociativity a komutativity
obvyklého s¢itani celych ¢isel. Neutrdlnim prvkem je t¥ida 0,, a opaénym prvkem k tiidé a,, je tfida —a,,.
Scitani zbytkovych tfid je jisté komutativni a proto zbytkové tfidy modulo m s operaci s¢itani komplexi
tvofi komutativni grupu (Z,, +).

Pozor! Operace nasobeni komplextt na mnoziné Z,, obecné netvoii grupu, protoZze operace nasobeni
komplexti nemusi byt uzaviena na (Z,, \ {0..},-) a nasobeni tak nemusi tvofit ani grupoid. Naptiklad
2424 = 04 a proto (Z4 \ {0}, ) neni grupoidem. Obecné, mame-li dvé takova celd éisla a,b € [0,m — 1],
7e ab = km pro né&jaké celé ¢&islo k, tak soucin odpovidajicich zbytkovych tiid @, - by, = 0y, do nosné
mnoziny nepatii. Je-li m prvodislo, tak soucin libovolnych dvou nenulovych komplext je nenulovy komplex
a proto (Z,, \{0m}, ") je grupoid.

Pokud vsak uzavienost splnéna je, tak asociativita i komutativita operace nasobeni zbytkovych t¥id
vyplyvaji z asociativity a komutativity operace obvyklého nésobeni celych &isel. Neutralnim prvkem je 1,,
Inverznim prvek ke kazdé tiidé i,, najdeme pouze, pokud m je prvoéislo. Protoze 0 < i < m, tak pro prvodi-
selné m plati NSD(4,m) = 1 a podle Bézoutova Lemamtu I3 existuji takova celd ¢isla r, s, ze ir + ms = 1.
To znamena, ze ir = (—s)m+1=1 (mod m) a proto pro kazdy prvek rq t¥idy 7, je souéin irg ve t¥idé 1,,
a proto je t¥ida 7, multiplikativni inverzi t¥idy i,,. Pro prvo¢islo m dostdvame, Ze (Z,, \ {Om},) tvori
komutativni grupu.

Poznamka 3.4. Vsimnéte si, ze v ditkazu Véty BT vyuzivame, ze m je prvocislo. Pokud m neni prvodislo,
tak multiplikativni inverze k prvku ¢ v monoidu (Z,, \ {0,,}, -) existuje pouze, pokud NSD(i, m) = 1. Jestlize
NSD(i,m) = a, kde a > 1, tak multiplikativni inverze k prvku i v monoidu (Z,, \ {0,,}, ) neexistuje
(Cviceni B2230).

Je dobré zdtraznit, ze grupa zbytkovych tfid modulo m s operaci nasobeni neobsahuje zbytkovou
t¥idu 0,,. V dalsim textu tuto zbytkovou tfidu budeme znacit 0. Jestlize bude z kontextu jasné, s jakym
modulem pracujeme, tak v dal$im textu budeme vsechny t¥idy i,, znacit pouze i.

Otazky:
e Je usporadand dvojice (Z,,,) grupou?
e Je grupa (Z,,, +) podglupou grupy (Z,+)?
e Je grupa (Z, \ {0}, ) podgrupou grupy (Z, -)?
e Je grupa (Zs2,+) podgrupou grupy (Z4, +)?

Pocet prvki (t¥id) grupy (Zm,+) je vZdy roven modulu m, nebot rtiznych zbytkd po déleni ¢islem m je
pravé m. Pro libovolny (koneény) fad umime takovou grupu s operaci ,s¢itdni modulo m“ sestavit. Podcet
prvki (t¥d) grupy (Zm \ {0}, ) je m — 1.

Priklad 3.19. Sestavte a porovnejte a) Cayleyho tabulku grupy (Zs,+), b) Cayleyho tabulku mono-
idu (Zs,-), c¢) Cayleyho tabulku grupy (Zs \ {0}, -)-

+(01234 01234
0[01234 0[00000
1112340 001234
2123401 202413
3134012 3/03142
4140123 4104321
Tabulka 3.6.: Cayleyho tabulky grupy (Zs,+), monoidu (Zs,-) a grupy (Z
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V Tabulce BE@ ihned vidime, Ze obé operace jsou na Zs uzaviené. Vime, ze obé operace jsou asociativni,
nebot klasické s¢itani i ndsobeni jsou asociativni. VSimnéte si, Ze na rozdil od (Zs,+) neni (Zs,-) grupa.
Neutralnim prvkem grupoidu (Zs, -) vzhledem k nésobeni je (t¥ida) 1 a (tfida) 0 nem4 inverzni prvek. Proto
je (Zs, -) monoidem. Prvek (tfida) 0 je jediny prvek, ktery vlastnost byt grupou pokazi, pokud jej odstranime,
tak dvojice (Zs \ {05}, ") grupou je: operace nasobeni je uzaviena na mensi mnoziné Zs \ {05}; neutralnim
prvkem je (t¥ida) 1; (t¥idy) 1 a 4 jsou inverzni samy k sobé& a (tf¥idy) 2 a 3 jsou inverzni navzijem. v

Priklad 3.20. Sestavte Cayleyho tabulku grupy (Z7 \ {07}, ). Najdéte étyii rizné podgrupy.
Cayleyho tabulka je B

— Ot O W w
o VS RN T
S N O W ot

)

T W N
SO W N
DLW H O = NN
=N W R Lo

6 43

Tabulka 3.7.: Cayleyho tabulky grupy (Z: \ {07}, ).

Vidime, Ze operace ,,-“ je na mnozing Z; \ {07} uzavfena; neutralnim prvkem je (ti¥ida) 1; asociativita
se ,zdédi“ z obvyklého nasobeni é&isel a inverzni (t¥idy) jsou 171 =1,271 =4,371 =541 =2 51 =3 a
6~1 =6.

Kromé trividlni podgrupy (Ho, ) = ({1},-) a nevlastni podgrupy (G,-) = (Z7 \ {07},-) najdeme jesté
dalsi podmnoziny, na kterych je operace uzaviend: H; = {1,6} a Hy = {1,2,4} (Obrazek B@). Podle

Véty B2 staci na ovéfeni podgrupy uzavienost operace ,,-“.

( G\
H,y
6 5 3
-
1 2 4
HO H2
. /

N J
Obréazek 3.6.: Podgrupy v grupé (Z- \ {07},").

Protoze podle Véty B je tfida 1 obsazena v kazdé podgrupé, tak trividlni podgrupa je jedina. Déle
prozkoumanim hlavni diagondaly Cayleyho tabulky B vidime, Ze dvouprvkova podgrupa existuje pouze
s nosi¢em H; = {1,6} a tfiprvkovd podgrupa pouze s nosi¢em Hy = {1,2,4}. Podgrupy vyssich f4dd kromé
nevlastni podgrupy existovat nemohou, coz ukadzeme v Kapitole =3 v

Cviceni
3.5.1.  Mé&me grupu zbytkovijch t¥id modulo 7 s operaci ,-“ ndsobeni (Z7 \ {07},-), neboli grupu ([1,6],-).
Méjme H = {17,27,47}. Ukaste, Ze (H,-) je podgrupa v grupé (Z- \ {07},").

3.5.2.  Mé&me grupu zbytkovych tFid modulo 7 s operaci ,-“ ndsobeni (Z7 \ {07}, -), neboli grupu ([1,6],-).
Méjme H = {17,27,47}. Sestavte komplexy 1:H, 2:H, ..., 6:H a zndzornéte je.

3.5.8.  Najdéte takové slozené cislo m a takové dvé tridy a, b monoidu (Zy \ {0m},-), Ze a) tFida a md
inverzni proek v monoidu (Zmy \ {0 },-); b) trida b nemd inverzni prvek v monoidu (Zy, \ {0}, ).

3.5.4. Méjme grupu (G,-) a néjakou neprazdnou podmnozinu H C G. Ukazte, Ze UQGG(gH) =G.
3.5.5.  Na mnoZiné ctyr celych cisel Zy = {0,1,2,3} definujeme operaci & takto.

a+b at+b<4

Va,.,bezzﬂa@b:{a-&-b—ll a+b>4

Ukazte, ze (Z4,®) je grupa. (Vsimnéte si, Ze stejné oznaceni jako pro mnoZinu zbytkovych trid modulo 4
nevadi, nebot pri porovndni tabulek operaci nenajdeme rozdil.)
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3.5.6. Méjme sudé kladné cislo n. Oznaéme (H,+) libovolnou podgrupu v (Z,,+). UkaZte, bud jsou
vsechny proky H sudé, nebo pravée polovina prvki v H je sudych.

3.5.7.  Ukazte, Ze scitani a nasobni zbytkovych tiid jsou dobre definované operace, tj. a) soucet libovolnijch
dvou reprezentanti zbytkové tiidy i, a tiidy j,, je reprezentant tridy i+ j,,, b) soucin dvou libovolnich
reprezentanti zbytkove tridy i, a tridy j,, je reprezentant tridy i - j,,.

3.6. Doplnkova témata

Kvaterniony

Kuvaternionovd grupa Qg je koneéna nekomutativni grupa fadu 8. Nosnd mnozina obsahuje osm prvki, Qg =
={1,-1,i,—4,j,—4,k,—k}. Lze ji definovat pomoci jednotkovych kvaterniont s operaci kvaternionového
nasobeni ,-“

ij=k, ji=-—k, jk=1, kj=—i, ki=j, ik=—j. (5)
Zbyvajici souciny definujeme ,,pfirozené“ jako nasobeni jednickou ¢i s opa¢nym znaménkem. Tabulka operace

je Tabulka B Spolu s dihedralni grupou (symetrie ¢tverce) (Dy, o) se jedna o jediné nekomutativni grupy
s osmi prvky.

1 =1 i =i j —j k —k
1 1 -1 & —i j —j k -k
-1/ -1 1 = -5 j—-k k
i i —t -1 1 k -k —j j
—i| =i i 1 -1-k k j —j
il i —-Ji-k k-1 1 i —i
—jl =i i k-k 1 -1 —i i
k| -k j—j —i i-1 1
k| -k k—j 5 i —i 1-1

Tabulka 3.8.: Cayleyho tabulka grupy kvaternioni (Qs, ).

Naproti tomu kvaterniony jsou rozsitenim komplexnich ¢isel. Nosnou mnozinou je H = {a+bi+cj+dk :
a,b,c,d € R, i,j,k € Qg}. Kvaterniony s operaci s¢itani tvofi nekone¢nou grupu (H, +) a navic s operaci
nasobeni tvofi dokonce (nekomutativni!) téleso (H, +,-) (télesim je vénovana Kapitola [TH1). Nésobeni
kvaternionovych jednotek se ¥idi Tabulkou B=1 Celou tabulku miZzeme odvodit s vyuzitim rovnosti [5],
piipadné s vyuzitim Hamiltonovych rovnosti [G}.

i =j% = k* =ijk = —1. (6)

Obrazek B0 bychom mohli jesté zobecnit. Obecnéjsi nez kvaternionty jsou tzv. oktoniony, které
vzhledem k nésobeni tvori nekomutativni a neasociativni strukturu.

(H, +)

(C,+)

(R, +)

Obrazek 3.7.: Grupy (H, +), (C,+), (R,+), (Q,+), (Z,+) a pologrupa (N, +).
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Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Juaternion_grouj

® phttps://en.wikipedia.org/wiki/Juaterniorn

Cviceni
3.6.1. Ukazte, Ze Tabulka @R popisuje nekomutativni grupu. Asociativitu nemusite ovérovat.

3.6.2. Ukazte, Ze okruh komplexnich cisel je podokruhem kvaternionai.

Centralizator

Centrum grupy (G, -) obsahuje pravé ty prvky, které komutuji se vSemi prvky grupy (G, ). Zajimava vSak
muze byt i mnozina prvki, kterd komutuje s jednim vybranym prvkem, pfipadné s celou mnozinou prvka S,
S C G. Dostavame tak nasledujici pojem.

Definice Centralizator mnoziny

Méjme grupu (G, -) a podmnozinu S C G. Centralizdtor mnoziny S v grupé (G,-) je podmnozina vSech
prvka G, které komutuji s kazdym prvkem mnoziny S. Centralizdtor mnoziny S v grupé (G, -) znacime Cg(S)
a plati C¢(S) = {g € G : pro kazdé s € S plati gs = sg}. Analogicky definujeme centralizdtor prvku s € G
jako Ca(s) = {g € G : gs = sg}.

V komutativni grupé centralizatorem libovolného prvku s € G i libovolné podmnoziny S C G je vzdy
celd nosnd mnozina G grupy (G,-). Centralizator je specidlni pfipad normalizatoru, o kterém je pséno
na strané (Cviceni BL3).

Odkazy:
® http://mathworld.wolfram.com/Centralizer.html]]

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Centralizer_and _normalize

Cviceni
3.6.3. Méjme grupu (G, -). UkaZte, Ze pro kaZdou podmnoZinu S C G je centralizdtor Ce(S) podmnoZinou

normalizatoru Ng(S).

3.6.4. Méjme grupu (G,-) a libovolnou podmnozinu S C G. UkaZte, Ze centralizdtor spolu s restrikci
operace - (Cg(S),-) je podgrupa grupy (G,-).
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Kapitola 4. Rozklady grup, Lagrangeova véta

Zacneme motivacnim ptikladem, ktery ukaze, jak lze prvky grupy rozdélit do disjunktnich podmnozin uzitim
vlastnosti grupy a néjaké jeji podgrupy.

Ptiklad 4.1. UvaZzujme grupu (Zg, +) zbytkovych tiid modulo 6. Pro jednoduchost t¥idu i oznacime i.
Pro H = {0,2,4} ukazeme, 7e (H,+) je podgrupa grupy (Zg,+). Daéle sestavime komplexy 0 + H,1 +
+ H,...,5+4+ H a prozkoumame jejich vztah k mnoziné Zg.
ProtoZze H je koneénd podmnozina mnoziny [0, 5], tak podle Véty B stacéi ovéfit, ze

1) H C G, coz plyne uz ze zadéni,

2) H # 0, coz opét plyne ihned ze zadani.

3) Uzavfenost operace ,+“ na mnoZiné H ovéfime Tabulkou I

Tabulka 4.1.: Cayleyho ta

S

ulka podgrupy (H,+).

Nyni sestavime komplexy 04+ H,1+ H,...,5+ H.

0+H=0+{0,2,4} ={0,2,4} = H
1+ H=1+/10,2,4} ={1,3,5}
24+ H=2+{0,2,4} ={2,4,0} =H
3+ H=3+1{0,2,4} ={3,5,1}
4+ H=4+{0,2,4} ={4,0,2} = H
54+ H=5+1{0,2,4} = {5,1,3}
Vsimnéte si, ze komplexy nejsou nutné rizné mnoziny, ale nastane pravé jedna ze dvou moznosti: bud jsou

vysledné komplexy stejné, nebo jsou disjunktni (Obrazek EIJ). Navic ma kazdy vysledny komplex stejny
pocet prvki jako mnozina H. v

Obrazek 4.1.: Komplexy 0+ H, 1+ H, 2+ H,3+ H, 4+ H a5+ H pro H ={0,2,4} v grupé (Ze, +).

Nésledujici piiklad ukazuje, jak dilezity je fakt, ze (H,+) je podgrupou grupy (Zg,+), nikoliv pouze
komplexem (neprazdnou podmnozinou) nosice G.

Priklad 4.2. Uvazujme opét grupu (Zg, +) zbytkovych tiid modulo 6. Vezméme jeji podmnoZinu H =
= {0,1,2}, kterd neni podgrupu grupy (Zg,+). Opét sestavime komplexy 1 + H,2 + H,...,6 + H a
prozkoumame jejich vztah k mnoziné Zg.

Pfedné si vSimneme, %e mnoZina H neni uzaviend vzhledem k operaci ,+“, protoze 1 +2 = 3, ale 3 ¢ H.
Proto (H,+) neni podgrupou v (Zg, +).
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Dale sestavime komplexy 0+ H,1+ H,...,5+ H.

0+H=0+{0,1,2} ={0,1,2} = H
1+ H=1+{0,1,2} ={1,2,3}
2+H=2+{0,1,2} = {2,3,4}
3+ H=3+{0,1,2} ={3,4,5}
44+ H=14+1{0,1,2} = {4,5,0}
5+H=5+{0,1,2} = {5,0,1}

Vsimnéte si, Ze vysledné mnoziny netvoii rozklad nosi¢e G (Obrazek E20). Jednd se sice o rtizné t¥iprvkové

podmnoziny G, ale tyto rizné mnoziny nejsou nutné disjunktni. v
. N
G
T )
1 ] 2
\ J

Obrézek 4.2.: Komplexy 0+ H, 1+ H,2+ H,34+ H,4+ H a5+ H pro H=1{0,1,2} v grupé (Ze,+).

Pozorovéani z piedchozich ptikladt nyni zobecnime. Ukazeme, Ze pokud pracujeme s podgrupou (H,-)
néjaké grupy (G, -), tak plati nasledujici tvrzeni.

e Rovnost x + H = H plati pravé tehdy, kdyz = € H.
e Sjednoceni t¥id = + H da vzdy celou mnozinu G, tj. |J (z+ H) = G.
zeG
e Vsechny tfidy « + H maji vzdy stejny pocet prvki, tj. pro kazdé « € G plati |z + H| = |H|.
e Pocet prvku tfidy déli pocet prvki nosné mnoziny G; podil je poctem t¥id a pro velikosti mnozin plati
dokonce |G| = |G/H| - |H]|.

V nasledujicich podkapitolach vsechna uvedena pozorovani peclivé zformulujeme a dokazeme.

4.1. Rozklad grupy podle podgrupy

V této sekci ukazeme, ze systematicnost vyslednych komplexii z tivodniho Ptikladu B0 neni ndhoda. Ukéa-
Zeme, Ze pro libovolnou podgrupu (H, -) grupy (G, -) bude obecné platit, ze vysledné komplexy tvoii rozklad
(bud jsou disjunktni nebo totozné) a jednotlivé t¥idy maji vzdy stejny pocet prvki. Pfipomenime, Ze sym-
bolem a ® H oznacujeme nasobeni komplexti zavedené na strané [[A.

Definice Rozklad grupy podle podgrupy

Méjme grupu (G, -) a jeji podgrupu (H,-). Zavedeme oznaceni G/H ={a® H : a € G}. Systému komplexi
G/H fikdme (levy) rozklad grupy (G,-) podle podgrupy (H,-). Analogicky muZeme zavést pravy rozklad
grupy (G, -) podle podgrupy (H,-) jako F\G ={H ®a:a € G}.

Prvky rozkladu jsou komplexy, se kterymi mizZeme déle pracovat. V této kapitole nejprve ukazeme,
ze nazev ,rozklad grupy podle podgrupy“ je zaslouzeny, ze komplexy rozkladu G / H opravdu tvoii rozklad
mnoziny G. V Kapitole B1 pak ukazeme, Ze komplexy v rozkladu G / H grupy (G, -) podle podgrupy (H, )
mohou spolecné s operaci nasobeni (resp. séitani) komplext za splnéni dalSich podminek dokonce tvofit
grupu.

Piiklad 4.3. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladit grup a jejich rozkladt podle podgrup.

1) V Prikladu B jsme uvedli pfiklad rozkladu grupy (Zg, +) podle podgrupy ({0,2,4}, +).

2) Rozklad grupy (Z,+) podle podgrupy (S, +) mé dvé t¥idy rozkladu: S a L.

3) Rozklad grupy (Z,+) podle podgrupy (kZ,+) mé k t¥id rozkladw: k¥Z, 1 + kZ, ..., k — 1+ Z.

4) Rozklad grupy (Q, +) podle podgrupy (Z, +) méa nekone¢né mnoho tiid rozkladu, napiiklad Z, % + 7,
% +Z, ...Pro kazdé racionélni ¢islo z intervalu (0,1) je jedna takova tiida.
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5) Mé&jme grupu (G, -) a jeji trividlni podgrupu ({e}, ). Rozklad grupy G/{e} mé |G| t¥id rozkladu,
pricemz kazda tiida obsahuje jediny prvek.

6) V diherdélni grupé Dj symetrii rovnostranného trojthelnika (Tabulka IT3X) mame podgrupu ro-
taci (R,0). Levy rozklad Dg/R mé dvé tiidy rozkladu R = {Ry, R120, Roao} & Z = {Za,Zp, Zc}.
Pravy rozklad R\D3 ma stejné dvé tiidy rozkladu R = {Ro, Ri20, Roao} a Z ={Za, Zp, Zc'}.

7) V diherdalni grupé Ds3 symetrii rovnostranného trojuhelnika mame podgrupu ({Ro, Za},0). Levy
rozklad Dg/{RO7ZA} grupy (Ds,0) podle podgrupy ({Ro,Za},0) ma t¥i t¥idy rozkladu {Rg, Z4},
{R120, Zc} a {Ras0,Zp}. Pravy rozklad {RO,ZA}\DS grupy (D3, 0) podle podgrupy ({Ro,Za},0)
mé také tii t¥idy rozkladu, avsak jiné: {Ro, Za}, {R120, Z5} a {Raa0, Zc'}. Sestaveni t¥id rozkladu je
ponechéano jako Cviceni ET=X1

Piiklad 4.4. Uvedeme nékolik jednoduchych prikladii, kdy se o rozklady grup nejedné.

1) V Prikladu B2 jsme ukdzali, Ze mnozina H = {0, 1,2} neni podgrupou grupy (Zs,+) a komplexy
0+H,1+H,24+ H,3+ H,4+ H, 5+ H rozklad netvori.

2) Rozklad grupy (Z, +) podle N nem4 smysl tvofit, nebot (N, +) netvoii grupu. Je sice mozné pro kazdé
z € Z sestavit komplexy z + N, avSak vysledné komplexy nebudou tvorit rozklad mnoziny Z.

3) Rozklad grupy (Z,+) podle ,podgrupy* (Z,,+) nemé smysl tvofit, protoze Z, € Z a grupa (Z,,,+)
neni podgrupou grupy (Z,+) ani v piipadé, ze bychom ¢isla i, i = 0,1,...,n — 1 ztotoznili s t¥idami
0,, 1,, ..., n — 1, nebot operace na Z a Z,, by nebyly definovany stejné.

Podgrupa a jeji komplexy
Drtive nez budeme formulovat a dokazovat tvrzeni této kapitoly, ukdZzeme nésledujici jednoduché pozorovani.

Lemma 4.1. Méjme komplex H grupy (G,-) a prvek x € G. Pro kazdy prvek y € x © H existuje pravé
jeden prvek h € H, Ze y = x - h.

Dikaz. Dikaz plyne ihned z definice nasobeni komplexti na strané [d. Kazdy prvek y € x © H je tvaru
x - h pro néjaké h € H.

Navic, protoze (G, -) je grupa, tak s vyuzitim Véty o kraceni (Véta EG) snadno ukdzeme, Ze prvek h je
urceny jednoznacné. Pokud y = - hy = x - hg, tak kracenim dostavame h; = ho. [l

Otazky:

e Plati, ze prvek h z Lemmatu EX je urcen jednozna¢né i v pologrupé (G, 0)?
e Plati, ze prvek h z Lemmatu EX je uréen jednozna¢né i v monoidu (G, 0)?

V dalsim textu vyuzijeme amluvu, zZe soucin komplexi x ® H budeme stru¢né zapisovat H. Ukéa-
zeme, ze pri nasobeni prvku a komplexu podgrupy podgrupa ,pohlti své prvky“. To znamend, ze nosic H
podgrupy (H,-) je vzdy jednim z komplexii «H grupy (G, ).

Véta 4.2.  Méjme grupu (G,-) a jeji podgrupu (H,-). Pro kaZdé x € G plati:

(i) *H = H pravé tehdy, kdyz x € H,
(ii) Hx = H pravé tehdy, kdyz x € H.

Diikaz. Tvrzeni véty obsahuje dvé ekvivalence. Dokazeme jen prvni ekvivalenci, druhé ekvivalence se ukaze
zcela analogicky.
»2= Predpokladejme, ze zH = H a méjme libovolné x € G. Pro libovolné x € G rozepiSeme x = x - € a
protoze e € H, tak je x = x - e € xH z definice komplexu xH. To znamend, ze © € xH a protoze podle
predpokladu je xH = H, plati také x € H.
»<=“ Predpokladejme, ze x € H. Ukazeme mnozinovou rovnost +HH = H jako dvé inkluze zH C H a
HCzH.

Nejprve ukazeme, ze tH C H. Pro kazdé = - h € zH existuje podle Lemmatu 10 odpovidajici
prvek h € H. Potom ale x - h € H diky uzavfenosti operace ,,-“ na H.

Daéle ukdzeme, ze H C xH. Ozna¢me e neutralni prvek grupy (G,-), ktery je podle Véty B soucasné
neutralnim prvkem i jeji podgrupy (H,-). Potom pro libovolné h € H miizeme psat h =e-h =2 -2~ 1 h,
kde x € H miizeme zvolit libovolné. Protoze (H,-) je (pod)grupa, tak také 2= € H a dale 2~ 'h patii
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do H, protoze operace ,-“ je uzaviend na (pod)grupé (H,-). A kone¢né dle definice komplexu zH plati
x-(z71-h) € zH. To znamena, 7e pro libovolné h € H je h =z - (z~%-h) € zH.
Tim jsme ukézali, Ze pro libovolné x € H je komplex zH totozny s nosi¢em H podgrupy (H, ). |

Priklad 4.5. V Pfikladu BT jsme uvedli rozklad grupy (Zg, +) (grupy zbytkovych tfid modulo 6) podle

podgrupy ({0,2,4},+). Vsimnéte si, ze komplexy 0+ H, 2+ H a 4+ H jsou totozné s nosi¢em podgrupy H,

zatimco t¥i zbyvajici komplexy 1+ H, 3+ H a 5+ H jsou jiné. Celou situaci pékné ilustruje Obrazek
Thned vidime, Ze plati nasledujici dtsledek Véty =21

Dausledek 4.3. Méjme grupu (G,-). Pro kaZdy prvek g € G plati gG = G = Gg.

Je zajimavé si uvédomit, ze z Dusledku 231 mimo jiné plyne také, ze v kazdém fadku Cayleyho tabulky
operace grupy (G, -) je néjakd permutace vsech prvka nosice grupy. V grupoidu, pologrupé nebo monoidu
toto platit nemusi, avSak v grupé existence inverze si vynuti, ze kazdy fadek (i kazdy sloupec) je permutaci
nosice grupy.

Priklad 4.6. Mgjme grupu (G, -) a predstavme si jeji Cayleyho tabulku. Pro kazdé g € G je mnoZina
prvku gG uvedena v radku Cayleyho tabulky, ktery odpovida prvku g. A naopak mnozinu prvkiu Gg
najdeme ve sloupci Cayleyho tabulky, ktery odpovida prvku g.

Vztahy mezi komplexy jedné podgrupy
Nasledujici véta Fika, ze pokud dva komplexy tvaru xH, kde H je nosi¢ néjaké podgrupy dané grupy, maji
néjaky spolecny prvek, pak tyto komplexy jsou totozné.

Véta 4.4. Méme grupu (G, ), jeji podgrupu (H,-) a prvky a,b € G. Jestlize (aH) N (bH) # 0, tak
aH =bH.

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje prvek € (aH NbH). Protoze prvek a patii do priniku komplexii, tak
patii do kazdého z obou komplext aH, bH. Proto podle Lemmatu B existuji takové prvky hi, he € H, Ze
2 = a-hy = b-hy. Vynasobenim druhé rovnosti zprava inverznim prvkem k prvku h; dostaneme a = bhaohy 1
Oznacme h = hg - hl_l, pri¢em? z uzavienosti operace v grupé (H,-) vime, ze h € H. Proto mlizeme napsat
a=b-h,kde h € H.

S vyuzitim Véty B dostavame, ze aH = (bh)H = b(hH). Protoze h € H, tak podle Véty 2 vime
hH = H. Celkem mame aH = (bh)H = b(hH) = bH, coz je dokazované tvrzeni. O

Obména pfedchoziho tvrzeni véty fika, ze rizné komplexy tvaru xH, kde H je nosi¢ néjaké podgrupy
dané grupy, nemohou mit zadny spoleény prvek (jsou disjunktni).

Dausledek 4.5. Méjme grupu (G,-), jeji podgrupu (H,-) a prvky a,b € G. Pokud aH # bH, tak (aH) N
(bH) = 0.

Priklad 4.7. Tvrzeni Véty B3 opét ilustruje Priklad BT V rozkladu grupy (Ze, +) (grupy zbytkovych
t¥id modulo 6) podle podgrupy ({0,2,4},+) jsou komplexy 0 + H, 2+ H a 4 + H jsou totozné s nosicem
podgrupy H, zatimco tii zbyvajici komplexy 1 + H, 3 + H a 5 + H jsou disjunktni, coz opét ilustruje
Obrazek 1

Nyni ukdzeme, Ze pfi sestaveni komplext tvaru gH, kde g patii do nosi¢e grupy (G, ), se zadny prvek
nosic¢e G neztrati, tj. kazdy prvek grupy G bude patfit do nékterého komplexu gH.
Véta 4.6. Méjme grupu (G, -) a jeji podgrupu (H,-). Plati |J gH = G.

9eG

Diikaz. Mnozinovou rovnost opét ukazeme jako dvé inkluze.

Nejprve ukazeme UQGGQH C G. Mgjme libovolné x € gH. Z Lemmatu O vime, ze x = g - h
pro n&jaké h € H. Protoze H C G, tak h € G. Z uzavienosti operace na G dostdvame x = (g - h) € G, tedy

UgeG gH C G.
Zbyva ukazat, ze J,cq 9H 2 G. Staci si uvédomit, Ze pro kazdé g € G je g € gH, nebot e € H a plati
g = ge € gH. Dostévame, Ze G C |, cq 9H. O

Priklad 4.8. Tvrzeni Véty B opét ilustruje Priklad B0 Vsimnéte si, Ze v rozkladu grupy (Zg, +) (grupy

zbytkovych tfid modulo 6) podle podgrupy ({0,2,4},+) je kazdy prvek g obsazen v komplexu g + H.
Tvrzeni Véty G muzeme pomérné snadno zobecnit. Mnozina H nemusi byt nosicem podgrupy a

nemusi obsahovat prvek e a proto se milze stét, ze g ¢ gH. Pfesto pro kazdou neprdzdnou podmnozinu H

mnoziny G plati U, gH = G.
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Véta 4.7. Méjme grupu (G, -) a néjakou neprdazdnou podmnozinu H C G. Plati |J gH = G.
geqG

Diikaz je ponechan jako Cvi¢eni 11

Priklad 4.9. Tvrzeni Véty B2 ilustruje Piiklad B2 Jednotlivé komplexy 0+ H, 1+ H, 2+ H, 3+ H,
4+ H, 5+ H sice nejsou disjunktni a netvori rozklad nosi¢e G = {0,1,2, 3,4, 5}, avSak kazdy prvek g grupy
je obsazen v nékterém komplexu a + H, pro néjaké a € G (Obréazek EA).

Rozklad grupy sestaveny z komplext podgrupy

Pozorovani z predchozich odstavct shrneme do jediné nasledujici véty. Postupné jsme ukézali, ze komplexy

rozkladu grupy (G,-) podle podgrupy (H,-) jsou neprazdné, navzajem disjunktni a obsahuji kazdy prvek
nosice grupy G. Tvorii proto rozklad mnoziny G.

Dausledek 4.8.  Méjme grupu (G, ) a jeji podgrupu (H,-). Systém komplexi G/H tvori rozklad mnoziny G.

Dikaz. Ukéazeme, ze systém podmnozin G / H spliiuje vSechny tii vlastnosti rozkladu:

(i) Uyeq 9H = G, coz plyne z Véty [T,
(ii) pro kazdé a,b € G plati, ze pokud aH # bH, tak (aH) N (bH) = 0, coz plati podle Disledku I3,
(iii) pro kazdé ¢g € G je mnozina gH neprézdnd, coZ plyne z pozorovéni g = g-e € gH, nebot e € H,
pfiéemz (H,-) je podgrupa grupy (G, ).

Poroto ruzné komplexy sestavené z podgrupy tvori rozklad mnoziny G. (I

Poznamka 4.1. Analogické tvrzeni jako v Dusledku B 1ze vyslovit i pro pravy rozklad g \G grupy G
podle podgrupy H. V dalsim textu se vSak pro jednoduchost zaméfime pouze na levé rozklady.

Priklad 4.10. Mgjme grupu (Z7 \ {07},-) = ([1,6],-) (grupu zbytkovych ti{d modulo 7 s operaci ,-“
nasobeni) z Prikladu Mégjme H = {1,6}. a) Ukdzeme, 7e (H,-) je podgrupa v grupé (G,-). D)
Sestavime 1H, 2H, ..., 6H. c¢) Sestavime G/H.

a) Nejprve ukdzeme, ze (H,-) je podgrupa v grupé (G, -). Protoze jisté je H # () a H C G, tak staci ukdzat,
ze H je uzaviena vzhledem k operaci ,-“. Uzavienost je zfejma z Cayleyho tabulky B2 restrikce operace ,,-“
na mnozinu H. Proto je (H,-) podgrupou grupy (G, ).

116
1116
661
Tabulka 4.2.: Tabulka restrikce operace na podgrupu H = {1,6}.

b) Nyni sestavime komplexy 1 ® H = 1H, 2H, ..., 6H.

1H={1-1,1-6} ={1,6} =H
2H = {2-1,2-6} = {2,5}
3H ={3-1,3-6} = {3,4}
AH ={4-1,4-6} = {4,3}
5H ={5-1,5-6} = {5,2}
6H ={6-1,6-6} = {6,1} = H

c¢) Dostaneme rozklad G/ = {{1,6},{2,5},{3,4}} (Obrézek E31) mnoZiny G. v
e N
T ) G
H
6 5 3
1 2 4
-
N J

Obrazek 4.3.: Tridy rozkladu grupy (Z7 \ {07},-) podle podgrupy ({1,6},).
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Vsimnéte si, Zze komplexy nejsou rtzné, ale nastane pravé jedna ze dvou moznosti: bud jsou vysledné
komplexy stejné, nebo maji prazdny prinik (jsou disjunktni). Vysledny rozklad mé t¥i t¥idy, kazdou se
dvéma prvky, coz je vidy stejny pocet prvki, jako mé nosnd mnozina H. Navic plati 3- |H| =6 = |G|.

Podobn4 situace nastane, pokud vezmeme podgrupu H = {1,2,4} v grupé zbytkovych t¥id (Z; \ {0}, )
(Cviceni BoZ). Systém komplexti tvoii rozklad G/f = {{1,2,4},{3,5,6}} nosné mnoziny G. Pokud
vezmeme podgrupu H = {1} v grupé zbytkovych tiid (Z; \ {0},-), tak dostaneme rozklad se Sesti t¥idami
rozkladu, kazd4 s jednim prvkem (Cviceni ET). V dalsi sekci ukdZeme, Ze to neni ndhoda. Pokud ale
napiiklad vezmeme H = {1,3} (tedy H neni podgrupou (Z; \ {0},-)), tak podobnym postupem rozklad
nedostaneme (Cvideni I37).

Priklad 4.11. Mgjme grupu symetrii rovnostranného trojihelnika (Dj3, o) z P¥ikladu O na strané BB. Se-
stavte rozklad grupy (D3, o) podle nasledujicich podgrup Hy = {Ro}, Ho = {Ry, Za}, H3 = {Ro, Zp}, Hy =
= {Ro, Zc}, Hs = {Ro, Ri20, Raao} a Hg = D3, tj. a) D3/H,, b) Ds/m,, <) D3/Hs;, d) D3/, e)

D?/Ht;v f) D?/HG
a) Sestavime rozklad Dg/{RO}.

Roo{Ro} ={Ro}
Rig0 0 {Ro} = {Ri20}
Rago o {Ro} = {Roso}

Zpo{Ro}t ={Za}

Zgo{Ro}={ZB}

Zco{Ro} ={Zc}

Dostaneme rozklad D3/H1 = {{Ro}, {R120}7 {R240}, {ZA}, {ZB}, {Zc}}
b) Sestavime rozklad Dg/{RO’ Za}-

Roo{Ro,Za} ={Ro,Za}
Ri20 ©{Ro, Za} = {R120, ZB}
Roso o {Ro, Za} = {R2a0, Zc'}

Dostaneme rozklad D3/{R07 Za} = {{Ro,Za},{R120, ZB}, {R240, Zc } }.
¢) Sestavime rozklad Dg/{RO’ Zg}-

Roo{Ry,Zp} ={Ro,Zp}
Ris0 0 {Ro, Zp} = {Ri20, Zc'}
Rosg 0 {Ro,Zp} = {R2a0,Za}

Dostaneme rozklad Dg/{RO’ Zg} = {{Ro, ZB},{R120, Zc'}, { Roa0, Za}}. VSimnéte si, Ze rozklad je jiny nez

DB/{R07 ZA}
d) Sestavime rozklad Dg/{RO’ Zo}

Roo{Ry,Zc} ={Ro, Zc}
Rig0 0 {Ro, Zc} = {Ri20,Z4a}
Roso o {Ro, Zc} = {Roa0, ZB}

Dostaneme rozklad Dg/{RO’ZC} = {{Ro,Zc},{R120,Za}, {Ro40,Zp}}. Vsimnéte si, ze rozklad je opét

jiny!
e) Sestavime rozklad Dg/{RO’ Ri20, Roso}

Ry o {Ry, Ri20, R2a0} = {Ro, R120, R2a0}
ZA o {R07 R1207R240} = {ZA7 Z37 ZC}

Ostatni musi vyjit stejné jako néktera z uvedenych tfid. Dostaneme rozklad Dg/{RO7 Ri20, Raso} = {{Ro, R120, R2a0},{Z 4, :
f) Sestavime rozklad Dg/{RO’ Ri20, Roao, Za, Zp, Z¢'}- Protoze

RO o {ROa R1207 R2407 ZA? ZBv ZC} = D3
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a ostatni souiny musi vyjit stejné celé Ds, tak dostaneme rozklad D3/ {Ro, Ri20, R240, Z 4, ZB, Zc'} =
= {{Ro, R120, R240, Z4, Zp, Zc'}}. Dostali jsme Sest riznych rozkladt grupy (Ds, o).
Piiklad 4.12. Porovnejte rozklad D3/H2 pro Hy = {Ry,Z4} z Prikladu IO s pravym rozkladem

HQ\D3-
Prvni uvedeny rozklad zname. Plati Dg/{RO’ Za} = {{Ro,Za},{R120, ZB}, {R240, Zc'}}. AvSak rozklad
{Ry, Z4}\D3 obsahuje jiné mnoziny

{R07 ZA} o RO = {R07 ZA}
{Ro,Za} o Ri20 = {R120, Zc'}
{Ro, Za} o Raso = {R240, ZB}

Vsimnéte si, ze posledni dvé tfidy rozkladu jsou rtzné! v
Cviceni

4.1.1. Oznaéme V. = {V1,Va,..., Vg} mnoZinu vrcholi pravidelného Sestiihelnika. Méjme zobrazeni o
definované predpisem o(Vy) = Vo, o(Va) = Vs, ..., 0(Vs) = V1. Vezmeme operaci skldddni zobrazeni ,o*.
Oznacme o' = o, 02 = 0 o0, 0 = 0% oo atd. Polozme o° = 1, kde v je identita, a 0~ = (0=1)". Nyni
definugme mnozinu G = {c™ : n € Z}. a) Kolik rizngch proki mda mnoZina G? b) Ukazte, Ze (G,o) je

grupa.

4.1.2.  Méjme grupu (G, o) Sesti moznych otoéeni vrcholi pravidelného Sestivhelnika ze Cviceni LI 1] a)
Nagjdéte vlastni podgrupu (H,o), kterd obsahuje prvek o2. b) Sestavte rozklad grupy (G,o) podle pod-
grupy (H, o).

4.1.3. Mé&ime grupu (Z7 \ {07},-) = ([1,6],-) (grupu zbytkovych trid modulo 7 s operaci - ndsobeni).
Meéjme H = {1,3}. a) Ukazte Ze (H,-) nent podgrupa v (G,-). b) Presto sestavte komplexy 1H, 2H, ...,
6H. c¢) MdaZeme tici, Ze G/H je rozklad mnoziny G ¢

4.1.4. Méjme grupu (Z7 \ {07},-) = ([1,6],") (grupu zbytkovych t¥id modulo T s operaci ,-“ ndsobeni).
Méme H = {1}. a) Ukazte, Ze (H,-) je podgrupa v grupé (G,-). b) Sestavte 1H, 2H, ..., 6H. ¢)
Sestavte G/H.

4.1.5.  Sestavte rozklad grupy (Z,+) podle podgrupy (3Z,+), kde 3Z = {3k : k € Z}.

4.1.6.  Zobecnéte Cuiceni f-I0): Sestavte rozklad grupy (Z,+) podle podgrupy (nZ,+), kde n € N a nZ =
={kn:keZ}.

4.1.7.  Sestavte rozklad grupy (Z,+) podle podgrupy (0Z,+).

4.1.8.  Sestavte a porovnejte levy a pravy rozklad dihedrdlni grupy (Ds,o) podle podgrupy ({Ro, Za},0).

4.1.9.  Dokazte nebo vyvratte ndsledugici tvrzeni: Méjme grupu (G,-) a jeji komplex H. Vsechny komplexy
g © H maji stejny pocet prokii.

4.1.10.  Dokazte Vetu B0, tj. ukazte, Ze pokud mame grupu (G,-) a néjakou neprdazdnou podmnozinu H C
G, tak plati |J gH =G.
geG

4.1.11.  Dokazte nebo vyvratte ndsledujici tvrzeni: Méjme pologrupu (G, -) a jeji komplex H. Viechny kom-
plexy g © H maji stejny pocet prvki.

4.2. Rad grupy a index podgrupy

Jeden z tstfednich vysledkil teorie (koneénych) grup je Lagrangeova véta. Abychom jej mohli formulovat,
musime zavést nékolik pojmia.

Definice Rad grupy
Méjme grupu (G, -). Pocet prvki koneéné nosné mnoziny G nazyvame 7adem grupy (G,-) a znacime jej |G|.
Jestlize nosi¢ G je nekonecna mnozina, iitkame, ze Tad grupy je nekonecny.

Priiklad 4.13. Uvedeme nékolik jednoduchych ptiklada grup a jejich fadu.
1) (Zv +)7 (@7 +)7 (Ra +)7 (Q \ {O}a ) a (R\ {0}7 ) jsou grupy nekonec¢ného radu.
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2
3

) Diherdalni grupa symetrii rovnostranného trojuhelnika (Tabulka [Z3) tvoii grupu Fadu 6.
) Symetrie libovolného pravidelného n-thelnika tvoii dihedralni grupu (D,,, o) fadu 2n.

) (Zn,+) je grupa fadu n pro kazdé pfirozené ¢islo n.
5)
6)

>

(Zn, \ {0},-) je grupa fadu n — 1 pro kazdé prvocislo n. Pokud n neni prvodcislo, o grupu se nejedné.
(U(15), -) z Piikladu T je grupa fadu 8. Nosnd mnozina U(15) obsahuje ¢isla nesoudélnd s ¢islem 15,
plati U(15) = {1,2,4,7,8, 11,13, 14}.

7) Symetrickou grupu (S,, o) (grupu vSech permutaci n-prvkové mnoziny s operaci sklddani zobrazeni)
zavedeme na strané 2. Symetrickd grupa (S, o) obsahuje vSech n! permutaci n-prvkové mnoziny a
je proto radu n!.

Vlastni podgrupa kone¢né grupy ma méné prvkt nez samotné grupa. Pocty prvka grupy a jeji podgrupy
vsak nejsou nezavislé. Zavedeme nasledujici pojem.

Definice Index podgrupy
Méjme grupu (G, -) a jeji podgrupu (H,-). Indexem podgrupy (H,-) v grupé (G, -) nazveme pocet prvki
rozkladu G/ ff. Znacime (G : H) = !G/H}.

Piiklad 4.14. Uvedeme nékolik jednoduchych ptikladi podgrup a jejich indexu.
1) Index podgrupy (S, +) v grupé (Z,+) je (Z: S) = 2.
2) Index podgrupy rotaci (R, o) pravidelného n-tihelnika v dihedrdlni grupé (D,,, o) je (D, : Ry,) = 2
3) Index podgrupy (5Z,+) v grupé (Z,+) je (Z : 5Z) = 5.
) Index podgrupy ({1,6},-) v grupé (Z7 \ {0},-) je (Z7 \ {0} : {1,6}) = 3.
5) Méjme H = {012,412,812}. Grupa (H,+) je podgrupa v grupé (Zi2,+) a index této podgrupy je

(Zy12 : H) = 4.
6) Avsak index grupy (Zs, +) v grupé (Z;2, +) nemd smysl stanovovat, nebot grupa (Zs, +) neni podgrupa
v (Zlg, +)

Vsimnéte si, ze index vSech podgrup v Pfikladu 120 vysel celoCiselny. To neni nahoda. Ukéazeme,
ze vSechny tfidy rozkladu podle koneéné mnoziny maji stejny pocet prvka a definice indexu podgrupy pak
bude mit hlubsi vyznam: index podgrupy (G : H) musi vZdy byt celé ¢islo.

O porovnavani velikosti mnoZzin
Uz jsme vidéli, ze koneéné mnoziny A, B maji stejny pocet prvki, jestlize existuje bijekce f mezi mnozinami
A a B, tj. existuje zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, které je sou¢asné

(i) injektivni (pro kazdé a1, az € A plati (f(a1) = f(az)) = (a1 = a2)) a
(ii) surjektivni (pro kazdé b € B plati existuje takové a € A, ze f(a) = b).

Jsou-li A, B dvé kone¢né mnoziny, tak dobfe vime, Zze A a B maji stejny pocet prvka pravé tehdy, kdyz
existuje bijekce A — B. I pro nekone¢né mnozZiny A, B méa smysl porovndvat jejich velikosti: fekneme, Ze
dvé mnoziny jsou stejné velké, jestlize existuje bijektivni zobrazeni A — B (Obrazek 0 vlevo). Jestlize
najdeme surjektivni zobrazeni A — B, tak mnoZina A je vétsi nebo stejné velkd jako mnozina B (Obré-
zek I uprostied). Jestlize najdeme injektivni zobrazeni A — B, tak mnozina A je nejvyse tak velkd jako
mnozina B (Obrazek I vpravo). Pro nekoneéné mnoziny neni tiplné pfesné mluvit o poctu prvki, avsak
pri porovnavani velikosti mnozin plati stejnéd tvrzeni.

h0 Qo0

Obrazek 4.4.: Schématické zndzornéni porovndni mnozin A, B: bijekce f, surjekce g a injekce h.
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Nyni ukézeme, ze kazda tfida rozkladu G / H grupy (G, -) ma stejny pocet prvki jako podgrupa (H,-).
Véta 4.9. Méjme grupu (G, -), jeji podgrupu (H,-). Pro kazdy prvek a € G plati |aH| = |H|.
Dikaz. UkéZeme, Ze zobrazeni f : H — aH dané pro kazdé h € H predpisem f(h) = ah je bijekce. Nejprve
ukdzeme, Ze zobrazeni je injektivni. Mé&jme hy,hy € H. Jestlize f(h1) = f(h2), tak ahy = ahs. Podle Véty
o kréceni (Véty ER) v grupé (G, -) plati hy = ho a zobrazeni f je injektivni.

Déle ukazeme, Ze zobrazeni f je surjektivni. Podle Lemmatu 1 najdeme pro kazdy prvek y ve tfidé a H

(jediny) vzor h € H pii zobrazeni f, a proto je zobrazeni f surjektivni. Dostédvame, Ze f je bijekce mezi
mnozinami H a aH a proto maji obé mnoziny stejnou velikost. O

Cviceni
4.2.1.  Urcete tdd dihedrdlni grupy (D,,,0) symetrii pravidelného n-ihelnika a index podgrupy rotact.

4.2.2. 'V dihedrdlni grupé (D,,, o) symetrii pravidelného n-ihelnika uréete vdd a index podgrupy (H,o) pro
a) H={Ro} b)H={Ry,F}, kde F' je nékteré ze zrcadlend.

4.2.8.  Uréete index podgrupy (Z,+) v grupé (Q, +) a naleznéte alesponi dva reprezentanty tiid rozkladu a)
14Za b)2+2.

2 2

4.2.4.% Pro kazdé prirozené ¢islo k uvedte takovy priklad grupy (G, -) a jeji podgrupy (H,-), aby index (G : H)
byl roven cislu k.

4.2.5.  Vime, Ze grupa (U(10),-) je podgrupou grupy (U(20),-). Urcete jeji index.

4.2.6. 'V grupé (Z,+) najdéte podgrupu (G,+), kterd md a) nekonecny index b) index k, kde k € N.

4.3. Lagrangeova veéta

V predchozi podkapitole jsme zavedli ¥ad grupy, coz je islo, které popisuje (pro kone¢né i nekone¢né grupy)
velikost nosné mnoziny. Nyni zavedeme cislo, které bude popisovat vlastnost kazdého prvku nosné mnoziny
dané grupy.

Definice RA&d prvku

Méjme grupu (G, ) s neutrdlnim prvkem e. Rdd proku a v grupé (G, -) je nejmensi piirozené ¢islo n takové,
7e a™ = e. Rad prvku a znaéime |a|. Jestlize takové p¥irozené ¢islo n neexistuje, tak prvek a je nekonecného
radu.

Priklad 4.15. Uvedeme nékolik jednoduchych prikladi fadt prvka grupy.

1) V grupé (Z,+) je fad prvku 0 roven jedné, |0| = 1, a fad ostatnich prvka je nekonecény.

2) V dihedralni grupé (D3, o) (Tabulka I3) je tad identity |Rp| = 1, fad rotaci |Rigo| = |Raa0] = 3 a
fad vSech zrcadleni je |Z4| = |Z| = |Zc| = 2.

3) V grupé (Z7 \ {0},-) z Prikladu muzeme z Tabulky B2 ur¢it fad prvku 1 roven |1| = 1, Fady
dalsich prvki jsou nasledujici: |2| = 3, nebof 2! # 1, 22 =4 # 1 a 23 = 1 |3| = 6, nebot 3! # 1,
32 =2#1,3=6#1,3"=4+#1,3"=5+#1a3%=1. Podobné uréime |[4| = 3, |5| =6 a |6] = 2.

4) V grupé jednotek (U(12),-) z Piikladu EET@ je prvek 1 fadu 1, prvky 5, 7 a 11 jsou fadu 2.

5) V grupé (Q\ {0},-) je |1] =1, |—1] = 2 a v8echny ostatni prvky jsou nekone¢ného fadu.

Priklad 4.16. Sestavime grupu jednotek (U(15),-) a uré¢ime fady vSech prvk.
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1 2 4 7 8 1113 14
111 2 4 7 8 11 13 14
212 4 8141 7 1113
414 8 1132 14 7 11
7171413 411 2 1 8
8|18 1 2 11 4 13 14

1311311 7 1 14 8
141141311 8 7 4 2
Tabulka 4.3.: Cayleyho tabulka grupy (U(15),-).

7

11111 7 14 2 13 1 8 4
4 2

1

ala a® a® a*
1|1

212 4 8 1
414 1
717 4 13 1
8|8 4 2 1
1111 1
13113 4 7 1
14114 1

Tabulka 4.4.: Tabulka mocnin pruki grupy (U(15),-).

Z Piikladu T vime, ze (U(15),-) je grupa. Cayleyho tabulka je Tabulka E=X1 Z tabulky snadno ovéfime,
ze [1] =1, 4] = |11] = |14] = 2.

Dale z tabulky ihned vidime 22 = 4,22 =22.2=4.2=82a2%*=2%.2 =8.2 = 1, tak |2| = 4. Podobné
72 =4,7=13a 7" =1, aproto |7| = 4. Plati 82 =4, 8% =2 a 8% = 1, a proto |8| = 4. A kone¢né 13% = 4,
133 =7 a 13* = 1, a proto |13| = 4. Situaci pékné shrnuje Tabulka I

Vsimnéte si, ze fad grupy (U(15),-) je 8, pfifemz zadny z prvka grupy (U(15),-) neni fadu 8. v

Pokud bychom chtéli pocitat dalsi mocniny a Tabulku B rozsifit, budou se posloupnosti mocnin

opakovat, nebot oznac¢ime-li |a| = n, tak a® = e, a""' =a"-a=e¢-a=a,a"? =a"-a?> =¢-a® =d? a
tak dale.
Otazky:

e Mohou byt v grupé soucasné prvky konec¢ného i nekonec¢ného radu?

e Co mizeme fici o prvku grupy, jehoz fad je 17

e Co mizeme fici o prvku grupy, jehoz fad je 27

e Méjme grupu a v ni prvek a fadu n, kde n > 1. Jak vypadd inverzni prvek k prvku a?

e Co miizeme Fici o prvku a néjaké grupy, pro ktery plati |a| = 07

Podgrupa generovana prvkem

Mohlo by se zdat, ze je nesikovné pouzivat stejny termin i stejné znaceni pro velikosti nosné mnoziny grupy
(,F4d“ grupy) a soucasné pro jakousi vlastnost prvki (,,fad“ prvku). Nésledujici piiklad ukaze, Ze oba ,Fady“
spolu souvisi. Nejprve si uvédomime, ze jestlize néjakd podgrupa (G, -) obsahuje prvek a kone¢ného fadu,
tak tato podgrupa musi diky uzavienosti operace ,-“ obsahovat vSechny kladné mocniny prvku a, nebot

al=a,a’>=a-a,a®>=a-a?, ...,a" =e.

Priklad 4.17. Mgéjme grupu (G, -) a jeji prvek a € G konecného fadu n € N. Sestavime mnozinu H =
={a=al',ad? ...,a" = e =a"}. Ukdzeme, ze (H,-) je podgrupou grupy (G, -) a ze fad |H| podgrupy (H,-)
je roven fadu |a| prvku a.
Protoze n je konecné ¢islo, tak mnozina H je koneéna podmnozina G a déle H je jisté neprizdna, protoze
a € H. Podle Véty B3 (test koneéné podgrupy) staci ovéfit uzavienost vzhledem k operaci ,-“. Pro i,j €
{1,2,...,n} plati a’ - &/ = a'*J a pokud i +j > n, tak a’*/ =a"** kde k=i+j—nake {1,2,...,n}.
To znamend, ze a’ -a/ = a™ -a* = e - a* = a* a operace - je uzaviena na mnoziné H a (H,-) je podgrupou
grupy (G, ). v
V Kapitole B0 tvrzeni piikladu BT zobecnime pro libovolné grupy a libovolné prvky konec¢ného i
nekoneéného fadu. Grupé (H, - z Pfikladu I budeme fikat cyklickd grupa a budeme ji znacit ({a), -).
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Priklad 4.18. Mgéjme komutativni grupu (G, ). Ozna¢me H mnozinu vSech prvki z G, které jsou konec-
ného fadu. Ukézeme, Ze (H,-) je podgrupou grupy (G, -).

Sta¢i overit predpoklady testu podgrupy (Véta B=X1). Jisté plati H C G. Déle fad neutrdlniho prvku e
je 1, proto e € H a H # (). Déle pro libovolné dva prvky a,b € H (prvky jsou kone¢ného ¥adu |a| = m,

|b] = n) plati (a - b)™ = (™)™ - ()™ = €™ -¢e"™ = e-e = e a proto Fad prvku a - b je také konecny,
nejvyse mn. A kone¢né je-li prvek a koneéného ¥adu m, tak inverzni prvek a~! je také (kone¢ného) fddu m
(Cvideni CIX]). v

Tvrzeni piikladu neni prazdné, nebot trividlni podgrupa je (trividlnim) pfikladem koneéné podgrupy
v kazdé grupé. Netrividlnim piikladem miZe byt naptiklad dvouprvkovad podgrupa ({1,—1},-) v grupé (Q\
{O}v ) nebo v grupé (R\ {0}7 )

RAd prvku, ¥ad grupy a index podgrupy
Klicovym tvrzenim této kapitoly je nasledujici véta, ktera ukazuje, ze fad grupy, fad podgrupy, index pod-
grupy a fady prvkua jsou v grupé spolu svazany a terminologie neni ndhodna.

Véta 4.10. Lagrangeova véta
Méjme konecnou grupu (G,-) a jeji podgrupu (H,-). Potom plati
(1) |Gl =(G: H)-[H]|,
(i) |H| déli |G,
(iii) Jestlize a € G je prvek radu n, potom n déli |G,
(iv) Jestlize (K,-) je podgrupa (H,-) a (H,-) je podgrupa v (G,-), potom (G: K)=(G:H)-(H : K).

Diikaz.

(1) Protoze G / H je rozklad mnoziny G, tak v kazdé tf¥idé rozkladu G / H je podle Véty O stejny pocet
prvkd |H|. Pocet tiid rozkladu je (G : H), a proto pocet prvki v G je vskutku |H| - (G : H).

(3) Thned z pfedchoziho kroku () vidime, zZe fad |G| je ndsobkem Fadu |H].

(E)Oznaé¢me X = {a,a? a®,...,a" = e}. Protoze (X, -) je podle Piikladu I podgrupou v (G, -), tak | X]|
déli |G| podle jiz dokdzaného bodu (B) této véty. Z definice mnoziny X je zfejmé, ze fad podgrupy |X| je
roven fddu prvku |a| a proto dostévame, Ze |a| = n a n déli |G].

() Podle jiz dokazané ¢asti () této véty plati

Gl =(G: H)-[H|, |G]=(G:K)-|K|
Stejné tak plati |H| = (H : K) - |K| a dosazenim do prvn{ rovnosti ihned dostaneme

|G| =(G:H)-[H|=(G:H) - (H:K)|K|=(G:K)-|K|
(G:H) - (H:K)=(G:K).

ProtoZe podle definice grupy je fad | K| # 0, tak v posledni rovnosti miZeme kratit |K|. O

Uvédomte si, Ze mezi riznymi t¥idami rozkladu miize pouze jediné t¥ida byt nosiéem podgrupy, nebot
podgrupa musi obsahovat neutralni prvek grupy. Rtzné podgrupy tak nemohou nikdy spole¢né tvorit jeden
rozklad grupy.

Priklad 4.19. Sestavte vSechny podgrupy dihedralni grupy (Ds, o) (grupy symetrii rovnostranného troj-
thelnika), kteréd je popsdna Cayleyho tabulkou =3

Podle Lagrangeovy véty (Véta EI0) mohou v dihedralni grupé (Ds, o) existovat podgrupy pouze fadd,
které déli ¢islo 6, tj.podgrupy fada 1, 2, 3 a 6. Ctyi- a pétiprvkové prvkové podgrupy podle Lagrangeovy
véty neexistuji.

Jednoprvkova podgrupa je jedind, pouze trividlni podgrupa ({Ro},0) = (Hy,0).

Dvouprvkové podgrupy musi obsahovat neutralni prvek Ry. Takové podgrupy jsou tii, coz ovéfime z Ca-
yleyho tabulky =3 Oznacime si je (Ha,0) = ({Ro, Za},0), (Hs,0) = ({Ro, Zg},0) a (Hy,0) = ({Ro, Zc},0).
Druhy prvek kromé Ry musi byt svou vlastni inverzi (jinak by inverzni prvek také musel patfit do této pod-
grupy, kterd by uz nemohla byt dvouprvkovd), proto dvouprvkové podgrupy obsahuji vzdy jen neutralni
prvek Ry a néjaké zrcadleni, které je dle Prikladu I fadu 2.

Jestlize podgrupa dihedralni grupy (Ds, o) obsahuje prvek Ria9, tak z uzavienosti operace sklddani musi
do této podgrupy patfit také inverzni prvek Ro40 a naopak, zafazeni prvku Rayq si vynuti zafazeni prvku Ry29.
Dostaneme ti{prvkovou podgrupu ({ Rg, R120, R0}, ). Déle, jestlize do néjaké podgrupy pati néktera dvé
riiznéd zrcadleni, tak jejich sloZenim bude otodeni (coz je pékné vidét z Cayleyho tabulky IZ3) a kazda
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takova podgrupa by méla alespon ¢tyfi prvky: identitu, dvé zrcadleni a alespon jedno otoceni. Ttiprvkové
podgrupy obsahujici zrcadleni proto neexistuji. TFiprvkova podgrupa je proto jediné podgrupa (Hs,o) =
= ({Ro, R120, R240}, ©).

Sestiprvkova podgrupa dihedralni grupy (Ds,0) je celd grupa (Hg,o) = (D3, 0). v

Priklad 4.20. Méjme grupu (G, ) = (Z12,+) a jeji podgrupy (H,+) a (K,+), kde H = {0,2,4,6,8,10}
a K = {0,4,8}. Navic plati, ze (K,+) je podgrupou v (H,+). a) Uréime ¥ad grupy (G,+) i fddy obou
podgrup (H,+) a (K, +) a navzijem je porovname. b) Uréime Fady jednotlivych prvki v grupé (G, +) a
porovname je s fddem grupy. c¢) Uréime fady prvka v (pod)grupach (H,+) a (K, +).

a) Urcit fady vSech grup je snadné: staci uréit pocet prvka. Plati |G| = 12, |H| = 6 a |K| = 3. Thned
vidime, Ze fad |H| = 6 deli fad |G| = 12 a ze tad | K| = 3 d&li #4d |G| = 12 i Fad |H| = 6.

b) Sestavime tabulku mocnin (v aditivni notaci nésobkt) jednotlivych prvki grupy (G, +) a uréime fady
prvkt. Z Tabulky I3 ihned vidime, ze 0| = 1, |1| = |5 = |7| = |11| = 12, |2| = |10| = 6, |3]| = |9| = 4,
4] = |8] =3 a 6] = 2.

ala 2a 3a 4a ba 6a Ta 8a 9a 10a 1la 12a
00

1/1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0
212 4 6 8 10 0

313 6 9 0

414 8 0

5|15 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7 0
6|16 0

717 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5 0
818 4 0

919 6 3 0

10/10 8 6 4 2 0

11{11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Tabulka 4.5.: Tabulka mocnin prvki grupy (Zi2,4+).

¢) Analogicky jako v pfedchozi ¢asti ur¢ime Fady jednotlivych prvkid v podgrupéch. Sestavime Tabulky BT
Vsimnéte si, Ze fad prvku v podgrupé je stejny jako fad stejného prvku v celé grupé (Cviceni E32). v

ala 2a 3a 4a da 6a
010

212 4 6 8 10 0
414 8 0
6|16 0
818 4 0
1010 8 6 4 2 0

Tabulka 4.6.: Tabulky mocnin prvki grupy (H,+) a grupy (K,+).

Na Piiklad navazeme. Vezmeme rozklady grupy (G, +) podle riznych podgrup (H,+), (K,+) a
jestlize navic (K, +) je podgrupou grupy (H,+), bude rozklad grupy (G, +) podle podgrupy (K, +) navic
rozklddat t¥idy rozkladu grupy (G, +) podle podgrupy (H,+).

Priklad 4.21. Mg¢jme grupu (Zi2,+) a jeji podgrupy (H,+) a (K, +) z Piikladu B2 Sestavime rozklad
grupy (Zi12,+) a) podle podgrupy (H,+), b) podle podgrupy (K,+), c¢) uréime index podgrupy (H,+)
i podgrupy (K,+) v grupé (Zi2, +) a ukdZeme, Ze mensi podgrupa ma vétsi index.

a) Rozklad grupy (Zi2,+) podle jeji podgrupy (H,+) je rozkladem dle Disledku X1

0+ H ={0,2,4,6,8,10} = H
1+H={1,3,5,7,9,11}

Nyni s vyuzitim Véty 2 uz vime, Ze napiiklad 3+ H =1+ (24+ H) =1+ Hnebo6+H =4+ (2+ H) =
=4+H=...=H.
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b) Druhy rozklad, rozklad grupy (Zi2,+) podle jeji podgrupy (K, +), je rozkladem opét dle Diisledku E=X1

0+K=1{0,4,8} =K
1+ K ={1,5,9}
2+ K = {2,6,10}
3+ K ={3,711}

¢) Index podgrupy (H,+) v grupé (Zi2,+) je (Z12 : H) = 2 a index podgrupy (K,+) je (Z12: K) = 4.
Podgrupa polovi¢niho fadu ma dvakrat vétsi index. Na Obrazku L3 je ilustrovano tvrzeni Lagrangeovy
véty (Véty ). Vsimnéte si, protoze navic je grupa (K, +) podgrupou grupy (H,+), tak mnozina K a

jeji t¥ida rozkladu {2, 6,10} tvoii rozklad nosice H. v
s o)
e N
1 5 9 3 7 11
\ J
s a
K H
0 4 8 2 6 10
S J
S J

Obrazek 4.5.: Tridy rozkladu grupy (Z12,+) podle podgrup ({0,2,4,6,8,10},+) a ({0,4,8},+).

Nyni ukdzeme, Ze pozorovani z predchoziho ptikladu plati obecné.

Véta 4.11. Méjme grupu (G,-) a jeji podgrupy (H,-), (K,-). Jestlize index (G : K) je konecné cislo a
K C H, pak plati

(i) (G:K)>(G: H),

(i) (G:K)> (H:K).

Diikaz.

i) Vime, Ze index (G : K) je kone¢né &slo. Potom (G : K) = n, kde n € N. Tiidy rozkladu G/K si
mizeme napsat jako G/K = {g1K, 2K, ..., 9, K} pro vhodné prvky g1,9s,...,9» € G a podle Véty LT
plati U?_;9;K = G. Protoze K C H, tak podle definice sou¢inu komplexti pro kazdé ¢ = 1,2,...,n plati
g;K C g;H. To ale znamena, ze

=1 =1

protoze U ;g;,HH C G. Vime tedy, Ze plati U]_,¢9;l{ = G. Mnoziny g;H sice nemusi pro ¢ = 1,2,...,n
tvorfit rozklad, protoze né€které tfidy rozkladu se mohou opakovat, ale rizné tiidy jsou podle Disledku B2
navzajem disjunktni (Obrazek E3). Proto ‘G/H’ <n= |G/K , coz je dokazované tvrzeni.

G

Obrazek 4.6.: Grupa (G,-) a indexy jejich podgrup (H,-) a (K,-).
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H) Vime, Ze index (G : K) je koneéné ¢islo. Potom opét ozna¢me (G : K) = n, kde n € N. T¥idy roz-
kladu G/K si opét muzeme napsat jako G/K = {1 K,9K,...,9,.K} pro vhodné prvky gi1,92,...,9n a
plati U?:lgiK =G.

Nyni H/K = {hK : h € H}. Jestlize misto h € H vezmeme vSechny g € G, tak dostaneme

H/g ={hK:he H} C{gK :g € G} =G/K,

pficemz G/ = {¢:1 K, 92K, ..., go K} obsahuje navzajem disjunktni t¥idy rozkladu G /. Tridy {hK : h €
H} sice nemusi byt nutné navzdjem rizné, ale t¥idy g; K navzajem rizné jisté jsou, proto pro kazdé hK €
H/K existuje pravé jedna takova t¥ida g;K € G/, ze hK = g;K (Obrézek IH). Proto |G/K| > |H /K],
coz je dokazované tvrzeni. O

Priklad 4.22. Lagrangeova véta fikd, Ze pro konecnou grupu (G,-) a jeji podgrupy (H,-) a (K,-), kde
K CHCGplati (G: K)=(G: H)(H : K). Na piikladu ukdzeme, ze tvrzeni plati i pro nekoneéné grupy
(G, ) za predpokladu (G : K) je konefné ¢islo.
Podle predpokladu vime, Ze index (G : K) = n, kde n € N (n je konecné ¢islo). Podle Lagrangeovy véty
(Véta 1) je také (G: H) e Na (H: K) e N.

Mizeme rozepsat, ze G/ = {g1H, g2H, ..., gc:m)H} a plati Ugng) giH = G. Podobné mtlizeme psat
H/K = {mK K, ... humgkK} aplati U§£1K) h;K = H. Situaci popisuje obrazek I

e o)
9c:mH
- ~
g2 H
. J
e ™
e H
h1 K ho K e h(H:K)K g H
N\ Y
\ J

Obrazek 4.7.: Tridy rozkladu G/H a v nich tridy rozkladu H/K

Dosadime H rozepsané dle H / K do rozkladu G / H. Dostaneme

(G:H) (G:H) (H:K) (G:H) [(H:K)
G = U giHZ U g U th = U U gith
=1 =1 j=1 =1 Jj=1

Jisté plati g;h; € G a proto g;h; K je néjaké tiida rozkladu G’/K. Ukazeme, ze tyto tfidy rozkladu G/K
jsou po dvou disjunktni. Postupujeme nepiimo. Predpokladejme, ze g;, hj, K N gi,h;, K # 0. To znamena,
ze existuji ki,ko € K takové, ze g; hj k1 = gi,hj,ko. Jisté plati hj ki € H a hj,ky € H, nebot K C H.
Jenze {g1H, g2H, ..., g(c:m)H} tvoii rozklad mnoziny G, a pokud jsou t¥idy rozkladu neprazdné, tak podle
Véty B plati g;, H = g, H pouze v pfipadé, zZe g;, = ¢;,, tedy pro i1 = 4.

Analogicky, protoze {hi1 K, hoK, ..., h(p.x) K} tvoii rozklad mnoziny H, tak hj, K = h;, K pouze v pii-
padé, Ze hj, = hj,, tedy j1 = jo. To ale znamend, ze mnoziny v Ugng) (nglK) gith> jsou navzajem
disjunktni a tvori rozklad G/ = {g:h; K :i € {1,2,...,(G: K)},j € {1,2,...,(H : K)}}. Plati (G: K) =
=(G: H)(H : K), coz je konecné &islo. v

Reprezentanti t¥id rozkladu
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Mame-li grupu (G, ) a jeji podgrupy (H,-), tak i pro riizné prvky a,b € G mizeme dostat stejné t¥idy aH =
= bH rozkladu G / H- Pokud néas zajimaji t¥idy rozkladu, nikoliv prvky samotné, muzeme stejnou tfidu
popsat pomoci ruznych prvkt. Budeme jim fikat reprezentanti.

Definice Mgjme grupu (G, ) a jeji podgrupy (H, -). Mé&jmerozklad G/ [ = {gH : g € G}. Reprezentantem
tridy rozkladu gH nazveme libovolné x € G, pro které plati z € gH.

Priiklad 4.23. Uvedeme nékolik jednoduchych piiklada reprezentanti tiid rozklada.

1) Mé&jme rozklad (Z,+)/ (S, +) se dvéma tiidami rozkladu S a L. Reprezentantem tfidy S je kterékoliv
sudé ¢islo a reprezentantem tiidy IL je kterékoliv liché ¢islo.

2) Rozklad (Z,+)/ (nZ,+) mé n t¥id rozkladu. Reprezentantem t¥idy i + nZ je kterékoliv ¢islo, které dava
po déleni ¢islem n stejny zbytek jako ¢islo i. Naptiklad v rozkladu (Z, +) / (47, +) Je reprezentantem
t¥idy 3 4 47 ¢islo 111 nebo ¢islo —1009.

3) V rozkladu diherdéalni grupy symetrii rovnostranného trojthelnika podle podrgupy rotaci D,, / R,, jsou
dve tfidy rozkladu. Reprezentantem tridy rotaci R,, je kterdkoliv rotace a reprezentantem tiidy zrca-
dleni je kterékoliv zrcadleni.

Podle definice je prvek a je reprezentantem ti¥idy gH rozkladu grupy (G, -) podle podgrupy (H,-) pravé
tehdy, kdyz a € gH. Ve Cviceni 231 ukazeme, ze pokud H neni nosi¢em podgrupy, tak analogické tvrzeni
platit nemusi.

Cviceni
4.8.1. Necht p je prvocislo, (G,-) je grupa a (H,-) je jeji podgrupa indexu p. Jestlize (X,-) je podgrupa
grupy (G,-) takovd, ze H C X C G, pak X = G nebo X = H.

4.3.2.  Méjme grupu (G,-), jeji podgrupu (H,-) a prvek a € H. Ukazte, Ze tad prvku a v grupé (G,-) je
stejny jako v podgrupé (H,-).

4.3.3.  Méjme grupu (G,-) a jeji podgrupu (H,-). Ukazle, Ze pro viechna a,b € G plati aH = bH pravé
tehdy, kdyz b~ 'aH = H.

4.8.4. Méjme grupu (G,-) a jeji podgrupu (H,-). Ukazle, Ze pro viechna a,b € G plati aH = bH pravé
tehdy, kdyZ b~la € H.

4.3.5.  Ukazte, Ze a € G je reprezentantem tridy rozkladu gH € G/H pravé tehdy, kdyz aH = gH.

4.3.6.  Dokazte nebo vyvratte: méjme grupu (G,-), podmnozinu H C G a prvek g € G. Pro kaZdé a € gH
plati aH = gH.

4.8.7.  Urcete 7ddy vsech prvki v dihedrdlni grupé (Ds, o).

4.3.8. Ukaste, Ze v grupé je vdd prvku a stejny jako vdd inverzniho prvku a='.

4.8.9.  Méjme komutativni grupu (G, -). Ukazte, Ze prvky konecného tddu tvori podgrupu v grupé (G, ).
4.3.10. Najdéte priklad grupy (G,-), ve které existuje nekonecné mnoho proki konecného tadu.
4.3.11.% Ukaste, Ze v libovolné grupé je kazdy prvek vddu 2 inverzni sim k sobé.

4.8.12.° Mé&jme grupu (G, -) a jeji prek a vddu 12. Najdéte néjaky proek a) vddu 8, b) vddu 4 a c) Fddu
6. Co muzeme 7ici o prvcich tadu 57

4.8.13.  Ukazte, Ze v libovolné grupé radu § existuje prvek radu 2.

4.8.14.° Ukazte, Ze v kazdé grupé lichého tddu neexistuje prvek vadu 2.

4.8.15.  Ukazte, Ze v kaZdé grupé sudého radu ezistuje prvek radu 2.

4.8.16.  Mé&jme konecnou grupu (G,-). UkaZte, Ze pocet proki tidu 3 v mnoziné G je sudy.

4.3.17.  Méjme grupu (G,-) a néjaky jeji prvek a vdadu 7. Ukazte, Ze prvek a je tieti mocninou néjakého
proku grupy (G, ).

4.8.18.% Mé&jme dvé nesoudélna prirozend ¢isla p, q. Méjme grupu (G, ) a néjaky jeji prvek a tddu p. UkaZte,
Ze prvek a je q-tou mocninou néjakého proku grupy (G, ).

4.8.19.° Mé&jme libovolny prvek a grupy (G,-). Ukaste, Ze plati a!®l = e.
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4.8.20.° Mé&jme grupu (G,-) prvociselného vddu p. Ukate, Ze kazdyj prvek grupy je bud neutrdlni nebo
stegného Tadu p.

4.8.21.% Méjme grupu (G, -) fddu n. UkaZte, Ze opacné turzeni k édstem (@) a (k) Lagrangeovy véty neplati:
jestlize ¢islo k déli tdd n, tak grupa (G,-) nemusi mit prvek fdadu k, ani podgrupu vddu k.

4.4. Doplnkova témata

Mala Fermatova véta

Ukédzeme, Ze jak Mald Fermatova véta plyne z Lagrangeovy véty (Véta 1) a jiz dokdzanych vlastnosti
grup. Nejprve uvedeme tvrzeni véty.

Véta 4.12. Mala Fermatova véta
Pro kazdé celé ¢islo a a kazdé prvoécislo p plati a? = a (mod p).
Dikaz. Podle Véty o jednoznaénosti podilu a zbytku (Véta ) mbzeme celé ¢islo a napsat jednoznacné
jako a = gp+r, kde 0 < r < p. To znamen4, zZe zbytek po déleni ¢isla a ¢islem p je r: amod p = r. Ukazeme,
ze také a? modp = r. Plati a? = (gp +r)? = rP (mod p). Zbyva ukézat, ze také r? modp = r.

Jestlize r = 0, tvrzeni trividlné plati. Jinak zbytek r je nesoudélny s p a r < p, proto r € U(p), kde
(U(p),-) je grupa jednotek modulo p zavedend v Piikladu EZT@ na strané B2, nebot pro prvociselné p je
U(p) ={1,2,...,p—1}. Nyni podle Cvi¢eni EZTd je r?~ 1 = rlVUPI =1 atedy a’? =a (mod p). |
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Kapitola 5. Normalni podgrupy

V predchozi kapitole jsme ukdzali, jak rozlozit grupu (G,-) podle podgrupy. Vime, Ze tfidy rozkladu jsou
komplexy se stejnou mohutnosti. Tyto komplexy umime nésobit (respektive séitat). Ukéazeme, Ze nékdy,
avsak ne vidy, tyto komplexy rozkladu grupy (G, -) podle podgrupy (H, -) spolu s operaci nasobeni komplexti
budou tvofit algebraickou strukturu. Klicové bude, zda operace nasobeni komplexii bude uzavienou operaci
na mnoziné G / H. Ukézeme, ze pokud podgrupa (H,-) ma jisté pékné vlastnosti, tak mnozina G / H spolu
s operaci nésobeni komplexti bude dokonce tvofit grupu (Obrézek BTI).

Obrézek 5.1.: Operace s tridami rozkladu G/H.

5.1. Normalni podgrupa a faktorova grupa

Zatim jsme rozlisovali, zda grupa je komutativni nebo nekomutativni. Ma vsSak smysl jemnéjsi déleni, kdy
nekomutativni podgrupa néjaké grupy se ,navenek“ jevi jako komutativni a pouze ,uvniti¥“ podgrupy dojde

k rozliseni vysledku operace v zavislosti na pofadi operandi. Proto zavadime nésledujici definici.

Definice Normalni podgrupa
Méjme grupu (G,-). Jeji podgrupu (H,-) nazveme normalni podgrupou grupy (G,-) pravé tehdy, kdyz
pro kazdé g e Gplatig®O H=H ©g.

Pfipomenme, ze ,,©“ znaci operaci mezi prvkem a komplexem. V dalsim budeme podle imluvy znaceni této
multiplikativni operace vynechavat a v definici normalni podgrupy budeme psat napiiklad Vg € G : gH =
= Hg.

Uvédomte si, ze kazda podgrupa komutativni grupy je normalni, nebot gH = {gh: h€ H} ={hg: h €
H} = Hg. V nekomutativnich grupéch jsou nékteré podgrupy normélni a nékteré ne. Netfikdme vsak, Ze
jsou ,nenormalni“.

Normaélni podgrupa (H,-) grupy (G, ) ma jisty aspekt komutativity. Operace ,-“ je komutativni vné
podgrupy (H,-): pro kazdy prvek a grupy plati aH = Ha. Uvnitf podgrupy (H, ) miZzeme prvek ,poupra-
vit“. Jestlize a € G a h € H, tak obecné nemusi platit ah = ha, avSak mtZeme najit takovy prvek h’
v podgrupé (H, ), ze ah = h'a (Obrazek B2).

Obrézek 5.2.: Normdlni podgrupa (H,-) grupy (G, ).
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Priiklad 5.1. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladii normélnich podgrup.

1) V komutativni grupé (G, -) je kazdd podgrupa normdlni.

2) Trividlni podgrupa je v kazdé grupé (G,-) normélni, nebotf podle definice neutrdlniho prvku e pro
vSechny prvky a € G platie-a=a-e.

3) Nevlastni podgrupa je v kazdé grupé (G, -) normalni (Cviceni B22ZA1).

4) V dihedralni grupé (Ds, o) je netrividlni vlastni normélni podgrupa ({ Ry, R120, Ra40}, 0) (Ptiklad BEZ31).

5) Centrum (Z(G),-) kazdé grupy (G, -) je normalni podgrupa v (G, -) (Cviceni BEI2).

6)

Podgrupa reguldrnich ¢tvercovych matic s determinantem 1 je normélni podgrupou grupy (M ,,-),

coz je grupa regularnich ¢tvercovych matic fadu n s operaci nasobeni matic (Cviceni B2Z1I).

Priklad 5.2. Uvedeme také nékolik prikladi podgrup, které normélni podgrupou nejsou.

1) V dihedralni grupé (Dg,o) neni ani jedna z dvouprvkovych podgrup ({Ro,Za},o), ({Ro,Z5},0),
ani ({Ro, Zc},0) normélni podgrupou (Pfiklad B20). Podobné v dihedrdlni grupé (D4, o) neni ani
jedna z dvouprvkovych podgrup ({Ro,V},0), ({Ro,H},0), ({Ro,F},0), ani ({Ro, E}, o) normalni
podgrupou.

2) Podgrupa regularnich diagonélnich matic (Dj; ,, -) neni normélni podgrupou v grupé regularnich ¢tver-

covych matic fadu n s operaci nédsobeni matic (M, ,-) (Piiklad BX1).

n,n’

Priklad 5.3. Méjme dihedrélni grupu (D3, o) symetrii trojuhelnika. Ukazte, Ze jeji podgrupa vsech rotaci
(Rn, O) pro Rn = {Ro, R120, R240} je normalni.
Ovérime definici normélni podgrupy. Pro kazdy prvek a € D3 plati ao R,, = R,, o a.

Ry o { Ry, R120, Raa0} = {Ro, Ri20, R240} = {Ro, R120, R240} © Ro
Ri20 0 {Ro, R120, Raao} = {R120, R240, Ro} = {Ro, R120, R240} © Ri20
Ra40 0 {Ro, R120, R240} = {R240, Ro, R120} = {Ro, R120, R240} © Raao

Z a0 {Ro, Ri20, Raso} = {Za, ZB, Zc} = {Ro, Ri20, R2a0} © Za

Zp o {Ro, Ri20, Roao} = {ZB, Zc, Za} = {Ro, Ri20, Roao} © Z

Zc o {Ro, Ri20, Raao} = {Zc, Za,ZB} = {Ro, Ri20, Raao} © Zc-

To znamend, ze podgrupa (R, o) je normalni v (G, o). v
Priklad 5.4. Mg¢&jme dihedralni grupu symetrii trojthelnika (Ds,0). Ukazte, Ze jeji podgrupa (H,o),
kde H = {Ry, Z 4}, neni normalni.

Staci najit takovy prvek g grupy Ds, ze g- H # H - g. Vezmeme-li napiiklad g = Rjsg, tak

go H = R120 o {R(), ZA} = {R12OaZB}a

ale
Hog={Ry,Za} o Ri20 = {Ri120, Zc}-

To znamend, Ze vysledné mnoziny jsou riizné a podgrupa (H, o) neni normalni v (G, o). v
Nésledujici véta ukaze, ze na tiidach rozkladu grupy podle normdlni podgrupy muzeme prirozenym
zpusobem zavést operaci. Tato operace odpovida nasobeni komplexi, které jsme zavedli na strané .

Véta 5.1. Méjme normdlni podgrupu (H,-) grupy (G,-). Na mnoziné G/H = {aH : a € G} definujeme
operaci ,x“ predpisem

Va,b € G: (aH)* (bH) = (a-b)H.
Potom (G/H,*) je grupa.

Diikaz. Nejprve ovéfime korektnost definice operace ,x“, protoZe na prvni pohled neni jasné, zda vysledek
operace ,x“ mezi dvéma komplexy zavisi nebo nezavisi na volbé reprezentantti. Pfredpokladejme, ze a1 H =
= asH a bjH = byH. Ukézeme, ze a1H xb1H = asH x boH. Protoze a1 H = asH, tak existuji takové
prvky hi,he € H, pro které plati a1h; = ashs a tedy a1 = G,thhl_l = ash, kde jsme oznacili h = hghl_l.
Podobné se ukaze, ze pokud by H = by H, tak by = byh’/, pro néjaké b’ € H. Plati

alH*blH = (albl)H = alehIH = albgH,

104



Petr Kovdr, 5. Normdlni podgrupy 20. unora 2024

@1H ) b]_H y G

&

Obrézek 5.3.: Operace s tridami rozkladu (G /1, *) je dobre definovand.
pricemz posledni rovnost plyne z Véty - Nyni z normélnosti podgrupy H dostavame, ze
a1bosH = a1 Hby = ashHby = a9 Hbs.

Dale opét z normalnosti podgrupy H vidime, ze

asHby = asbo H = asH x by H,
coz znamend, ze operace ,*“ je korektné definovand (Obrézek B3).

Nyni dokézeme, ze (G/H7*) je grupa. Nosna mnozina G/H je jisté neprazdné, protoze H € G/H.
Operace ,x“ je uzaviend na G / H, protoze pro kazdé aH,bH € G / H plati
aH xbH = (ab)H € G/ H.
Asociativita operace ,x“ plyne z asociativity operace ,-“, nebot pro kazdé aH,bH,cH € G / H plati
aH x (bH xcH) = aH * (bc)H = a(bc)H = (ab)cH = (ab)H x cH = (aH xbH ) x cH.

“

Prvni rovnost plyne z definice operace ,x“, tfeti rovnost z asociativity operace ,-“.
v pologrupé (G/H, %) je t¥ida eH = H, nebot pro kazdé aH € G/H plati

Neutralnim prvkem

aHxeH = (a-e)H =aH asoutasné eH xaH = (e-a)H = aH.
A koneéné ukazeme, Ze inverzni prvek k tiidé aH je t¥ida a ' H. Pro kazdé aH € G / H plati
aHxa *H=(a-aWH=eH, o 'HxaH= (a1 a)H = eH.
Tim jsme ovéfili, Ze operace ,x“ na mnoziné vsech t¥id rozkladu G / H tvofi grupu. (I

Poznamka 5.1. Vsimnéte si, pro¢ pozadujeme, aby pfislusnd podgrupa byla normalni. Pro podgrupy,
které nejsou normalni, uvedena operace ,x“ nemusi byt operaci: pro ruzné reprezentanty komplexiu dosta-
neme rizné vysledky a operace pak neni dobfe definovand. Napfiklad podgrupa ({Ro, Z 4}, o) neni normalni
v dihedrélni grupé (D3, o) (Obrazek BE). Zatimco slozenim Rjgp o Rogo dostaneme prvek Ry, tak slozenim
Zp o Z¢c dostaneme prvek Rigg z jiné tiidy.

Obycejné nasobeni komplext zpravidla nend operaci na mnoziné komplexti. Pokud vSak komplexy (tf¥idy
rozkladu) vychézi z rozkladu grupy podle norméalni podgrupy, tak operace ,*“ bude dobfe definovana.

( N [ ~ )
SALTF |~
o <E<\.
Zy R0 Raao
D
\tﬂ VAN y, s

Obrazek 5.4.: Pokud podgrupa neni normdlni, operace s tridami rozkladu neni dobte definovand.
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Nyni mazeme vyslovit nasledujici definici.

Definice Faktorova grupa
Méjme grupu (G, -) a jeji normélni podgrupu (H,-). Grupa (G/H, %) z Véty B se nazyva faktorovd grupa
grupy (G, -) podle podgrupy (H, -).

Poznamka 5.2. Pokud nebude moznd mylka, tak nebudeme rozliSovat oznaceni operace na grupé (G,-) a
jeji faktorové grupé (G/ 1, *). Proto budeme v dalsim textu faktorovou grupu (G/ [, *) znacit (G/H, ).

Piiklad 5.5. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladi faktorovych grup.

1) Faktorova grupa (Z / S, +) je dvouprvkové grupa.

2) Faktorova grupa (Z/nz, +) je n-prvkové grupa, kterd odpovidé grupé (Z,,+). Formdlné tuto ,po-
dobnost grup“ nazveme isomorfismus, ktery zavedeme v Kapitole B

3) Méjme grupu (G, -). Faktorova grupa (G/G, -) je trividlni grupa, jeji nosic¢ obsahuje jediny prvek, a sice
tfidu G.

4) Mé&jme grupu (G, ) s neutrdlnim prvkem e. Faktorovd grupa (G/{e}, -) je grupa, kterd odpovida
grupé (G, -). Jeji prvky jsou v8ak jednoprvkové mnoziny.

5) V dihedralni grupé (D,,, o) je mame normélni podgrupu rotaci (R, o) (Pfiklad BZ3). Faktorova grupa
(D, / R,,,©) mé dva prvky, kterymi jsou tiida rotaci R, a tiida zrcadleni.

6) Faktorova grupa (Q / 7, +) obsahuje nekone¢né mnoho nekone¢éné velkych tiid rozkladu.

Priklad 5.6. Mgéjme grupu (G,:) = (Z,+). Vezméme jeji podgrupu (H,-) = (3Z,+) zbytkovych t¥id
modulo 3. Sestavime faktorovou grupu (Z / 37, +), pokud existuje.

Grupa (3Z,+) je podgrupa (Z,+), kterd je diky komutativité grupy (Z,+) normélni. Proto faktorova
grupa Z/3Z existuje a jeji prvky jsou

0+3Z={3k:keZ}=3Z,
143Z={3k+1:keZ}
2+43%Z={3k+2:keZ}

Dalsi t¥{dy uz jsou identické s nékterou z uvedenych t¥id, naptiklad 5+ 3% = 2+ 3Z, nebot {3k+5: k € Z} =
={3k+2:k =k+1€Z} Mnozina G/H = Z/gZ = {38Z,1+ 37,2 + 3Z} tvoii grupu s operaci s¢itani
komplexti.

Sestavime Cayleyho tabulku B0 operace ,x“ sc¢itani faktord, kterou budeme dle tmluvy znacit ,,+“.

+ |0+3Z 1+3Z2+3Z
04+3Z|0+4+3Z 1+3Z 2+ 3%Z
14+3Z|1+3Z 24 3Z 0+ 3Z
2432|2+3Z 0+3Z 1+ 3%Z
Tabulka 5.1.: Cayleyho tabulka scitdni faktori v grupé (Z/37, +).

Zavedeme oznadeni 0 = 04+ 3Z, 1 = 1 + 3Z, 2 = 2 + 3Z a Cayleyho tabulka mfize byt jednodussi
(Tabulka BE20), jedna se o Cayleyho tabulku grupy, kterd odpovida grupé (Zs, +) s¢itdni moulo 3. Podrobnéji
o analogickych grupach budeme mluvit v Kapitole @ v

Tabulka 5.2.: Cayleyho tabulka faktorové grupy (Z/37,+).
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Podobné je mozno sestavit faktorovou grupu (Z / nZ,*), oz je ponechéno jako Cvic¢eni B3]
Otazky:

e Jestlize (H,-) je normélni podgrupa grupy (G,-), je faktorova grupa (G / H,*) komutativni?
e Pokud podgrupa (H, ) neni normélni v grupé (G, -), pro¢ nemusi byt faktorova grupa (G / H,*) dobfe
definovana?

V Prikladu B3 jsme sestavili faktorovou grupu komutativni grupy podle normalni podgrupy. Faktorové
grupy vSak miizeme sestavit i z nekomutativni grupy, pokud rozkldddme podle norméalni podgrupy, jak
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 5.7. Sestavime faktorovou grupu rozkladu grupy (Ds, o) podle podgrupy ({Ro, Ri20, R240},0°)-
Sestavime Cayleyho tabulku operace ,x“ na této faktorové grupé.
Pro ptehlednost tfidy rotaci barvené odlisime od t¥id zrcadleni. Dostaneme Tabulku B

© Ry Riog Rosy Za Zp Zc

Ro | Ro Ri20 Roao Za Zp Zc
Riso | Ri20 Roao Ro Zc Za Zp
Royo | Roso Ro Ri20 ZB Zc Za

Za | Za Zp Zo Ry Rizg Roao

Zp | Zp Zc Za Rayo Ro Rioo

Zo | Zo Za Zp Riso Raoao Ry

Tabulka 5.3.: Barevné odlisend tabulka skladani symetrii rovnostranného trojuhelnika.

Tiidy rozkladu nyni oznac¢ime R a Z stejné jako v Ptikladu 11

Ro o {Ry, Ri20, Raao} = {Ro, Ri20, Roao} = R
ZA o {R03R1207R240} = {ZA7 ZBa ZC} =7

Dostaneme G/{RO,R120,R240} = {{Ro, Ri20, R240},{Z4,ZB,Zc}} = {R,Z}. Cayleyho tabulka ope-
race ,x* je Tabulka B, nebof Rx R = (RoR) x (RgR) = (Ro o Roy)R = Ry o R = R. Zépis vypoctu

zjednodusuje vyuziti znamych vlastnosti nasobeni komplexi.

x| R Z
R|R Z
Z|Z R

Tabulka 5.4.: Tabulka operace na faktorové grupé.

Analogicky dostaneme Rx Z = (RgR) x (Z4aR) = (RooZa)R=Zs0oR=2Z,ZxR=(ZsaR)*(RoR) =
=(ZpaoRy))R=ZsoR=Z7 akonetnd ZxZ = (ZsR)* (ZaR)=(ZaoZs)R=RypoR=R. v

Faktorové grupy lze pouZit ke zjisfovani informaci o ptivodni grupé. Zjednodusi a zpiehledni strukturu,
podobné jako Tabulka B0 prehledné ukazuje vztah mezi rotacemi a zrcadlenimi v dihedralni grupé. Mu-
zeme Tici: Slozeni rotace a rotace da opét rotaci, slozeni libovolné rotace a zrcadleni da nékteré zrcadleni
(v libovolném potadi) a slozeni dvou libovolnych zrcadleni déa rotaci.

Cviceni
5.1.1.  Je néktera z podgrup ze Cvicent B2 v grupé urcené Tabulkou normalni? Pokud ano, kterd?
5.1.2.  Ukazte, Ze centrum (Z(Q),-) kazdé grupy (G,-) je normalni podgrupa v (G, ).

5.1.8. Méjme grupu (Z,+) a jeji normdlni podgrupu (nZ,+) n-ndsobki celych cisel. Sestavte faktorovou
grupu (Z/nZ,+).

5.1.4.  Mé&me podgrupu ({1,6}, ) grupy (Z;\{07},-) (grupy zbytkovych trid modulo 7 s operaci ,-“ ndsobent)
z Prikladu .10) Ukazte, Ze tato podgrupa je normdlni a sestavte faktorovou grupu ((Z7 \ {67})/{177 67} )
5.2. Vlastnosti normalnich podgrup
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Existuje nékolik ekvivalentnich zptisobt, jak poznat, zda je podgrupa v dané grupé normélni. Jeden prak-
ticky zpusob dava nasledujici véta.

Véta 5.2. Test normalni podgrupy

Méjme grupu (G, -) a jeji podgrupu (H,-). Podgrupa (H,-) je normalni podgrupa grupy (G,-) prdvé tehdy,
kdyZ pro kazdé x € G plati tHx=" C H, tzn. prdvé tehdy, kdyz pro kaZdé x € G a pro kazdé h € H plati
zhx~' ¢ H.

Diikaz.

,= Predpokladejme, Ze (H,-) je normdlni podgrupa grupy (G,-). Z definice normélni podgrupy plati
xH = Hzx. Jedna se o mnozinovou rovnost, kterd ziistane zachovana i kdyz kazdy prvek v mnozin€ na levé
a na pravé strané vynasobme zprava prvkem z~'. Proto xHz~! = Hxax~' = He, coz podle Véty =X
znamend, e xHxz~! = H, nebot e € H. Vezmeme-li libovolny prvek h € H a libovolny prvek = € G a
vynéasobime h zleva prvkem z a zprava prvkem x !, tak vysledek bude opét (diky rovnosti mnozin) v H.
Tj. pro kazdé h € H plati zhx~! € H, coz je dokazované tvrzeni této implikace.

,<=“ Predpokladejme, Ze pro kazdé x € G a pro kazdé h € H plati zha~! € H, tj. zHz~! C H. Pro na-
zornost ozna¢ime x = a, kde a € G, potom plati, ze aHa~' C H. Vlevo mame nékteré prvky mnoziny H a
vpravo v8echny, coz bude s vyuzitim Véty 23 a Cviceni BZA platit (pro jiné komplexy) i po vynasobeni
zprava jednoprvkovym komplexem {a}. TakZe pro kazdy prvek a € G plati aHa 'a C Ha. Plati aHa la =
= He, a protoze podle Véty A je He = H, tak dostavame aHe = aH, aH C Ha. (Jeden souéin komplext
je podmnozinou druhého.)

Podobné zvolme x = a1, kde a € G, potom plati, ze a " *H(a"1)"* C H tj. a='Ha C H. Vlevo mame
nékteré prvky a vpravo vSechny, coz bude platit (pro jiné komplexy) i po vynésobeni zleva prvkem a. Takze
pro kazdy prvek a € G plati aa"'Ha C aH. Dle Véty B je eH = H, proto plati Ha C aH.

Celkem dostavame Ha C aH a aH C aH a proto aH = Ha, coZ znamend, %e (H,-) je normélni
podgrupa v (G, ). O
Priklad 5.8. UkaZzeme, 7Ze grupa regularnich diagonalnich (D , ,-) matic neni norméalni podgrupou grupy
regularnich ¢tvercovych matic fadu n s operaci nasobeni matic (/]\ff”[,,’j‘,,,, ).

Najdeme piiklady matic A € My, a D € Dy, ,, takovych, Ze ADA™' ¢ Dy, ,,. Oznac¢me

n,n?

p=(5 ) 4= 3)
= (3323 2)= (5 2)

*
n,n?

Potom plati

Vysledna matice evidentné neni diagonalni, proto ADA™1 ¢ D

normélni podgrupou v grupé (M . -).

a podle Véty B2 neni podgrupa (D}, ,,, )
v

Poznamka 5.3. Jestlize je z kontextu zfejmé, v jaké grupé se pohybujeme, budeme struc¢né fikat, Ze
podgrupa (H,-) je normélni.

Podle Véty B je prunik podgrup opét podgrupou. Analogické tvrzeni plati i pro prunik normélnich
podgrup.
Véta 5.3. Méjme normdlni podgrupy (Hy,-) a (Ha,-) grupy (G,-). Potom také (Hy N Ho,-) je normalnd
podgrupa grupy (G, -).
Dikaz. Protoze (Hi,:) a (Ha,-) jsou podgrupy grupy (G, ), proto podle Véty B je také (Hy N Ha,-)
podgrupa grupy (G, ). Zbyva ukazat, ze (H; N Ha, ) je také normdlni podgrupa grupy (G, ).

Vyuzijme predchozi Vétu B2 Protoze (Hy,-) je normélni podgrupa grupy (G, -), tak pro kazdé = € G
a pro kazdé h € H;y plati zha~! € H;. Analogicky, protoze (Hz,-) je normalni podgrupa grupy (G, -), tak
pro kazdé © € G a pro kazdé h € H, plati xha~! € Hs.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze h je stejny prvek v Hy i Hs, tedy pro h € H; N Ha.

h € HyNHy: (zha™t € Hy) A (zhe™t € Hy)

To ale znamend, ze zhx~! € (H; N Hy) a podle Véty B je (H,-) normélni podgrupa v (G, ). O

Vsimnéte si, ze kazda (netrividlni) grupa m4 alespon dvé normdlni podgrupy. Kromé trividlni podgrupy
je 1 nevlastni podgrupa vzdy normalni (Cviceni B221).
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Cviceni

5.2.1.  Ukazte, Ze grupa regularnich ctvercovych matic s determinantem 1 je normalni podgrupou grupy
requldrnich c¢tvercoviych matic tadu n s operaci ndsobeni matic (M} ).

n,n’
5.2.2.  Mejme libovolné prirozené cislo k. Ukazte Ze grupa regqularnich ctvercovych matic s determinan-
tem, ktery je roven nejaké celociselné mocniné k je normalni podgrupou grupy requldrnich ¢tvercovych matic
fddu n s operaci ndasobeni matic (M .. -).

n,n’

5.2.8.  Vezméme dihedrdlni grupu (Dg, o) a jeji podgrupu vybrangch rotaci ({Ro, Ri20, Roao},0). UkaZte, Ze
se jednd o mormdlni podgrupu.

5.2.4.  Méme grupu (G,-). Ukazte, Ze pro kazdé g € G plati gG = G = Gy, tj. nevlastni podgrupa je
normalni podgrupou.

5.3. Normalizator

I kdyZ neni (H, -) normalni podgrupou grupy (G, -), tak méa smysl najit v grupé (G, -) podgrupu (Ng(H), ),
jejiz nosi¢ Ng(H) obsahuje H a pfitom podgrupa (H,-) je navic normalni v podgrupé (Ng(H), ) (Obra-
zek BR1). Takové mnoziné budeme fikat normalizator podgrupy H.

Obréazek 5.5.: Podgrupa (H,-) a jeji normalizator Ng(H) v grupé (G, -).

Definice Méjme podgrupu (H,-) grupy (G,-). Normalizatorem podgrupy (H,-) v grupé (G,-) nazveme
podgrupu (Ng(H),:), kde Ng(H) = {z € G : «H = Hz}.

Nejprve ovéiime korektnost definice, tj. ze (Ng(H), ) opravdu je podgrupa v (G, ). Jisté plati, ze Ng(H) C
G a déle je uréité mnozina Ng(H) neprdzdnd, protoze He = eH a tedy e € Ng(H). Abychom ukézali, ze
normalizdtor (Ng(H),) je podgrupou v (G, ), tak podle Véty B3 stadi ovéfit uzavienost operace ,-“ a
existenci inverzniho prvku.

Uzavienost zduvodnime p¥imo. Pro kazdé a,b € Ng(H) plati aH = Ha a souasné bH = Hb. Nyni
s vyuzitim Véty B, kterd iikd, Ze ndsobeni komplext je asociativni, dostaneme (ab)H = a(bH) = a(Hb) =
= (aH)b = (Ha)b = H(ab).

A konecns ke kazdému prvku a existuje v (G, ) inverzni prvek a~!. Navic pro kazdé a € Ng(H) plati
aH = Ha, takze vynasobenim komplexem {a~'} zprava dostaneme s vyuzitim Cviceni BEZZ aHa ! =
= Haa™! = He = H. A podobné vynasobenim komplexem {a~!} zleva dostaneme Ha~! = a~'H, coz
znamend, 7e a~* € Ng(H).

Ukézali jsme, Ze normalizator spolu s restrikci operace (Ng(H), ) je podgrupa v (G, -) a definice je ko-
rektni. Jesté bychom méli provéfit, zda Obrazek B3] neni zavadéjici a zda opravdu plati H C Ng(H) C G.
Dikaz prvni inkluze je ponechan jako Cviceni BEE321 Druhda inkluze plyne ihned z definice normaliza-
toru Ng(H).

Priiklad 5.9. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladii normalizatort podgrup.

1) V komutativni grupé (G,-) je kazdd podgrupa (H,-) normalni podgrupou a normalizitorem takové
podgrupy je vidy celd grupa Ng(H) = G.

2) Nevlastni podgrupa grupy (G, -) je normalni a je svym vlastnim normalizatorem.

3) Kazda podgrupa (H,-) grupy (G, ) mé normalizator (Ng(H),-) (Véta BEA) a navic plati H C Ng(H)
(Cviceni BZ330).

Je dilezité si uvédomit, ze kazda podgrupa ma jednoznacné urceny normalizator.
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Véta 5.4. Pro libovolnou podgrupu (H,-) grupy (G, ) existuje prdvé jeden normalizator (Ng(H), ).

Dikaz. Abychom ovérili existenci, sta¢i si uvédomit, ze H C Ng(H), nebot z uzavienosti operace na mno-
7iné H pro kazdé h € H plati hH = Hh. Jednozna¢nost plyne pfimo z definice, nebot do Ng(H) zafadime
vsechny prvky x € G, které spliuji rovnost tH = Hz. (I

Otazky:
e Mohou dvé rtzné podgrupy (Hi,-) a (Ha,-) grupy (G, -) mit stejny normalizator?

M

e Muze mit podgrupa (H,-) grupy (G,-) dva rizné normalizatory?

Je dobré pfipomenout, Ze libovolnd podgrupa (H,-) grupy (G,-) (i takova, kterd neni{ normélni!) je
normdlni podgrupou svého normalizatoru (Ng(H),-). Pravé tak byl pojem normalizatoru definovén.
Véta 5.5. Méjme normalizdtor (Ng(H),-) podgrupy (H,-) v grupé (G,-). Potom (H,-) je normdlni
podgrupa grupy (Ng(H),-).
Diikaz. Nejprve si viimneme, ze H C Ng(H), protoze pro kazdé h € H plati hH = Hh a tedy h € Ng(H).
Déle (H,-) je neprazdnd podgrupa v (G,-), a protoze H C Ng(H), tak (H,-) je soufasné podgrupou
v (Ng(H),"). Zbyva ukizat, ze (H, -) je norméalni podgrupa v (Ng(H), ). AvSak podle definice normalizatoru
pro vSechna n € Ng(H) plati nH = Hn, takze (H,-) je normdlni podgrupa v (Ng(H), ). a
Z predchozi véty plyne, ze v libovolné grupé (G, ) mizeme pro libovolnou podgrupu sestavit néjakou
faktorovou grupu, avak ne nutné faktorovou grupu grupy (G, ).

Obrazek 5.6.: Faktorovd grupa (Ng(H)/H, )

Dausledek 5.6. Meéjme grupu (G, -) a jeji podgrupu (H,-). Potom plati (Ng(H)/H, \) je grupa.
Diikaz. Podle definice normalizétoru (Ng(H), ) je (Ng(H), -) grupou a podle Véty B je (H, -) je normélni
podgrupa grupy (Ng(H),-). A kone¢né podle Véty B je (N¢(H)/H, ) grupa. O

Jestlize sestavime normalizator pro n&jakou normélni podgrupu (H,-) grupy (G,-), tak tento normali-
zétor bude samozfejmé totozny s celou grupou (G, -).

Véta 5.7. Méjme normalizditor (Ng(H),-) podgrupy (H,-) v grupé (G,-). Jestlie (H,-) je normdalnid
podgrupa grupy (G,-), tak Ng(H) = G.

Diikaz je ponechan jako Cviceni B30

Otazky:

e Méjme grupu (G, -) a jeji podgrupu (H,-). Je (H,-) normélni podgrupou normalizitoru (Ng(H),-)?
e Méjme grupu (G, ) a jeji podgrupu (H,-). Je normalizator (Ng(H), ) normélni podgrupou v (G, -)?

Priklad 5.10. Navézeme na Piiklad B9 na strané H2d. Najdeme normalizatory a) podgrupy ({Ro}, o),
b) podgrupy ({Ro, Za},0), c) podgrupy ({Ro, Ri20, R240)},0) a d) nevlastni podgrupy (D3, o) dihedralni
grupy (Ds, o).

a) Podgrupa ({Ro},o) je normélni, nebot obsahuje pouze neutrdlni prvek Ry a pro kazdy prvek g €
{Ro, R120, R240,Z 4, ZB, Zc} plati gHy = Hig, protoze {g} o Ry = Rg o {¢}. Normalizator této podgrupy je
celé (D3, 0), tedy plati Np,({Ro}) = Ds.
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b) Ozna¢me Hy = {Ro,Z4}. Podle Piikladu B0 vime, Ze podgrupa (Hs,o) neni normalni v (Ds,0).
Protoze index podgrupy (D3 : Hz) = 3 je prvocislo, tak podle Cvi¢eni 311 je normalizédtor Np,(Hs) je
bud Hj nebo celé D3. V druhém piipadé by vSak podgrupa (Hs, ) musela byt v (D3, 0) normalni, coz neni.
Proto Np,(Hz2) = Ha.
¢) Oznafme Hs = {Rg, Ri120, R240}. Podle Piikladu B2 vime, Ze podgrupa (Hs,o) je normélni. Proto
Np,(Hs) = D3. Mizeme sestavit faktorovou grupu (Ptiklad B27).
d) Podle Cviceni B2 je grupa normélni podgrupou sama v sobé. Vsimnéte si, Ze ptislusna faktorova
grupa je trividlni, ma jediny prvek G/H@ = {{Ro, R120, R240, Z A, Zc, ZB, }}. v
Normalizdtory zbyvajicich dvou podgrup dihedralni grupy (Dj,0) odpovidaji samotnym podgrupam,
nebot tyto podgrupy nejsou normdlni (Cviceni BE331) a zdivodnéni je stejné jako v éasti b) Piikladu BT
Vidime, ze ani jedna z podgrup fadu 2 v dihedralni grupé (Ds,o) neni normdlni. Kazd4 je svym vlast-
nim normalizadtorem a proto triviadlné je normélni podgrupou svého normalizatoru. Naproti tomu tento
normalizator neni normalni podgrupou grupy (D3, o).

Cviceni

5.3.1.% Dokazte Vétu B0, tj. je-li (Ng(H),-) je normalizitor podgrupy (H,-) v grupé (G,-) a (H,-) je
normdlni podgrupa grupy (G,-), tak Na(H) = G.

5.3.2.% Méjme grupu (G,-), jeji podgrupu (H,-) a normalizitor (Ng(H),-). Ukazte, 2e H C Ng(H).

5.8.8. Méjme dihedrdlni grupu symetrii trojihelnika (D3, o). UkaZte, Ze jeji podgrupy a) ({Ro,Zp},o0),
ani b)) ({Ro, Zc}, o) nejsou normdlni. Nejdéte normalizdtory obou podgrup.

5.8.4.% Najdéte takovy priklad grupy (G,-) a jeji podgrupy (H,-), Ze podgrupa (H,-) neni normalni v (G, -)
a normalizator (Ng(H),-) je rizng od (H,-) a soucasné rizng od (G, ).

5.3.5.  Dokazte nebo vyvratte: Jestlize (Hy,-), (Ho,-), kde Hy C Hs, jsou podgrupy v (G,-), tak No(Hy) C
Ne(Hz).

5.8.6.  Dokazte nebo vyvratte: Jestlize (Hy,-), (Ha,-), kde Hy C Ha, jsou podgrupy v (G,-), tak Ng(Hy) 2
Ng(Hs).

5.8.7.  Najdéte priklad grupy (G,-) a jeji podgrupy (H,-), ve které plati (Z(G),-) # (Ng(H),-).

5.3.8." Dokaste nebo vyvratte: Jestlize (H,-) je podgrupa v grupé (G,-), tak Ng(Ng(H)) = Ng(H) (nor-
malizdtor normalizdtoru podgrupy je normalizdtor podgrupy).
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Kapitola 6. Cyklické grupy

Cyklické grupy mizeme ziskat z jediného prvku libovolné dané grupy. Umocnovanim, respektive opakovanym
s¢itanim zvoleného prvku ziskame nosnou mnozinu takové cyklické grupy, ktera pochopitelné bude podgrupou
dané grupy, jako jsme ukéazali v Prikladu T Pozdéji, v Kapitole H, ukazeme, ze az na izomorfismus existuje
pro kazdy koneény fad jedina cyklicka grupa a Ze existuje také jedind nekonecnd cyklicka grupa.

6.1. K symbolice mocnin a nasobku

Nejprve zobecnime znaceni zavedené diive. Na strané B2 jsme zavedli znaceni pro operace souctu ¢i soucinu
n kopil prvku a v dané grupé, kde n je pfirozené ¢islo. Nyni tuto definici rozsifime. Zavedeme oznaceni
nésobkli a mocnin s koeficientem n, kde n je celé ¢islo (kladné, zaporné i nulové).

Definice Znaceni opakované operace s inverznimi prvky
Méjme grupu (A, ) a prvek a € A. Jestlize operaci ,,-“ chdpeme jako aditivni operaci ,+“, tak ,soudet” n
kopii prvku —a (prvku opac¢ného prvku k a) zapiSeme

—a+(—a)+ -+ (—a) = —(na) = —na,

n

pricemz —la = —a. Pfipomenme, ze Oa = e, kde e je neutralni prvek grupy, nebo 0a = 0, kde 0 znac¢i nulovy
prvek (neutralni prvek vzhledem k aditivni operaci ,-*).
Jestlize operaci ,-“ chdpeme jako multiplikativni operaci ,,-“, tak ,souc¢in“ n kopii prvku a=! (prvku

inverzniho prvku k a) zapiSeme
alatat = (@) =am

Pfipometime, 7ze a” = e, kde e je neutralni prvek grupy, nebo a® = 1, kde 1 znaéi jednicku (neutralni prvek

vzhledem multiplikativni k operaci ,,-).

Poznamka 6.1. Korektnost zapisu opakované operace s inverznimi prvky
Vsimnéte si rozdilu mezi praveé zavedenou definici a definici na strané B2. Podle drive zavedené definice plati

—a+ (—a)+ -+ (—a) = n(—a).

n

Nyni iikédme, Ze navic n(—a) = —na = —(na), respektive ze (a~!)" = (a")”" = a~' v multiplikativni notaci.
Je dobré zduraznit, ze zatimco a je néjaky prvek dané grupy a —a je prvek k nému opacny, tak n a —n jsou
cela ¢isla. Platnost rovnosti n(—a) = —(na) nemusi byt ziejmé, proto jeji platnost dokézeme. Plati

n(—a)+(na) = —a+(—a)+---+(—a)+a+a+---+a=—-a+(—a)+ -+ (—a)+eta+a+---+a=e,
—_—— —_——

n n n—1 n—1

pfi¢emz v posledni rovnosti opakované vyuzijeme, ze plati —a 4+ a = e. Rovnost (na) + n(—a) = e se ukaze
zcela analogicky, a proto prvek n(—a) je opacny k prvku (na) a tedy plati n(—a) = —(na). Zbyva oznacit
—(na) = —na (opacny prvek oznacime zapornym ¢islem) a korektnost definice je dokdzana.

Ditkaz rovnosti (ail)n = (a”)_1 pro multiplikativni notaci je ponechén jako Cviceni I Staci uz jen
oznacit (a™)”" = a~" (inverzni prvek oznadime zépornou mocninou) a ditkaz, Ze nové zavedens definice je
korektni a je v souladu s definici ze strany B2 je kompletni.

Pfi zapisu obecné operace ,-“ i nadale preferujeme multiplikativni oznaceni a terminologii. VsSimnéte

si, ze zavedend symbolika odpovida obvyklym vztahtim v aritmetice. Pro multiplikativni operaci ,,-“ plati
napfiklad nasledujici vztahy (Ptiklad B0 a Cviceni GI3).
n m n+m n —m n—m

a-a™=a"""m, a”-a”™m=a""", (a7 =a""" = (a™)"".

Uvédomte si, Ze zatimco operace ,,-* odpovida operaci v néjaké grupé (A, -), tak znaménko operace ,,+*“ nebo
b b)) J bl b ”
(vynechané) znaménko ,-“ v exponentu odpovidé klasickému sé¢itédni a ndsobeni celych éisel.
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Podobn§, pro aditivni operaci ,,+“ plati podobné vztahy (Cviceni EI—A).
na + ma = (m + n)a, na —ma = (n —m)a, —m(na) = (—mn)a = n(—ma)

Dale si v8§imnéte, ze symboly 0 a 1 pouzité v rovnostech 0a = 0 a a® = 1 maji jiny vyznam na levé a
jiny vyznam na pravé strané rovnosti. Na levé strané se jedné o cela ¢isla, zatimco na pravé strané o zapis
neutralniho prvku prislusné grupy.

Priklad 6.1. UkdZeme, ze v grupé (A,-) s operaci ,-“ (analogie operace soucinu) plati vztah a™ - a™™ =
J— n—m

=a .

Podle znaceni zavedeného na strané a vySe zavedeného znaceni pro inverzni prvky muzeme pro n > m
psat

at-a™=a-a atatvat=aaca=a"m,
—_—— — — ~—
n m n—m

1

protoze a-a-a~ " = a-e = a. Podobné, pro n < m mtzeme psat

a®-a™m=q-a-- 'G'G,_l CL_l a—l _ a—l a—l a—l _ (a—l)m—n _ an—m7
—
n m m—n
s vyuzitim a-a"!-a7! = e-a~! = a~!. Dalsi vztahy se ukazi podobné. v

Na druhou stranu je dobré zduraznit, ze nasledujici vztahy nebo znaceni bézné pouzivané pii praci
s redlnymi Cisly nejsou ¢i nemusi byt pro prvky obecné grupy definovany a proto ani nemusi mit smysl.

Dalsi negativni ptiklad zndme z linedrni algebry: mizeme sice nésobit matici inverzi (pokud existuje), avsak
maticemi nebudeme délit. Je-li A regularnim matice faddu n, pak existuje inv(A) = A=, ale obecné neméa
smysl sestavovat zlomky

A7t = T
pokud jsme zlomky s maticemi nebo operaci déleni matic (zlomky s maticemi) nijak nedefinovali.
Cviceni

6.1.1. Dokazte, Ze plati vztah (a’l)n = ()"

6.1.2. Ukazte, Ze pro aditivni operaci ,+“ plati vztahy o) na—ma = (n—m)a, b) —m(na) = (—mn)a =
=n(—ma).

6.1.3. Ukazte, Ze pro multiplikationi operaci - plati vztah (a=™)™ = a=™" = (o)™ ".

6.2. Definice cyklické grupy

Piipometime, Ze na strané B3 jsme zavedli fad grupy (G, -), ktery udava pocet prvkfi nosné mnoziny G. Rad
grupy znacime |G|. Déle pfipomerime, Ze ¥f4d prvku a v grupé (G, -) jsme zavedli na strané B3 jako nejmensi
piirozené &islo n takové, Ze a™ = e, kde e je neutralni prvek grupy (G,-). Rad prvku a znacime |a|. Jestlize
takové prirozené ¢islo n neexistuje, tak fikame, Ze a je nekonec¢ného radu.

V Piikladu LI a také p¥i studiu dihedrélni grupy jsme vyuzili, ze mame-li grupu (G, ) s prvkem a
fadu n v grupé (G, -), tak mnozina

2 n—1 2 n—1 n
A={e,a,a*,...,a" "} ={a,a%,...,a" ", a" = e},
tvoii spolu s restrikei operace ,,-“ na mnozinu A podgrupu grupy (G, -). Toto pozorovéni vede k nasledujici

definici.

Definice Cyklicka grupa

Méjme grupu (G, -) a néjaky prvek a € G. Ozna¢me mnozinu A = {a™ : n € Z}. Mnozina A spolu s restrikci
operace ,-“ na mnozinu A tvofi grupu, které budeme fikat cyklickd grupa a budeme ji znacit ({(a),-) nebo
jen (a). Prvek a je generatorem grupy (a).
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V Piikladu I jsme ukazali, Ze definice je korektni, tj. Ze {(a) je opravdu grupa. Podivejme se na vlastnosti
této grupy. IThned z definice je ziejmé, Ze e € A, protoze a® = e, a proto mnozina A je neprazdna a obsahuje
neutralni prvek grupy (G,-) vzhledem k operaci ,-“. Déle operace ,-“ je na mnoziné A uzaviend, nebot
pro libovolna celé ¢isla m, n plati a™ - a” = a™ ™™, jak jsme ukézali na strané E3. Asociativita operace ,,-“
plyne z toho, Ze se jedna o restrikci asociativni operace (Cvifeni IBHI). A koneéné inverznim prvkem
k libovolnému prvku a™ € A je prvek a=™ = (—a)" ktery do A podle definice mnoziny A také patii.

Déle upozornime, ze generator a grupy (a) nemusi byt uréen jednozna¢né. Stejnd grupa (a) mize mit

vice riznych generatori.
Priklad 6.2. Uvedme nékolik jednoduchych grup, které jsou cyklické.

1) Mnozina p¥irozenych ¢isel 1,2, ..., n (reprezentantii zbytkovych tiid) s operaci s¢itdni modulo n (Z,,, +)
je konecna cyklicka grupa generovana prvkem 1.

2) Mnozina celych ¢isel s operaci oby¢ejného séitani (Z, +) je nekonecna cyklickd grupa generovand prv-
kem 1 (Pfiklad B1).

3) Mnozina sudych ¢isel s operaci obyéejného s¢itani (S, +) je nekoneénd cyklickd grupa generovana
prvkem 2.

4) Mnozina k-nasobk ¢isel s operaci oby¢ejného séitani je nekoneéné cyklickd grupa generovand prvkem k.
Znacime ji (kZ,+).

5) Trividlni grupa (s jednoprvkovym nosi¢em) je cyklickd. Grupa generovand neutrdlnim prvkem je vzdy
trividlni cyklicka grupa.

6) Mnozina M vsech celoéiselnych mocnin ¢isla 2 s operaci oby¢ejného nasobeni tvofi nekoneénou cyklic-
kou grupu (M, -) generovanou prvkem 2.

7) Mnozina n-tych odmocnin ¢isla 1 v grupé nenulovych komplexnich ¢isel s operaci obvyklého nasobeni
komplexnich ¢isel tvoti koneénou cyklickou grupu fddu n v nekonecéné grupé (C\ {0}, ) generovanou
prvkem /1 = cos 27” + isin 2T

n '

Priklad 6.3. Uvedme také nékolik piikladt grup, které nejsou cyklické.

1) Dihedrélni grupa vSech symetrii pravidelného n-thelnika s operaci skladéni zobrazeni (D,,, o) neni
cyklicka grupa, protoze neobsahuje prvek radu 2n.

2) Grupa jednotek (U(15),-) z Piikladu I8 neni cyklickd, protoze neméa prvek fadu 8. Kazdy prvek
grupy (U(15), ) je generatorem cyklické podgrupy, avsak tyto podgrupy maji nejvyse ¢tyfi prvky.

3) Grupa racionalnich ¢isel s operaci obyc¢ejného séitani (Q, +) neni cyklickd grupa, protoZe neexistuje
takové racionalni ¢islo, které by bylo generatorem (Cviceni B2251).

4) Grupa reédlnych ¢isel s operaci obycejného s¢itani (R, +) neni cyklickd grupa, protoZe neexistuje takové
realné ¢islo, které by bylo generdtorem (Cviceni E2Z7).

5) Mnozina vektortt v R? spolu s operaci s¢itani vektorti neni cyklickd grupa, protoze neexistuje takovy
(jediny) vektor, ktery by byl generatorem celé grupy (R?, +).

6) Grupa reguldrnich ¢tvercovych matic (M, ,,, -) s operaci ndsobeni matic neni cyklickd grupa, protoze

neexistuje takova regularni matice, kterd by byla generatorem celé grupy (M . -).

n,n’

Ukéazeme, Ze cyklické podgrupy maji fadu péknych vlastnosti, v jistém smyslu az ptilis péknych. Vsechny
cyklické podgrupy maji velmi jednoduchou strukturu. V Kapitole B ukédzeme, Ze rozlisime jen konecné a
nekoneéné cyklické grupy (aZ na izomorfismus, ktery zavedeme pravé v Kapitole @). Na druhou stranu
cyklické grupy lze pouzit jako zakladni kameny pfi vystavbé obrovské t¥idy grup, podobné jako prvocisla
jsou zdkladnimi stavebnimi kameny pii zkoumdani pfirozengch (nebo celych ¢isel).

Priklad 6.4. V dihedrélni grupé (Ds, o) uréete cyklické podgrupy (Ro), (R120), (Ra40), (Za), (ZB) a (Z¢).

Cayleyho tabulka grupy (Ds, o) je na strané Ba.

Z Tabulky 3 snadno uré¢ime mocniny vSech prvki. Dostaneme Tabulku B0 Z Tabulky B0 snadno urc¢ime,
e (Ro) = ({Ro},"), (Ri20) = (Raao) = ({Ro, Ri20, R2a0},+), (Za) = ({Ro,Za},"), (ZB) = ({Ro,ZB}, "),
(Z) = ({Ro, Zo}.).

Rady prvki jsou |Rg| = 1, |Ri20| = |Roao| = 3, |Za| = |ZB| = |Zc| = 2. VSimnéte si, ze fady prvka
deli fad grupy, coz odpovida tvrzeni Lagrangeovy véty (Véty EI). Sestavili jsme Sest cyklickych podgrup,
avSak ani jeden z prvki neni fddu 6. To znamend, Ze samotnd (Ds,0) neni cyklickd grupa, nebot (Ds,0)
neni generovana zadnym svym prvkem. v

Priklad 6.5. Méjme grupu (Zg, +) (s¢itani modulo 6). Urcete podgrupy generované jednotlivymi prvky.
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T .1?2 J)?’ 1‘4 1‘5 J)ﬁ

Ry | Ro Ry Ro Ro Ro

Ri20 | Roso Ro Rizo Raso Ro

Roqo | R120 Ro Roso Ri20 Ro

Za | Ro Za Ro Za Ro

Zp | Ry Zp Ro Zp Rp

Zc | Ro Zc Ro Zc Ro
Tabulka 6.1.: Tabulka mocnin prvki grupy (Ds, o).

+1012345
0/012345
11123450
21234501
31345012
41450123
5/5012314
Tabulka 6.2.: Cayleyho tabulka sc¢itani ,modulo 6 s ¢isly 0 aZ 5.

a|2a 3a 4a ba 6a
0j0 0 0 O O
112 3 4 5 0
214 0 2 4 0
3]0 3 0 3 0
412 0 4 2 0
54 3 2 1 0

Tabulka 6.3.: Tabulka ndsobki prokd grupy (Ze,+).

7Z Tabulky B2 pfecteme nasobky jednotlivych prvkd. Nasobky odpovidaji mocninam v multiplikativni
notaci. Jsou uvedeny v Tabulce B3]

Nyni snadno uréime, ze (0) = ({0},+), (1) = (6) = ({0,1,2,3,4,5},+), (2) = (4) = ({0,2,4},+) a

Vsimnéte si, ze 0| = 1, |1| = |5] =6, |2| = |4] = 3 a |3] = 2. Jednd se o grupu, ktera je cyklickd a ma
CtyTi rtizné cyklické podgrupy. v

Predchozi ptiklady ilustruji Definici B2, podle které kazdy prvek a néjaké koneéné grupy (G,-) je ge-
neratorem cyklické podgrupy. Zkonstruovat cyklickou podgrupu je snadné, staci vzit restrikci operace ,,-*
na podmnozinu {a = a',a?,...,a"}, respektive restrikci operace ,+“ na podmnozinu {a = a,2a,...,na}
v aditivni notaci, kde n je fad prvku a. Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze analogicky lze postupovat i pro ne-
konec¢né grupy, kde fad prvku muiize byt nekonecény.

Priklad 6.6. Urcete (1), kde za operaci vezmete obvyklé séitdni redlnych cisel.
Podle Definice 21 ihned dostavame, ze (1) = ({nl : n € Z},+) = (Z,+). Vidime, zZe grupa (Z,+) je
cyklicka grupa s generatorem 1. v

Obecny prunik a sjednoceni grup

Podle Véty B vime, Ze vSechny podgrupy téZe grupy maji spoleény neutralni prvek. Dale podle Véty B2
vime, Ze prinik dvou podgrup grupy (G, -) je opét podgrupou v (G, -). Neni té7ké ukazat, ze plati i nasledujici
silnéjsi tvrzeni.

Lemma 6.1. Prunik podgrup je opét podgrupa

Mejme grupu (G, -) a jeji podgrupy (H;,-), kde i € J. Plati, Ze ((\;c; Hi,-) je opét podgrupa v grupé (G, -).
Dtikaz je ponechdn jako Cviceni EZT0 Vsimnéte si, Ze zapis [
podgrup.

ics Hi pripousti prinik nekone¢ného poctu

1EN

Otazka: Cemu je roven prinik ()

Mame-li grupu (G, -), tak pochopitelné ne kazdd podmnozina M nosné mnoziny G tvoii spolu s restrikei
operace ,,-“ podgrupu grupy (G, -). Nésledujici definice elegantné zavadi co mozna nejmensi podgrupu dané
grupy tak, aby zvolenou podmnozinu M obsahovala.
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Definice Podgrupa generovana mnozinou

Méjme grupu (G,-) a libovolnou podmnozinu M C G. Symbolem (M) oznac¢ime prunik vsech podgrup
v grupé (G,-), které obsahuji mnozinu M. Rikdme mu podgrupa generovand mnoZinou M a znacime jej
((M),-), pipadné jen (M).

Podle Lemmatu 6 je definice korektni, nebot ((M),-) je podgrupa v (G, ). Uvédomte si také, ze definice
nevylucuje piipad M = (. Plati (§) = {e}, kde e je neutralni prvek grupy (G,-).

Priklad 6.7. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii grup generovanych mnozinou.

1) Méjme dihedralni grupu (D3 O). Plati <{R()}> = ({R()}, O), <{R120}> = ({RO ng()., R24()}, O), <{ZA}> =
- ({RU’ZA}7O) a <{R1207ZB}> = (D3, 0).

2) Méjme grupu celych ¢isel s operaci obyé¢ejného s¢itani. Plati ({1}) = (Z,+), ({2}) = (S,+), ({7}) =
= (TZ,+), ({2,3}) = (Z,+), ({6,10}) = (S, +) (Cviceni EZ0).

Poznamka 6.2. Sjednoceni grup

Je dobré upozornit, ze analogie Lemmatu B pro sjednoceni podgrup obecné neplati. Dokonce se da
ukazat, ze sjednoceni dvou podgrup je podgrupa pouze v pripadé, Ze nosi¢ jedné podgrupy je podmnozinou
nosic¢e druhé podgrupy (Cvic¢eni EZ3). Jestlize mame dvé podgrupy (Hz,-) a (Ha,-) grupy (G, ) a nosi¢ Hy
obsahuje prvky, které v Hs nejsou a soucasné nosi¢ Hs obsahuje prvky, které v H; nejsou, tak (Hy U Hs,-)
neni grupa (Cviceni B22A0).

Cyklicka grupa a podgrupa generovana prvkem

Jestlize M = {m} je jednoprvkova podmnozina nosi¢e G grupy (G, -), tak misto ({m}) budeme psat pouze
(m). Mohlo by se zdat, ze dochézi ke konfliktu oznaceni: ({m}) jako mnoZina generovana jednoprvko-
vou mnozinou a soucasné (m) jako cyklickd grupa generovand prvkem m. Nésledujici lemma ukazuje, Ze
sjednoceni symboliky je opravnéné, vysledna struktura je vzdy stejna.

Lemma 6.2. Méjme grupu (G,-) a jednoprvkovou podmnozinu M = {m}, M C G. Potom podgrupa
generovand mnozinou M je stejnd, jako cyklickda grupa generovand prvkem m, tj. plati ({m}) = (m).
Dikaz. Uz vime, ze ({m}) i (m) jsou podgrupy (G, ). Proto pochopitelné i operace je v obou podgrupach
stejna. Dale ozna¢me H = {m"* : k € Z} (H je nosi¢ cyklické grupy (m)) a nosi¢ ({m}) oznaéme F. Staci
ukézat, ze obé nosné mnoziny jsou shodné, coz ukazeme jako mnozinovou rovnost H = F'.

Méjme libovolny prvek a € H, plati a = m* pro néjaké k € Z. Z definice je zfejmé, ze m € F a potom
z uzavienosti operace na ({m}) a s vyuzitim amluvy ze zacétku kapitoly je m* € ({m}) a proto H C F.

Zbyva ukazat opacnou inkluzi. Méjme libovolny prvek a € F. Chceme ukazat, ze a € H, tj. a = m
pro né&jaké celé ¢islo k. Sestavime mnozinu X = {a* : k € Z}. Tato mnozina X s operaci ,,-“ tvoii podle
Véty B podgrupu v (G, -), nebot jisté palti X C G a X # ) (proé?) a pro dva libovolné prvky a”,a® € X
platia”-a=® = a"7* € X. To ale z definice grupy ({m}) jako primiku vSech grup obsahujicich {m} znamen,
7e F C X. Protoze X = H, tak ihned dostavdme F C H. Proto H = F a obé grupy ({({m}),-) a ((m),-)
jsou stejné. |

k

Priklad 6.8. Sestavime (5), pficemz za operaci méjme bézné s¢itani ptirozenych ¢isel.
Sestavujeme cyklickou podgrupu v grupé (Z, +). Podle definice cyklické grupy vime, Ze (5) obsahuje vSechny
nasobky c¢isla 5. Proto ihned dostavame, ze

(5) = ({kb : k € Z}, +).

kde (5) je (cyklickd) grupa celych ¢isel, které jsou ndsobky péti. Grupu znacime také (5Z,+). v
Priklad 6.9. Sestavime (5) v grupé (R \ {0}, ).
Podle definice cyklické grupy vime, ze (5) obsahuje vSechny mocniny ¢isla 5. Thned dostédvame, ze

5y = ({5*: k € Z},-).

v

Priklad 6.10. Sestavime podgrupy generované kazdym prvkem v (Zg, +).
P¥ipometime, 7e (Zg,+) je mnoZina zbytkovych t¥id modulo 8 a dale symbolem 1,,, oznac¢ujeme t¥idu, kterd
obsahuje ¢isla, kterd davaji po déleni modulem m zbytek 1. Plati (Zg, +) = Z/8Z. Snadno nahlédneme, Ze
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<zg> = (Z_g,—i_—) Podobrié <§8> = <58> = <7g> = (Zs,+). Naproti tomu <§8> = <68> = ({0s,2s,4s, 68}, +),
<48> = ({08748}7+) a <08> = ({08}7+) Ve
Cviceni

6.2.1. Dokazte tvrzeni Lemmatu BEEO: méjme grupu (G,-) a jeji podgrupy (H;,-), kde i € J. Potom
(Nicy Hi,*) je opét podgrupa v grupé (G, -).

6.2.2. Je grupa (G,-) urcend Tabulkou ] cyklicka?

abcdef
alabcdef
blbcafde
clcabefd
dlde fabc
ele fdcalb
flfdebca

Tabulka 6.4.: Cayleyho tabulka grupy (G,-).

6.2.3. Mé&jme grupu (G, -), kde G = {a,b,c,d, e, f} a operace je uréena Tabulkou B=Z] Urcete cyklické grupy
(a), (b), (c), (d), (e) a(f).

6.2.4. Méjme grupu (G,-) a dvé jeji podgrupy (Hy,-) a (Ha,-). UkaZte, Ze pokud nosi¢ Hy obsahuje pruky,
které v Hy nejsou a soucasné nosi¢ Ho obsahuje pruky, které v Hy nejsou, tak (Hy U Ha, ) nent grupa.

6.2.5.  Ukazte, Ze sjednoceni dvou podgrup (Hq,-) a (Ha,-) grupy (G,-) je podgrupa v (G,-) prdvé tehdy,
kdyz Hy C Hs nebo Hy C Hi.

6.2.6. Méjme grupu (Z,+). Ukazte, Ze (({6,10}),+) = (S, +).

6.2.7. Méjme grupu (Z,+). Ukazte, Ze ({a1,az,...,a,}) = (NSD(ay,as,...,an)Z,+).
6.2.8. Ukazte, Ze grupa (Q,+) neni cyklickd.

6.2.9. Ukazte, Ze grupa (R, +) nend cyklickd.

6.2.10. Dokazte nebo vyvratte: a) kazdd podgrupa se spocetnym poctem prvki je cyklickd, b) kaZdd pod-
grupa s nespocetnym poctem prvki neni cyklickd.

6.3. Rad cyklické grupy a rad prvku

Cyklické grupy byly historicky jedny z prvnich zkoumanych grup. Teprve pozdéji byla definice grupy zo-
becnéna, aby zahrnula i jiné algebraické struktury nez jen cyklické grupy. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze
vSechny cyklické grupy jsou v zavislosti na fadu generatoru jen dvou riznych typt.

Véta 6.3. Méjme grupu (G, -), libovolnyg prvek a € G a i,j € Z. Potom plati nasledugici tvrzen.

(i) Jestlize vad prvku a je nekonecény, tak a' = a’ prdvé tehdy, kdyzi = j.
(ii) Jestlize prvek a je koneéného Fddu n, tak (a) = ({e,a,a?,...,a" 1},-). Navic plati o' = a’ prdvé
tehdy, kdyz n delii — j.

Dikaz. Dokazeme obé Casti véty.

i) 7 ptredpokladu a’ = a/ mtizeme psit a'~7 = e, nebof a7 je inverznim prvkem k a’. Je-li ¥4d prvku a
nekonedny, tak i —j = 0, protoze jinak by existovalo pfirozené ¢&islo ¢ — j (pfipadné j —1), pro které by platilo
a'~J = e, a dostali bychom spor s nekoneé¢nosti ¥fadu prvku a.

i1) Pro dikaz druhé ¢asti pfedpokladejme, Ze fad prvku a je konecéné ¢&islo, tj. |a| = n. Nejprve ukazeme, Ze
pro nosnou mnozinu A cyklické grupy (a) plati A = {e,a,a?,...,a""1}; ovéiime obé jednostranné inkluze.
Protoze {(a) = {a* : k € Z}, tak jisté {e,a,a?,...,a" '} C (a). A naopak, je-li a* € (a), tak podle
Véty I najdeme takova celd ¢isla g, r, ze k = gn + r, kde 0 < r < n. Potom muZzeme (s vyuzitim definice
v Kapitole EI) psat a¥ = a9 = (a")?-a" = e?-a" = a”, kde 0 < r < n. To ale soucasné znamena, ze
a® € {e,a,a?,...,a" "1}, protoze a” € {e,a,a?,...,a" " '}.
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A koneéné, je-li a (kone¢ného) fadu n a plati a® = a/, tak rovnost vynisobime inverznim prvkem a7
k prvku o/ a dostaneme a7 = e = a®. Opét najdeme celd &isla ¢, r, kde 0 < r < n, tak, aby platilo
i—j=gqn+r. (Cisla g a r jsou obecné jina nez v piedchozi ¢asti diikazu!) Protoze e = a'~7 = 9"t =
= (a™)?-a" =e-a" = a", tak musi byt a” = e, kde 0 < r < n. Ale n je nejmensi pfirozené islo, pro které
je a™ = e, coz znamend, ze r = 0. To ale soucasné znamena, ze ¢ — j = qn a tedy n déli ¢ — j.

Zbyva ukazat, ze pokud n déli i — j, tak a® = a/. Avsak pokud n déli i — j, tak i — j = kn a mfiZeme
psat a’a™/ = a'~7 = a"F = (a")* = e* = e. Roznasobenim prvkem a’ dostaneme a‘a 7a’a’ = ¢ - a’, proto
a' = /. Tim dikaz konéi. O

Otazka: Kde a jak se v ditkazu Véty B2 vyuzila definice z Kapitoly BE13?

Nazev cyklicka grupa
Méjme grupu (G, ) a néjaky jeji prvek a. Podgrupdm s nosicem A = {a" : n € Z} se ¥ika ,cyklické grupy*
bez odkazu na puvodni grupu (G, -), nebot struktura pivodni grupy (G, -) neni podstatna.

Postupnym nasobenim prvku a dostavame nové prvky a™ az do okamziku, kdy a = e, kde e je neutralni
prvek grupy (G, -) (i jeji cyklické podgrupy s nosi¢em A). P¥i dalsim nasobeni prvkem a se vysledky opakuji.
7 Véty B3 plyne, Ze se opakuji cyklicky. Struktura cyklické podgrupy je znézornéna na Obrazku 1 vlevo.
Pokud 1ad prvku a je nekonecny, dostavame nové a nové prvky jak pro kladné hodnoty n, tak pro zdporné
hodnoty n (Obrdzek 10 vpravo).

a3
=q = a
a2
:anfl :aanl — 7a:an+1 —
-a
a a
=ab =gt = .. =a2=q"2 = . a o
a .a c=a
-a
=ad =a"t® =. =ad=q"3 = .. a-1
. a 3
L=atr=gt =" = .. .

Obrézek 6.1.: Konecnd cyklickd grupa {(a) i nekonecnad cyklickd grupa {(a).

Poznamka 6.3. 7 Véty B33 plyne dilezité pozorovani: operace - v cyklické grupé (a) fadu n se v nicem
neligi od poéitani modulo n. Napiiklad a’ - a/ = a* pravé tehdy, kdyz i + j = k (mod n). Jedno z jaké
grupy jsme prvek a vybrali, nakonec pocitame jako v grupé (Z,,+). Je-li fad prvku a nekoneénym, tak (a)
,odpovida“ grupé (Z,+). Co presné rozumime pojmem ,odpovida“ zavedeme v Kapitole @ o izomorfismech
grup. To znamena, ze cyklické grupy (Z,,+) a (Z,+) jsou (az na izomorfismus, kterému se budeme vénovat
pravé v Kapitole H) jedinymi pfipady cyklickych grup.

Véta B3 ukazuje, proé se ,Fad prvku“ a ,fad grupy“ nazjvaji stejnym slovem. Rad prvku odpovida
fadu cyklické grupy generované timto prvkem, coz zformulujeme jako disledek Véty B

Dusledek 6.4. Mé&jme libovolny prvek a grupy (G,-). Rdd prvku a je roven Fdadu cyklické grupy {(a).
Tvrzeni Disledku EZ0 muzeme zapsat symbolicky struéné jako |a| = [(a)].

Priklad 6.11. Uvedme nékolik piiklada cyklickych grup generovanych néjakym prvkem grupy a porov-
nejme fady generatort a fady cyklickych grup.

1) Mé&jme grupu (Zg, +) z Piikladu B3 Plati [0 = 1 = [(0)], |1] =6 = [{1)], |2| =3 = |[(2)], [3] = 2 =
=[3)], [4| =3 =[(4)], [5] =6 = [(5)].

2) Méjme dihedralni grupu (Ds, o) ze strany BA. Plati |Ro| = 1 = [(Ro)|, |Ri20] = 3 = [(R120)|, |Roa0| =
=3 = [(Raao)l, |Za| =2 =[Za)|, |ZB| =2 =[{ZB)|, |Zc| =2 = [{Zc)|.

3) Mégjme grupu celych ¢isel s operaci obvyklého séitédni (Z,+). Plati [0] = 1 = [(0)]. Grupa ((0),+
+) je trividlni. Plati |1] = oo = |(1)] a navic ((1),+) = (Z,+). Plati |2] = co = [(2)| a navic
((2),4) = (S,+4). Také pro k > 2 plati |k| = co = |(k)| a navic ((k),+) = (kZ,+).

4) Méjme grupu reguldrnich matic fddu 2 s operaci nasobeni matic (R;Q, -). Pro jednotkovou matici £
fadu 2 plati |E| =1 = |[(E)|. Grupa ((F),-) je trividlni.
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(0 S)[=2= 1o %)) lwemse (Lo %)) = (R0 1)-(0 %))

5) Méjme grupu komplexnich ¢isel s operaci obvyklého nésobeni (C, ). Plati |i| = 4 = |(i)|. Grupa ({7),")
obsahuje ¢tyti prvky 1, —1,1, —i.
Dale plati |1 + ¢| = co = |(1 + ¢)|. Grupa ({1 4 i) ,-) obsahuje nekoneéné mnoho komplexnich ¢isel, ale
zdaleka ne vSechna komplexni ¢isla. Napiiklad ¢islo 3 ¢ (1 + i), nebot velikost generatoru je v/2 a proto

Plati

viechna nenulova komplexni é&isla z cyklické grupy (1 + i) maji podle Moivreovy véty velikost ¢1/2, kde
t € Np, a zadné nema velikost %

Vime, Ze ne kazda grupa je cyklickd. Nasledujici ptiklad vSak ukazuje, ze pokud mame grupu prvoci-
selného Fadu, tak musi byt cyklicka.

Piiklad 6.12. Ukéazeme, Ze kazda grupa prvociselného fadu je cyklicka.
Méjme grupu (G, ) fddu p, kde p je prvocislo. Podle Lagrangrovy véty (Véta 1) musi fad kazdého
prvku a € G délit fad grupy p. Prvocislo p ma vSak pouze dva pfirozené délitele, a sice 1 a p. Navic v kazdé
grupé existuje je jedinym prvkem Fadu 1 neutralni prvek e € G. Mame-li jakykoliv jiny prvek a € G, a # e,
tak ¥ad prvku a je |a] = p. To soudasné znamena, 7e viechny mocniny al,a?, ..., a? = e jsou (vSechny)
rtizné prvky grupy G, a proto plati G = (a) a grupa (G, -) je cyklicka. v
Vsimnéte si, ze z Prikladu B2 soucasné plyne, ze kazda grupa prvociselného radu je komutativni.
Pro kazdou nekomutativni grupu musi jeji fad n byt slozené ¢islo.

Dalsi dulezité a jednoduché pozorovani o prvcich konecéného fadu je zformulovano v nasledujicim di-
sledku.

Dusledek 6.5. Méjme grupy (G,-) s neutrdlnim prokem e a libovolny prvek a. Jestlize a* = e, tak 7dd
proku a je délitelem cisla k.

Viimnéte si, Ze a® = e neznamend, ze ¥ad prvku a je k. Uvedena rovnost znamena, ze ¥ad prvku a je

nejvyse k a navic fad prvku a deéli k. Vsimnéte si, ze fad prvku a déli k i v trividlnim pfipadé, kdy k£ = 0.

Priklad 6.13. Tvrzeni Dusledku B3 ilustruje Piiklad B0 Pro kazdy prvek a dihedralni grupy (Ds, o)
ze strany B8 plati a® = Ry, aviak fad ani jednoho prvku a neni 6. Rady jsou |Ro| = 1, |Ri20| = |Ra240| = 3,
|Za| = |ZB| = |Zc| = 2, coz vSechno jsou délitelé ¢isla 6.

Cviceni
6.3.1. Urcete, pro kterd n je dihedrdlni grupa (D,, o) cyklickd.
6.3.2. Méjme grupu (R, +). Urcete vdd proku /2. Uréete vdd cyklické grupy <\/§> Platt <\/§> =[R,+)?

6.3.3. Meéjme prirozené cislo n a prirozencho délitele v cisla n. UkaZte, Ze v libovolné cyklické grupé radu n
existuje prvek radu r.

6.4. Struktura cyklickych grup

Nyni se budeme podrobné vénovat koneénym cyklickym grupdm. Ukazeme nékolik tvrzeni o struktufe a
o prvcich kone¢nych cyklickych grup. Nasledujici véta dé jednoduchy nastroj, jak urcit, zda <ai> = <aj>.
Pifipomerime, Ze je-li d = NSD(z,y) nejvétsi spoleény délitel ¢isel z, y, tak podle Bézoutova Lemmatu 031
existuji takova celd ¢isla s, t, ze d = sx + ty.

Véta 6.6. Mejme prvek a (konecného) fadu n v grupé (G,-) a méjme prirozené ¢islo k. Potom plati
(a*) = (aNSP(R)Y g #dd proku a® je n/NSD(n, k).

Diikaz. Nejprve ozna¢me d = NSD(n, k) a dale k = dr. Jesté oznacime A = (a*) a A’ = (aNSP(R)) = (qd),

Abychom ukézali <ak> = <adZ, tak jisté stac¢i ukazat, ze obé cyklické grupy maji stejné nosné mnoziny
prvkii. Protoze a® = (a?)", jisté a” patii do A’. Z uzavienosti cyklické grupy je také kazd4 mocnina prvku a*
v mnoziné A’ a proto je A C A’. Abychom ukézali platnost opa¢né inkluze, rozepiSeme si d = NSD(n, k)
podle Bézoutova Lemmatu 3 jako d = ns+ kt pro néjaka cela &isla s a t. Nyni a? = ™+ = (a")*(a¥)! =
= e(a®)! = (a*)! a proto a? € A. Dostavame opac¢nou inkluzi A’ C A, proto A’ = A.

Abychom ukéazali druhou ¢ast véty, tak si nejprve vSimneme, Ze rovnost {ad’ = n/d plati nejen pro nej-
vétsiho délitele d ¢isel n a k, ale vlastné pro kazZdého délitele ¢isla n. Jisté plati (ad)"/ d = ¢" = e a proto
|a?| < n/d. A naopak, pokud by existovalo takové piirozené ¢islo i < n/d ze (a?)’ = e, piicemz di < n,
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tak dostaneme spor s velikosti ¥4du [a| = n. Nyni pro d = NSD(n,k) miZeme psat |a*| = |(a¥)| =
— |<aNSD(n,k)>| — |aNSD(n,k)| — n/NSD(n,k)

Vsimnéte si, Ze tvrzeni Véty BT je v souladu s Lagrangeovou vétu, tj. pro kazdy prvek z € (a) plati,
ze 1ad |z| déli ¥ad [{(a)|.
Priklad 6.14. Méjme grupu (Zq2,+). a) Jaké jsou fady jednotlivych prvka a € Z127 b) Sestavte (1),
(2), (3), (4), (5), (6), (8) a urcete jejich fddy. Porovnejte s vysledky v ¢asti a).
a) Rady jednotlivych prvki jsou v tabulce

a |01 |2]3[4]5 |6]7 |8]9]10]11
la| [T ]12°]6 [4 3 [12 [2 |12 |3 [4]6 [12
Tabulka 6.5.: Rddy prvki v grupé (Zy2,+).

b) Sestavime cyklické grupy

(1) = ({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, +) ¥adu 12, NSD(12,1) =1
(2) = ({0,2,4,6,8,10}, +) ¥4du 6, NSD(12,2) = 2

(3) = ({0,3,6,9},+) ¥adu 4, NSD(12,3) =3

(4) = ({0,4,8},+) fadu 3, NSD(12,4) =4

(5) = ({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, +) ¥adu 12, NSD(12,5) = 1
(6) = ({0,6},+) f4du 2, NSD(12,6) = 6

(8) = ({0,4,8},+) fadu 3, NSD(12,8) =4

v

Dausledek 6.7. Mejme prvek a (konecéného) tadu n v grupé (G,-) a méjme éisla i,j € N. Potom plati
nasledujict tvrzend.

(i) {a')y = (a’) prdvé tehdy, kdyz NSD(n,i) = NSD(n, j).

(it) |a*| = |a| prdvé tehdy, kdyz NSD(n,i) = NSD(n, j).

Diikaz.

i) Podle pfedpokladu je prvek a fadu n a podle Véty BT vime, Ze <ai> = <aNSD(”’i)> a také <aj> =
= (aNSP(3)) . Zbyva tedy ukazat, ze (aNSP(10)) = (oNSD(n.J)) .prévé tehdy, kdyé NSD(n,i) = NSD(n, j).
Ihned je zfejmé, Zze pokud NSD(n,i) = NSD(n, j), tak <aNSD(”’1)> = <aNSD("J)>. Abychom ukéazali opac-
nou implikaci, tak si uvédomime, ze <aNSD("’i)> = <aNSD(”’j)> znamena, ze generatory jsou stejného radu,
tj. |aNSD(”’i)| = |aNSD(”’j)}. Z druhé ¢asti tvrzeni Véty B plyne, Zze n/NSD(n,i) = n/NSD(n, j), tedy, Ze
NSD(n,4) = NSD(n, j).

i1) Druhé tvrzeni dostaneme ihned kombinaci tvrzeni ¢asti i) a Dtsledku EZ0 Dosazenim dostaneme |ai’ =
= l(at)| = [{a)] = o] =

Specialni piipady Disledku B2 jsou nésledujici dveé tvrzeni.

Dusledek 6.8. Méjme prvek a (koneéného) 7ddun v grupé (G,-). Oznacme i € N. Potom plati nasledugjici
dvé tvrzent.

(i) (a') = (a) prdvé tehdy, kdyz NSD(n,i) = 1.

(i) |a'| = |(a)| prdvé tehdy, kdyZ NSD(n,i) = 1.

Diikaz. Tvrzeni dostaneme ihned z Dusledku B20 volbou j = 1. (]

Uvedené tvrzeni fiké, jak snadno uréit vSechny generatory cyklické grupy (a). Jsou to pravé ty prvky a’,
kde 7 je nesoudélné s fadem n prvku a.

Priklad 6.15. Mgé&jme grupu (Zi2,+). a) Najdeme vSechny generatory cyklické podgrupy generované
prvkem 3, tj. (3) = ({0,3,6,9},4). b) Uréime rady téchto generatori.

a) Generator grupy (3) je prvek 3 fddu n = 4. Mezi nasobky prvku 3 najdeme vSechny jejichz fad je
nesoudélny s n = 4. V aditivni notaci je 1-3=3,2-3=6,3-3=9,4-3=0. Protoze NSD(4,1) = 1, tak
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prvek 3 je (ihned) jeden z generdtori (3). Protoze NSD(4,2) # 1, tak prvek 6 neni generdtor (3). Protoze

NSD(4,3) = 1, tak prvek 9 je druhy generdtor (3). A kone¢né protoze NSD(4,4) # 1, tak prvek 0 neni

generator (3). Hledané generatory jsou prvky 3 a 9.

b) V Tabulce B3 vidime, Ze |3| = |9] = 4. v
Napftiklad v grupé (Z,, +), kde t¥idy ztotoZnime s celoéiselnymi reprezentanty 1,2,...,n, jsou genera-

tory pravé pfirozena ¢éisla k nesoudélna s modulem n (n je soucasné fadem).

Dusledek 6.9. Prirozené ¢islo k je generdtorem grupy (Z,,+) prdavé tehdy, kdyZ NSD(n, k) = 1.
Je-li n prvocislo, tak generatorem grupy je kazdy jeji prvek rtizny od neutralniho prvku.

Priklad 6.16. Méjme grupu (Zj2,+). a) Najdeme vSechny generatory grupy (Zi2,+). b) Uréime, ktera
¢isla z intervalu [0, |(Z12, +)| — 1] jsou nesoudélnd s 12.

a) Generatory jsou pravé prvky fadu 12: 1,5,7,11.

b) Cisla nesoudélné s fddem grupy (Zi2,+) jsou pravé éisla 1,5,7,11. v

Priklad 6.17. Navazeme na Pfiklad BEI61 Uréime, zda a) grupa jednotek (U(15),-) je cyklicka, b)
grupa jednotek (U(18),-) je cyklicka.
a) V Prikladu O8I jsme uréili fady v8ech prvki. Grupa (U(15),-) m4 8 prvki a zadny z prvki neni fadu 8,
proto (U(15),-) neni cyklickd grupa.
b) Grupa (U(18),-) obsahuje 6 prvki: 1,5,7,11,13,17, nebot ostatni pfirozen4 ¢isla mensi nez 18 jsou s 18
soudélna. Uréime fady prvkii a pokud najdeme prvek fadu 6, tak (U(18),-) je cyklicka grupa. Cislo 1 je
neutralnim prvkem grupy (U(18),-), proto |1] = 1. Déle poéitdme modulo 18. Plati 5-5 =7 (mod 18),
7-5=17 (mod 18), 17-5 =13 (mod 18),13-5 =11 (mod 18) a 11-5=1 (mod 18). Protoze fad
prvku |5 = 6, tak grupa jednotek (U(18),-)je cyklicka, plati (U(18),-) = (5) . v
Nyni muzeme vyslovit tvrzeni, které shrne predchozi vysledky o cyklickych grupéach do jednoho tvrzeni,
které ika, jak vypadaji vsechny podgrupy cyklické grupy dané néjakym prvkem.

Véta 6.10. Hlavni véta o cyklickych grupach
Méjme prvek a (konecného) vdadu n v grupé (G, -). Potom
(i) kaZdd podgrupa cyklické grupy (a) je cyklickd,
(ii) Tdd kazdé jeji podgrupy déli n,
(i4i) pro kaZdého kladného délitele k cisla n existuje v grupé (a) prdavé jedna podgrupa Tdadu k, a sice
podgrupa <a,”/k?>.

Dikaz. Postupné dokazeme kazdou ze t¥i ¢asti.

@) Mé&jme libovolnou podgrupu H cyklické grupy (a). Jestlize H obsahuje pouze neutrélni prvek, tak H
je trivialné cyklicka. Jestlize H obsahuje i jiny nez neutralni prvek, tak protoze se jednd o prvek cyklické
grupy (a), ma tento prvek tvar a'. Vime, Ze grupa H musi obsahovat inverzni prvek a~*, a proto bez
Ujmy na obecnosti mizeme miZzeme predpokladat, ze ¢islo ¢ je kladné. Mezi viemi takovymi mocninami a
podgrupy H vybereme ten s nejmensim kladnym exponentem m. Ukézeme, ze H = (a™). Z uzavienosti
operace na H jisté plati (a™) C H. Naopak, libovolny prvek h € H je soucasné v (a) a je tvaru a* pro n&jaké
celé ¢islo k. Podle Véty o jednoznac¢nosti podilu a zbytku (Véta ) existuji takovad jednoznaéné uréend
celd ¢isla g a r, kde 0 < 7 < m, Ze k = gm + r. Potom plati a* = a9™*" = a™4a" a a” = a*(a™) 2. Jelikoz
a* =h € Haa™ € H, je také a" = a*(a™)"? € H, kde 0 < r < m. Cislo m bylo vybrano jako nejmensi
kladné &islo s vlastnosti a™ € H, proto je r = 0. Mtzeme psat a* = (a™)4, coz znamena, ze a* € (a™), a
tedy H C (a™). Ukézali jsme, Ze H je cyklickd grupa (a™) a tedy kazda podgrupa (a) je cyklicka.

(@) Tvrzeni plyne ihned z Lagrangeovy véty (Véta EI).

(1) A koneéné zbyva ukézat, Ze pro kazdého délitele k ¢isla n je <a”/ *) jedind podgrupa fadu k v grupé (a).
uz vime, ze (a™/*) je podgrupa (a) a jeji fad je podle Véty EI roven n/NSD(n,n/k)) = n/(n/k) = k. Déle
ozna¢me H libovolnou podgrupu fadu k grupy (a). V dikazu ¢asti (0) jsme ukdzali, ze H = (™), kde m
je délitel ¢isla n. Nyni, protoZze m = NSD(n, m), miZzeme podle Véty EI psat k = [a™] = |aNSD(”’m)’ =
= n/NSD(n,m) = n/m. To ale znamena, ze m = n/k a H = (a™) = (a"/*). O

Vsimnéte si, ze dikaz je konstruktivni. Tvrzeni fikd, jakych f4dd najdeme v (a) podgrupy a dikaz véty
spolu s Disledkem B ukazuje, jak tyto podgrupy najit.

Priklad 6.18. Najdéte vSechny podgrupy v grupé (Zag, +).
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Protoze grupa (Za4,+) je cyklickd, tak na zakladé Véty IO staci probrat vSechny délitele ¢isla 24, a sice
1,2,3,4,6,8,12,24. Vsechny podgrupy jsou nasledujici:

(1) = ({0,1,...,23}, +) Fadu 24
2) = ({0,2,...,22}, +) Fadu 12
3) = ({0,3,...,21},+) f4du 8
(4) = ({0,4,...,20},+) fddu 6
(6) = ({0,6,12 18} +) fadu 4
(8) = ({0,8,16,}, +) Fadu 3
(12) = ({0,12}, +) fddu 2

(24) = ({0},+) fadu 1

v

Jestlize na mnoziné vsech podgrup {(1),(2), (3), (4),(6),(8),(12),(24)} grupy (Za4, +) zavedeme relaci
,byt podgrupou”, ktera je podle Cviceni BEI— relaci ¢aste¢ného usporadani a mé smysl nakreslit hasseovsky
diagram této relace (Obrazek B2 vlevo). Inkluze mezi jednotlivymi podgrupami je na Obrazku B2 vpravo.

(1)
(2)

Obrazek 6.2.: Zndzornéni systému podgrup cyklické grupy (Zaa, +).

Priklad 6.19. Najdéte vSechny generatory podgrupy fadu 8 v grupé (Zag, +).
Na zakladé Véty I vime Ze jednim generdtorem je prvek 24/8 = 3. Déle s vyuzitim Dusledku B0 vime,
ze dalsi generdtory jsou prvky ¢, pro které plati NSD(24,i) = NSD(24, 8) = 8. Dalsim generatorem je proto
pouze prvek 16, nebot pro jind nenulové ¢isla ¢ z mnoziny Za4 je NSD(24,4) # 8.

i [1]2|3]4]5]6|7|8]9[10|11]12]13|14[15|16[17|18|19]20|21[22|23
NSD(24,i)[1]2]3]4[1]6[1|8[3]2 |1 [12[1[2[3[8|1[6[1[4[3]2]1
Tabulka 6.6.: Nejvuétsi spolecni délitelé NSD(24,1).

Cviceni

6.4.1. Mé&me grupu (G,-) a prvek a € G. Ukaste, Ze |(a)| = |(a™1)|.
6.4.2. Mé&jme grupu (G,-) a prvek a € G. Ukazte, Ze (a) = <a‘1>.
6.4.3. Najdéte vsechny podgrupy a) grupy (Z,+), b) grupy (Zs,+).

6.4.4. Ukazte, Ze a) grupy jednotek (U(2),-), (U(4),-), (U(6),-) jsou cyklické, b) grupa jednotek (U(8),")
nent cyklickad.

6.4.5. Je grupa jednotek (U(30),-) cyklicka?

6.4.6.% Ukazte, Ze pro prvoéiselné hodnoty n je grupa jednotek (U(n),-) cyklickd. Najdéte prislusné generd-
tory grupy (U(n),-).
6.4.7.**Urcete, pro kterd n je grupa jednotek (U(n),+) cyklicka. Najdéte prislusné generdtory.
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6.5. Doplnkova témata

Eulerova funkce ¢

Klicovou vlastnosti v predchozi ¢asti bylo, zda néjaké cislo k je nebo neni soudélné s ¢islem n. Nyni se
pokusime prozkoumat vSechna takova ¢isla k, kterd jsou s pevné zvolenym c¢islem n nesoudélna.

Definice Eulerova ¢ funkce
Megjme nasledujici funkci ¢ : N — N. Oznacme

\(n) 1 pron=1,
o(n) = PR - PRI - . .. o
/ k  pron > 1, kde k udava pocet prirozenych c¢isel mensich nez n, kterd jsou s n nesoudélna.

Funkce ¢(n) se nazyva Eulerova ¢ funkce.

Tabulka ukazuje nékolik nejmensich hodnot funkce ¢. Je zfejmé, Ze funkce ¢(n) neni monoténni (Ob-
razek B3) a Ze pro prvociselné hodnoty n je ¢(n) =n — 1.

n [1[2[3|4]|5][6[7[8]9 1011 |12
on) |11 ]2]2]4 (26464 |10 |4
Tabulka 6.7.: Hodnoty Eulerovy funkce ¢(n) pron =1,2...,12.

Eulerova funkce byva obvykle oznacena symbolem ¢, v nékteré literature se pouziva symbol ¢.

1000 o

Obrézek 6.3.: Eulerova funkce ¢(n) pro prunich 1000 hodnot n.

Véta 6.11. Méjme prvek a (konecného) tadu n v grupé (G,-). Pro kazdého kladného délitele k cisla n
existuje v (a) pravé ¢(k) prokd radu k.

Dikaz. Podle Hlavni véty o cyklickych grupach (Véta EIM) vime, Ze cyklickd grupa mé jedinou (cyklickou)
podgrupu fadu k, oznacme ji H. Kazdy prvek fadu k grupy (a) je proto generatorem stejné podgrupy a
podle Dtisledku EX je tento prvek a’/ generdtorem této podgrupy pravé tehdy, kdyz NSD(k,j) = 1. Podet
takovych ¢isel je podle definice Eulerovy funkce pravé ¢(k). O

Vsimnéte si, ze v cyklické grupé je pocet prvki urcitého fadu k bud nulovy, pokud & nedéli ¥ad grupy,
nebo je jednoznacné urcéen radem cisla k, zatimco na fadu prislusné grupy nezavisi. To znamenad, ze napriklad
v Z10, Z100 nebo i v Zysg je stejny podet ¢(10) = 4 prvka fddu 10. Na druhou stranu je potfeba upozornit,
Ze pocet prvka fadu 10 v grupach radu, ktery neni nasobkem 10, neni 4, ale 0, protoze podle Lagrangeovy
véty zadny takovy prvek v grupé neexistuje.

V obecné grupé (ne cyklické), miize byt pocet prvkia fadu k vysSsi nez ¢(k), jak ukazuje néasledujici
tvrzeni.
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Dausledek 6.12. Méjme konecnou grupu (G, -). Pocet prokd tadu k v grupé (G, ) je ndsobkem ¢isla ¢(k).

Dikaz. Jestlize v grupé (G, -) neni zZadny prvek fadu k, tak tvrzeni plati trividlné, nebot 0 je nasobek ¢ (k).
Pokud existuje néjaky prvek a € G je fadu k, tak vSechny prvky (a) patii do G a podle Véty LI mezi nimi
je ¢(k) prvkt fadu k. Jestlize uz zadné dalsi prvky fadu k v grupé (G, -) nejsou, tvrzeni plati. Pokud ale v G
existuje dalsi prvek b fadu k, tak (b) je dalsi podgrupa obsahujici ¢(k) jinych dalsich prvka fadu k. Vskutku,
pokud ¢ € (a)N(b) je prvek Fadu k, tak z jednoznacnosti podgrup cyklickych grup je (a) = (b) = (c¢) a neméli
bychom rtizné cyklické podgrupy.

Podobné, pokud existuji dal$i prvky fadu k v mnoziné G, tak vzdy jich najdeme nésobek ¢(k). (]

Pracovali jsme s pfirozenymi ¢isly, kterd jsou mensi nez néjaké pevné zvolené pfirozené cislo n a kterd
jsou s m nesoudélna. Tento pocet je pro kazdé ¢islo n zasadni pfi zkoumani déliteld i cyklickych podgrup
V (Zp,+).

Cviceni

6.5.1.  Je Eulerova ¢(n) funkce surjekci na N?
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Kapitola 7. Grupy permutaci

S pojmem permutace se setkavame v ruznych matematickych disciplindch, naptiklad v diskrétni matema-
tice. Uz na stfedni skole jsme permutaci koneéné mnoziny rozumeéli sefazeni vSech prvkt mnoziny do néjaké
posloupnosti. Permutace lze také chapat jako bijektivni zobrazeni koneéné mmnoziny na sebe sama. Pfi-
pomenme, Ze bijektivni zobrazeni je takové zobrazeni, které je soucasné prosté a souasné na (soucasné
injektivni a surjektivni). O popisu permutaci je psdno v ivodni Kapitole I3 na strané [3. V této kapitole
ukazeme, jak oba pfistupy souvisi a co umime o permutacich Fici obecné.

V matematické analyze jsou zobrazeni obvykle popsina funkénim pfedpisem, ktery kazdému prvku
defini¢niho oboru pfifadi néjaky prvek oboru hodnot. Naproti tomu zobrazeni koneénych mnozin je zpravidla
zadano explicitnim popisem dvojic prvki: vzoru a obrazu. Ke kazdému vzoru je prifazen obraz, jako
v Prikladu 1O

Priklad 7.1. Mgjme mnozinu B = {O,#,&}. PopiSeme permutaci o : B — B predpisem o(Q) = &,
o) =M, o(d) = 0. Permutaci o znézornime jako zobrazeni mnoziny B do mnoziny B i jako zobrazeni
na mnoziné B. Dale permutaci o zapiseme pomoci dvourddkové matice vzoru a obrazii i pomoci cykli.
Obréazek 1O vlevo znézornuje permutaci o jako zobrazeni B — B. Obrazek [ vpravo znazoriiuje tutéz
permutaci ¢ jako zobrazeni na mnoziné B.

g

7
PN

B B B
Obrazek 7.1.: Zobrazeni o : B — B.

Maticovy zapis permutace obsahuje v prvnim i druhém fadku vSechny prvky mnoziny B. V prvnim
fadku jsou vzory a v druhém fadku je pod kazdym vzorem zapsan jeho obraz.

0(@4&)
& 40

V zapisu pomoci cyklt piSeme za kazdy prvek jeho obraz. Jestlize obraz prvku jiz v permutaci byl vzorem,
zapiseme tento fakt uzavienim zavorky, ktera obsahuje vSechny prvky takového cyklu permutace. Protoze
v permutaci (i kazdém bijektivnim zobrazeni) je kazdy prvek préavé jednou vzorem a pravé jednou obrazem,
objevi se v zapisu kazdy prvek pravé jednou. Cyklicky zapis permutace o je

o= (O%)(A).

Srovnejte zapis permutace o pomoci cykli se znazornénim cykli na Obrazku I vpravo. Dalsi podobny
priklad je Priklad I na strané [A. v

Trividlni cykly s jedinym prvkem zpravidla nebudeme zapisovat. Vyjimkou je identickd permutace ¢,
ve které je kazdy prvek soucasti cyklu s jedinym prvkem, a tak aby zapis permutace € nebyl prazdny, zapiseme
¢ jako jeden trivialni cyklus s libovolnym prvkem.

Jestlize v permutaci m mnoziny A se prvek a € A zobrazuje sdm na sebe, tj. plati m(a) = a, tak fikdme,
Ze prvek a je pevnym bodem permutace m, nebo permutace 7 fizuje prvek a. Napfiklad prvek # je pevnym
bodem permutace o v Piikladu 1

Symetrie ¢tverce ABC'D jsme v pfikladu na strané B8 popsali pomoci permutaci vrcholil (Cviceni CIA).
Tyto permutace mtizeme sklddat a dostdvame dihedralni grupu (Dy, o).

Pfipomerime, Ze pii skladani operaci sklddani ,,0¢ (¢ti ,,po“) postupujeme zprava doleva, nebot woo (z) =
= 7(o(x)). To znamend, Ze nejprve aplikujeme permutaci o a teprve potom permutaci 7. Déle pfipomeiime,
7e operace ,,0 skladani zobrazeni neni komutativni: obecné o o m a ™ o ¢ nemusi byt stejnou permutaci.
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Priklad 7.2. Navazeme na Piiklad 1 Slozime permutaci o s permutaci 7 = (O & #) v rizném poradi.
SloZenim permutaci 0 = (O &)(M) a 7 = (V& M) dostaneme o om = (V)(db), aviak oo = (O W)(h).
Vidime, Ze obé sloZené permutace o o7 a m o o jsou rtzné, napfiklad permutace o o (&) = #, zatimco 7 o

o(&) = . v

7.1. Definice grupy permutaci

Nyni zavedeme dulezitou grupu, jejiz prvky budou vsechny permutace néjaké pevné zvolené mnoziny. Operaci
v grupé bude skladani permutaci.

Definice Méjme nepréazdnou mnozinu A. Kazdé bijektivni zobrazeni A — A nazveme permutaci mno-
ziny A. Mnozina A je nosnd mnozina. Identické zobrazeni je identickd permutace, kterou budeme znacit e.

Grupu vSech permutaci n-prvkové mnoziny A spolu s operaci skladani zobrazeni ,,0“ nazveme grupou
permutaci nebo symetrickou grupou a budeme ji znacit (S, o), piipadné jen S,,.

Priklad 7.3. Uvedme nékteré piiklad grup symetrii, které odpovidaji grupé permutaci.

1) Trividlni grupa je vlastné symetrickd grupa (51, 0) jednoprvkové mnoZziny.

2) Kazda dvouprvkovad grupa je symetrickou grupou (Ss, o) néjaké dvouprvkové mnoziny. Napiiklad
symetrie motylka (Obrazek L) tvorl dvouprvkovou grupu danou Tabulkou X Pokud oznacime
Spicky tykadel motyla jako dva body A, B, tak identita I odpovida identické permutaci ¢ = (A)
dvouprvkové mnoziny {A, B} a zrcadleni podle svislé osy V' odpovida transpozici (AB).

3) Symetrickéd grupa (S5, 0) je grupou symetrii trojihelnika (Sekce T). Kazda z Sesti permutaci t¥iprv-
kové mnoziny vrcholt {A, B, C'} odpovida nékteré symetrii trojihelnika.

4) Symetrickd grupa (S4, o) odpovidé grupé symetrii krychle (Cviceni 370).

Odkazy:
® https://twitter.com/i/status/12950413424386114304

Trebaze ma smysl zabyvat se i permutacemi nekoneénych mnozin, my se omezime jen na permutace
koneénych mnozin. Navic budeme v této kapitole pro jednoduchost predpokladat, ze nosnd mnozina grupy
permutaci je kone¢nd mnoZzina prvnich n pfirozenych ¢isel [1, n] (bez nuly!). MuZeme ji chapat jako indexovou
mnozinu libovolné (koneéné) n-prvkové mnoziny.

Nejprve zduvodnime, Ze definice je korektni, tj. Ze mnozina permutaci mnoziny s operaci skladani
zobrazeni opravdu tvofi grupu. Mnozina vSech bijekei mnoZiny [1,n] je neprdzdnd, obsahuje napiiklad
identické zobrazeni dané ptedpisem e(a) = a, pro kazdé a € [1,n]. Operace skladdni bijekci je podle
Lemmatu OCIO asociativni operace a je uzaviena na [1, n], nebot slozeni dvou bijekcim: A -+ Aac: A — A
je opét bijekce oo : A — A. Neutralnim prvkem je identickd permutace € a inverznim prvkem k permutaci 7
je inverzni permutace (inverzni zobrazeni) 7—1. Miizeme proto konstatovat, ze (S,,o) = ([1,n], o) opravdu
tvoii grupu.

Do poloviny devatenactého stoleti byly grupy permutaci jedinymi grupami, které byly zkoumané. V Ka-
pitole 31 se budeme vénovat permutacim obecnych mnozin a ukadzeme, ze zkouméni grup permutaci neni
na Ujmu obecnosti.

Ukazeme nékteré dulezité vlastnosti grupy permutaci, nejprve se zamérime na skladani permutaci.

Disjunktni cykly

Libovolna permutace (neboli bijektivni zobrazeni nosné mnoziny A) mize byt popsina pomoci jednoho nebo
nékolika cyklt. Zapis permutaci pomoci cyklt je popsan v Kapitole T3 Podrobné procviceni spada do jiného
predmétu, napiiklad do pfedmétu Diskrétni matematika.

Kazda permutace se mize skladat z nékolika cyklt a slozeni permutaci pak mize byt popsano postupnym
slozenim vice cyklu. Protoze skladani permutaci je skladani zobrazeni, tak i pri sklddani cykli budeme
zapisovat a Cist zprava doleva. Mame-li slozeni dvou cykld « o 8, tak nejprve aplikujeme permutaci danou
cyklem 8 a teprve potom permutaci danou cyklem c.

Rizné slozeni permutaci mohou dét stejnou vyslednou permutaci, zpravidla budeme usilovat o co nej-
prehlednéjsi zapis. Nejprve ukadzeme, Ze v zapisu kazdé permutace vystacime s nejvyse jednim vyskytem
kazdého prvku (vzoru) a Ze zapis slozenych permutaci mizeme ¢asto zjednodusit.

Definice Rekneme, ze dva cykly v dané permutaci jsou disjunktni, jestlize nemaji zadny spolecny prvek
nosné mnoziny.
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Ukézeme, ze kazda permutace muze byt popsana pomoci disjunktnich cykld. To znamend, Ze i slozené
permutace bude mozné zapsat efektivné tak, aby se kazdy prvek v zapisu slozené permutace pomoci cykla
vyskytoval nejvyse jednou.

Véta 7.1. KazZda permutace muze byt zapsdna jako sloZeni disjunktnich cykli.

Diikaz. Méjme permutaci o nosné mnoziny A. Pfimo ukazeme, jak permutaci o zapsat pomoci disjunktnich
cykli. Zvolme libovolny prvek a; € A a sestavime cyklus obsahujici prvek a;. Dalsi prvek cyklu bude as,
kde as = o(ay), tteti prvek bude az = o(az) = 0%(a1), atd., dokud 0™ (a;) = a;. Vime, ze néktery prvek se
musi opakovat, nebot bijekce o je prvek grupy (S,,o), a protoze mnozina A je koneénd, je i fad r prvku o
kone¢ny a plati 0" = . Cislo m ozna¢ime nejmensi ptirozené &islo, pro které plati 0™ (a;) = a;. Dostaneme
cyklus @ = (aj as ... a). Zdiraznéme, 7e zapis pomoci t¥i tedek pfipousti moznost m = 1, kdy cyklus ma
délku 1 a prvek ay je v permutaci o fixovany, i moznost m = 2, kdy o(a1) = asq, o(az2) = a;.

Nyni, pokud cyklus « obsahuje vSechny prvky mnoZiny A, je permutace o dana cyklem «. Pokud ale
cyklus « neobsahuje vSechny prvky mnoziny A, zvolime libovolny prvek by € A, ktery neni v cyklu «, a
sestavime dalsi cyklus § = (b1 by ... b,), kde b; = o(b;—1). A protoze o je bijekee, tak se zadny prvek cyklu 3
nemiize shodovat s prvkem cyklu «, nebot rovnost o%(a;) = 07(b;) by implikovala 0*~7(a;) = by, coz neni
mozné. Bez jmy na obecnosti jsme mohli predpokladat, ze i > j.

ProtoZe mnozina A je konec¢na, tak po konecném poctu kroki dostaneme vSechny dalsi cykly permu-
tace o, které budou po dvou disjunktni. Plati 0 = a0 o --- 0+, nebot obrazy prvkl zapsané v jednom

cyklu nijak neovlivni obrazy prvkt v jiném cyklu. (Il
Otazka: V diukazu Véty O jsme tad prvku o oznacili 7 a nejmensi pfirozené ¢islo m, pro které plati
c™(a1) = ay Plati m = r?

V Piikladu 2 jsme uvedli dvé permutace 0 = (O é)(#) a 7 = (Vd M) a sloZzenim jsme dostali
napiiklad permutaci o o m = () (& M), kterd je také popsédna dvéma disjunktnimi cykly.

Priklad 7.4. Méjme permutace ¢ = (12)(345), ¢ = (678) a7 = (1357) mnoziny A = [1,10]. Sestavime
slozené permutace p o1, Yoy, poT a To Y.
Protoze cykly permutaci ¢ a ¢ nemaji zadny spoleény prvek, tak slozenim dostaneme permutaci se stejnymi
cykly, jako maji obé& permutace. Plati ¢ o) = (12)(345) 0 (678) = o = (12)(345)(678). Dokonce je
mozné vynechat znaménko operace ,,0“, nebot vysledna permutace obsahuje t¥i disjunktni cykly.

Naproti tomu cykly permutaci ¢ a 7 sdili prvky 1, 3 a 5, proto pfi skladani je dulezité, zda se prvek
1 zobrazi nejprve na prvek 2 v permutaci ¢ nebo na prvek 3 v permutaci 7. SloZenim dostaneme rtzné
permutace p o7 = (12)(345) 0 (1357) = (14572)(3) = (14572) ato¢p = (1357) 0 (12)(345) =
= (12347)(5) = (12347). Vyslednd permutace obecné obsahuje jiny cyklus (jiné cykly), nez ptivodni
permutace @, T. v

Skladani cykla

Pozorovani z prvni ¢asti Prikladu [ Ize zobecnit. UkéZeme, Ze sloZzend permutace nezavisi na poradi
skladani cykld, pokud jsou cykly disjunktni. Proto si mizeme dovolit v zapisu slozeni disjunktnich cykla
vynechat symbol operace ,,0“.

Véta 7.2. Méjme dva disjunktni cykly a = (ay,a2...,am), B = (b1,ba,...,b,). Plati « o = foa,
). disjunktni cykly v soucinu komutugji.

Dikaz. Pro nazornost predpokladejme, Ze nosnd mnozina A danych permutaci je
A= {a17a27"'7am7b17b2a"'7bnaclac2a"'7Cp}7

kde prvky c1, ca, . . ., ¢p jsou piipadné prvky zafixované v permutaci o i 8. Ukazeme, Ze pro kazdy prvek ¢ € A
plati @ o f(z) = foa(z). Je-li x = a; pro 1 <i < m, tak ao f(a;) = a(B(a;)) = a(a;) = ai+1 a soucasné
Boal(a;) = B(ala;)) = Bai+1) = a;1+1, nebot B neovlivni prvky a; pro zddné ¢ = 1,2. .., m. Zcela analogicky
ukdzeme, ze pokud z = b; pro 1 <i < n, tak ao S(b;) = b;41 = S o a(b;) pro kazdé i = 1,2...,n.

A konecné, pokud z = ¢; pro 1 < i < p, tak ao B(¢;) = a(B(¢;)) = ale;) = ¢; a soucasné o a(c;) =
= B(alc;)) = B(¢i) = ¢i, nebot ani « ani 8 neovlivni prvky ¢; pro zadné i = 1,2...,p.

Tim jsme ukézali, Zze a o f(z) = B o a(x) pro kazdy prvek x € A. O

Tvrzeni Véty [ vSak neni mozné obecné zesilit. Netrividlni cykly, které nejsou disjunktni, nemusi
komutovat, jak ukazuje néasledujici ptiklad.
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Priklad 7.5. Ukdzeme, ze cykly a = (123) a f = (14) na mnoziné [1,4] nekomutuji, byt sdileji jediny
prvek.
Staci porovnat permutace, které vzniknou slozenim cykli v opac¢ném poradi.

aoB=(123)0(14)=(1423)
Boa=(14)0(123) = (1234)

Protoze a0 8 # 8 o a, tak cykly a a 8 nekomutuji. v

Vsimnéte si, ze pii zapisu sloZzenych permutaci pomoci matic jsme symbol operace ,0¢ zapsali vzdy,
avsak pri zapisu slozenych permuaci pomoci cykli jsme mezi cykly nékdy symbol operace ,,0“ zapisovali a
nékdy ne. Tvrzeni Vét O a [ mizeme shrnout:

e jestlize zapisujeme jednu permutaci popsanou pomoci disjunktnich cykld, tak symbol operace 0

zpravidla vynechavame,

e jestlize zapisujeme sloZenou permutaci, kdy cykly nejsou disjunktni (nebo nemusi byt disjunktni v za-
vislosti na volbé& konkrétnich prvki), tak symbol operace ,,0“ pouzijeme vzdy, aby bylo zfejmé pofadi
permutaci,

e a jestlize zapisujeme sloZeni permutaci, jejichz cykly jsou disjunktni, tak symbol operace ,,0 muzeme
vynechat, zavisi na tom, zda chceme zduraznit, ze cykly permutaci jsou disjunktni, nebo ze skladame
ruzné permutace.

Pevné body permutaci
Pevné body permutaci pozname snadno, v zapisu permutace pomoci cyklid by odpovidaly trividlnimu cyklu
s jedinym prvkem. Trivialni cyklus pochopitelné komutuje s libovolnou permutaci, nebot se jedné o identické
zobrazeni, které fixuje vSechny body dané mnoziny. Proto trividlni cykly dle imluvy zpravidla nezapisujeme.
Jestlize n&jakd permutace mnoziny A obsahuje dva disjunktni cykly (ajasz ... ag) a (b1 ba ... by), tak
je mizeme chépat jako sloZeni dvou permutaci. Jedna, kterd sestava z cyklu (aj as ... ag) a fixuje vSechny
ostatni prvky mnoziny A a druhd, kterd sestdva z cyklu (b bs ... b;) a fixuje v8echny zbyvajici prvky mno-
ziny A. Tyto dvé permutace podle Véty [ komutuji.

Inverzni permutace

Jestlize mame permutace 7 popsanou dvoufddkovou matici, tak sestaveni inverzni permutace 7! je snadné.
Stac¢i prohodit oba fadky matice. Z obrazl se stanou vzory zobrazeni a naopak. Pro prehlednost zpravidla
preusporadame sloupce. Mame-li napiiklad permutaci

(1 2 3 45
T™\2 45 3 1)°
tak inverzni permutace je
. (2 4531\ (12345
T ~\1 23 45) \5 142 3)
1

Jestlize mame permutaci m popsanou cyklem «, tak inverzni permutace je dana ,opac¢nym cyklem® a™".
Stac¢i zapsat prvky cyklu o v opa¢ném pofadi a dostaneme inverzni permutaci a~!. Opét pro piehlednost

zépis cyklu zpravidla upravime tak, aby zaéinal nejmensim prvkem. Vskutku, pokud o = (aj ag, ... ay),
tak slozeni s cyklem (a, ap—1 ...,a1) ihned déva

(anan-1 ...a1)o(a1as ... ap) = (a1)(az2)...(a,) =¢.
Bez jmy na obecnosti stejné dopadne i slozeni v opaéném potadi, a proto a=! = (ap an_1 ...,a1).

Jestlize je permutace 7 ddna vice cykly, tj. plati 7 = a3 o ag o ... 0 ay, tak podle Véty X1 (Véta
o ponozkach a botach) ihned dostavame 71 = 04,;1 o a,;_ll 0...0 a;l. Staci tedy slozit cykly v opa¢ném
poradi a navic v kazdém cyklu zapsat prvky v opacném potfadi. Jestlize jsou cykly navic disjunktni, staci
dokonce jen opac¢né potfadi prvkl kazdého cyklu a potfadi cykli je libovolné.

Priklad 7.6. Mg¢jme permutace ¢ = (12)(345), v = (678) a7 = (1357) z Piikladu [ Sestavime
inverzni permutace ¢!, 9p~! a 77!, Déale uréime inverzi ke slozené permutaci 7 o 1.

P¥i sestaveni inverzni permutace ¢! zapiseme prvky cykld v opa¢ném pofadi, a protoze cykly jsou dis-
junktni, nemusime ménit potadi cyklt. Dostaneme ¢! = (12)(354). Podobné ¢! = (687) a 771 =
=(1753).
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Protoze zndme inverze k permutacim ¢ a 7, miizeme podle Véty 251 (Véta o ponozkdch a botéch)
psat (to) L = ¢ Lor™! = (687)0(1753) = (168753). Alternativné bychom mohli nejprve slozit
permutace 7oy = (1357) 0 (678) = (135786) a teprve potom najit inverzni permutaci, tj. zapsat prvky
cykli v opa¢ném potadi a zaménit pofadi cykli. Dostaneme (7 01)~! = (135786)"!1 = (168753). v

Cykly délky 2 maji vyjimeéné postaveni, bude jim vénovana ¢ast Sekce 23 VSimnéte si, ze kazdy cyklus
délky 2 je inverzni sdm k sobé, plati a = (a1 az), a=! = (aza1) = (a1 az) = a. Proto je cyklus délky 2
permutaci ¥adu 2 a a? = (a; a2) o (a1 az) = (a1)(az) = &.

Cviceni
7.1.1.  Najdéte priklad dvou rizngych netrivialnich cykli na mnoziné A = {1,2,3,4}, které a) nekomutugi
b) komutuji c¢) komutugi, trebaze nejsou disjunkind.

7.1.2.  Najdéte inverze k ndsledujicim permutacim na mnoZiné [1,10]. a) m = (1538)(24976), b) p =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= (15)(28)(374), ¢)o=(12345678910), d)7_<7 L s 16 10 9>.

7.2. Rad permutace

Permutace «, kterd sestava z jediného cyklu délky n, je prvek fddu n v grupé (S,,o). Vskutku, je-li
a = (ayasy ... a,), tak nejmensi k, pro které plati a¥(a1) = ay, je pravé n, nebot oFf(ay) = ar # a;
pro k=1,2,...,n— 1 a naopak a"(a;) = a; pro kazdé i =1,2...,n.

Priklad 7.7. M¢gjme permutace v = (678) a 7 = (1357) z Ptikladu ZA Uréime fady téchto prvki.
Protoze ¢! = (6 78) # ¢, 9% = o) = (687) # € a )3 = ¢, tak |1)| = 3. Podobné, protoze 71 = (1357) # ¢,
2= (15)(37) #¢6, 73 =(1753) #£c a7 =¢, tak |7| = 4. v
Permutace ¥ i 7 jsou podle zadani prvky grupy Si9. Podle Cviceni B30 vsak vime, ze fad prvku
vSak nezavisi na grupé, podle Disledku B0 Fad permutace odpovida fadu cyklické grupy, kterou generuje.
Ukézeme, jak snadno urcit rad kazdé permutace, nejen rad permutace, kterd sestava z jediného cyklu.

Priklad 7.8. Méjme permutaci ¢ = (12)(345) z Prikladu 3 Uréime jeji ¥ad.
Snadno ur¢ime mocniny permutace .

Pl =(12)(345) #e, ¢?=(354)#¢c, ¢*=(12)#¢, ¢'=(345)#¢e, ¢°=(12)(354) #¢

Teprve p% = (1) = €. Proto |¢| = 6.

R4d permutace ¢ mfizeme uréit také nasledujici ivahou. Protoze prvek 1 patii do cyklu délky 2, tak
©*(1) = 1 pouze pokud k je nésobkem ¢isla 2. A protoze tfeba prvek 5 patii do cyklu délky 3, tak ©*(5) =5
pouze pokud k je nisobkem ¢isla 3. Proto fad permutace ¢ budou spole¢nym nasobkem ¢isel 2 i 3 a nejmensi
takovou mocninou, kde ¢* = ¢, je pravé 6. v

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze pozorovani z P¥ikladu X1 mfizeme zobecnit. R4d permutace snadno
ur¢ime z délek jednotlivych cykla.

Véta 7.3. Ruffiniho véta
Rdd permutace konecné mnoziny, kterd je popsdna pomoci disjunktnich cykld, je roven nejmensimu spolec-
nému nasobku délek jednotlivych cykli.
Diikaz. Méjme permutaci o € S,,. Podle Véty 0 mutzeme o zapsat pomoci disjunktnich cykla. Délky
jednotlivych cykl oznac¢me ni, ns, ..., ny. Uzitim matematické indukce vzhledem k poétu disjunktnich cykld
permutace ukdzeme, ze fad permutace |o| = NSN(nq,nz, ..., ne).
Zdklad indukce: Jestlize o obsahuje jediny cyklus a délky n, tak fad |o| = n a tvrzeni plati.
Indukcéni krok:  Jestlize o obsahuje vice disjunktnich cykl, ozna¢me « libovolny z téchto cykla a permutaci
tvofenou zbyvajicimi cykly ozna¢me 3. Permutace 8 sestava z méné nez ¢ disjunktnich cykla a predpokla-
dejme, ze Fad |[| je nejmensi spole¢ny nasobek délek téchto ¢ — 1 cykla.

Plati 0 = a o 8, kde cyklus a a permutace § jsou tvoreny disjunktnimi cykly, bez 1jmy na obecnosti
ozna¢me tad |a| = p a fad | 3| = ¢. Déle oznaéme k = NSN(p, q).

S vyuzitim Véty I dostaneme (oo 3)F = a* o f¥ = coe = ¢, coz podle Diisledku E&l znamen4, ze
fad |a o 8] déli ¢islo k.

Oznaéme ¥ad |« o 8| = t. UkdZeme, Z%e vskutku ¢t = k. Plati (a0 8)! = ¢, a proto s vyuzitim Véty 20
je of = Bt Vime ale, Ze a a 3 jsou slozeny z disjunktnich cykli a rovnost of = 3~ nastane jeding, kdyz

131



Petr Kovdr, 7. Grupy permutaci 20. unora 2024

jsou obé permutace totozné. S vyuzitim Cviceni E32X1, podle kterého je |3] = }B‘l{ dostavame of = 8=t =
= Bt = ¢. To vsak souasné znamend, %e fad p cyklu o déli ¢ a podobné fad ¢ permutace 3 déli t. A tedy i
k = NSN(p, q) déli t. Dostévame, ze fad t = k = NSN(p, ¢), coz je dokazované tvrzeni.

Podle principu matematické indukce tvrzeni plati pro libovolny pocet disjunktnich cykli. O

Ruffiniho véta je silny néstroj. Nyni snadno uréime ¥ad libovolné permutace 7, coz je soucasné Fad
prvku 7 v grupé permutaci, a také ¥ad piislusné cyklické grupy ().

Priklad 7.9. Uréime fady vSech prvkid v symetrické grupé (Sg, o).

S vyhodou vyuzijeme zépisu permutaci pomoci cykli. Tfebaze grupa (Sg,o) méa 720 prvki, tak abychom
urdili vSechny mozné fady, bude stacit si rozmyslet, jaky muzZe byt zapis kazdého prvku grupy (Sg, o) pomoci
disjunktnich cykli. Mame nasledujici moznosti, jak disjunktni cykly vypadaji:

cyklus délky 6 permutace fadu 6,
cykly délky 5 a 1 permutace fadu 5,
cykly délky 4 a 2 permutace fadu 4,
cykly délky 4,1 a 1 permutace fadu 4,
cykly délky 3 a 3 permutace fadu 3,
cykly délky 3,2 a 1 permutace fadu 6,
cykly délky 3,1 a1 permutace fadu 3,
cykly délky 2, 2 a 2 permutace fadu 2,
cykly délky 2,2, 1 a1l permutace fadu 2,
cykly délky 2, 1,1, 1 a1l permutace fadu 2,
identickd permutace s cykly délky 1 permutace fadu 1.
Kazdy prvek grupy (Se, o) je pouze nékterého z fada 1, 2, 3, 4, 5, nebo 6. v

Vsimnéte si, Ze tiebaze ma grupa (Sg,o) 720 riznych prvka a ¢islo 720 mé 30 riznych déliteld, tak
kazdy prvek je pouze nékterého z Sesti uvedenych radi. Podobné se d4 ukizat, Ze v grupé (S7,0) je kazdy
prvek nékterého z deviti raznych fada (Cviceni 22). Dalsi ptiklad ukazuje, Ze neni tézké urcit ani pocet
permutaci néjakého pevné zvoleného fddu v dané grupé (S, o).

Priklad 7.10. Navézeme na Piiklad T a ukdzeme, kolik je v symetrické grupé (Sg,o) prvki fadu 3,
prvkd fadu 7 a prvka fadu 12.
Prvky fadu 3 jsou dvou druhti: jedna se jednak o permutace se dvéma cykly délky tii a jednak o permutace
s jednim cyklem délky 3 a tfemi cykly délky 1. Uréime pocty permutaci obou typt:
Permutaci se dvéma 3-cykly je
6 1
(3) 222 > = 40,

nebot prvky jednoho cyklu mtizeme zvolit (g) zpusoby, kazdé t¥i prvky mizeme do cyklu seradit dvéma

zpusoby (pofadi urcuje jen orientaci cyklu) a nerozliSujeme vzajemné pofadi obou cykli, proto délime 2.
Permutaci s jednim 3-cyklem a tfemi pevnymi body je

6
2=4
(3) 2=

nebot prvky cyklu miizeme zvolit (g) zpusoby a sefadit t¥i prvky do cyklu mizeme dvéma zpusoby (pofadi
urcuje jen orientaci cyklu). Poradi zbyvajicich prvki je jednoznacné.

Celkem méme 40 + 40 = 80 prvki fadu 3 mezi 720 prvky symetrické grupy (Se, o).

V grupé (Sg, o) neni zaddny prvek fadu 7, nebot 7 nedéli ¥4d grupy 720. Existence takového prvky by
byla ve sporu s Lagrangeovou vétou (Véta EI).

V grupé (Sg, o) neexistuje zadny zadny prvek fadu 12, tfebaze 12 déli ¥ad grupy 720. Z Sesti prvka
nelze sestavit permutaci fadu 12, nebot z 6 prvkil nelze sestavit cyklus délky 12 ani dva cykly délky 3 a 4,
které by Podle Ruffiniho véta (Véta Z3) davaly permutaci fadu 12. v
Cviceni
7.2.1.  Urcete, kolik je v symetrické grupé (Se, o) proki fadu kaZdého piipustného fadu.

7.2.2.  Urcete, jaké jsou tady prvki v symetrické grupé (S7,0).
7.2.3.  Urcete, kolik je v symetrické grupé (S7,0) prokd fddu 6.

7.2.4. Jakého nejvyssiho tadu jsou prvky v grupé (S1o,0)?
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v

7.2.5. Meéjme funkci ¥ : N — N, kterd uddva nejvys.
neklesagjict.

7.2.6.  Mé&jme permutaci m = (1428)(39765) mnoziny [1,9]. Uréete a) 72, b) w'42.

fad prokid v grupé (Sp,o). UkaZte, Ze funkce ¥ je

7.3. Parita permutace

Parita celého ¢isla popisuje, zda je ¢islo sudé nebo liché (,,parita“ od slova ,péar®).

Kazdou permutaci lze zapsat riznymi zptusoby pomoci disjunktnich cyklt. Zapis sice obecné neni
jednoznac¢ny, mtuzeme vSak jednoznacné volit poradi cykla i zapis kazdého cyklu. V této kapitole ukazeme,
Ze kazdou permutaci lze zapsat jako slozeni cykli délky 2 (2-cykli), které obecné nebudou disjunktni. Takovy
zapis sice také neni jednoznac¢né urceny, ukazeme ale, ze jednoznac¢né urcena parita poctu takovych 2-cyklu.

Transpozice
Abychom popsali paritu permutace, zavedeme tzv. transpozici.

Definice Transpozice
Méjme permutaci 7 grupy (S,,0). Permutace 7 se nazyva transpozice pravé tehdy, kdyZ tato permutace
zaméni pouze dva prvky a ostatni prvky jsou fixované, tj. 7(i) = j, 7(j) =i a7(k) = k pro k € [1,n]\ {4,j}.

Transpozice existuje pouze na nosné mnozin€ s alespon dvéma prvky, tedy v symetrické grupé .S,, pron > 2.
Maticovy zapis transpozice 7 je

. 1 2 ... =1 4 441 ... j—1 5 5741 ... n
\1 2 ... ¢—1 45 i4+1 ... j—1 4 541 ... n)"°
Jednodussi zépis transpozice je pomoci cykld, nebot transpozice odpovid4 pravé 2-cyklu (i j).

1 2 3 4

29 3 4 1 ) Permutaci zapiseme jako slozeni

Piiklad 7.11. Méjme permutaci o popsanou matici o = (

tii transpozic.
Vezmeme t¥i transpozice (je zfejmé, Ze se jednd o transpozice)

(1 2 3 4 (1 2 3 4 (1 2 3 4
m=\2 13 4) ™7 \3 21 4) B~ 2 3 1)

Plati 0 = 73 0 79 o 71, nebot sloZenim dostaneme
o o — 1 2 3 4 o 1 2 3 4 o 1 2 3 4
OO =y 2 3 1 32 1 4 2 1 3 4

Jesté prehlednéjsi je zapis Prikladu [T pomoci cykli.

S

I
7 N
[N
wW N
= W
—
N~

I

Q

Priklad 7.12. Mg¢gjme permutaci o popsanou cyklem o = (1234). Permutaci zapiSeme jako slozeni t{
2-cykla (transpozic).

Vezmeme t¥i 2-cykly (je zfejmé, Ze se jednd o transpozice) 1 = (12),72 = (13),73 = (14). Plati o =
= T3 0 T3 0 71, nebot sloZzenim dostaneme 73077507 = (14)0(13)0(12)=(1234) =o0. v

Transpozice permutace
Me¢jme permutaci 7 popsanou matici

1 2 ... i ... j ... n
= ,
a az ... QG ... 4 ... Qn
kde prvky aj,as,...,a, tvofl permutaci mnoziny [1,n|. Permutace 7', kterou dostaneme zaménou jediné
dvojice prvki permutace m, je ,transpozici permutace 7.
1 2 ... ¢ ... 5 ... n
7 =7o0om= J
a a2 ... G ... Qi ... Gp
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Symbolicky miiZeme zapsat ©' = 7 o m, kde T je pfislusna transpozice. Uké&Zeme, Ze kazdy cyklus délky n
muzeme dostat pomoci n — 1 postupnych transpozic identity, a proto i kazdou permutaci mizeme dostat
jako slozeni jistého poctu transpozic.

Priklad 7.13. Ukéazeme, Ze cyklus o = (aq,as,...,a,) mizeme zapsat jako slozeni n — 1 transpozic.
Myslenka vychézi z feseni Piikladu T2 Mé&jme transpozice 71 = (a1 as), 72 = (a1 a3), ..., Tn_1 = (a1 ay).
Jejich slozenim 7, 0o 7,,_1 0 - -- o 7y dostaneme

ThO0Tp—10---07 = (ajap)o(ayap—1)o---o(araz)o(ajaz) = (aras ... an_1a,) = a.

Cyklus a = (aq,as,...,a,) umime zapsat pomoci transpozic, kdy postupné skldddme transpozice, které
postupné prohodi prvek z pozice j s prvkem na pozici 1 nasledné prvek z pozice j + 1 s prvkem na pozici 1
(kde byl prvek z pozice j). v

Priklad 7.14. Na strané BA jsme popsali prvky dihedralni grupy (D3, o) jako permutace mnoZiny vrcholt
{A, B,C}. Ukazeme, ze (S3,0) = (D3, 0) a ukdzeme, jak jednotlivé symetrie zapsat pomoci transpozic.
Plati S5 = D3, nebot vSech Sest permutaci mnoziny {A, B, C'} patii do D3. Permutace

A B C
m=(4 5 0)=-n=
A B
R120=<B C ) (ABC)=(AC)0o(AB)
A B C
R240:<C A B) (ACB)=(AB)o(AQ)
A B C
Za= (A C B>
A B C
Zs = (c B A)
A B
Ze = (B y C) (AB)
Vsimnéte si, ze vSechny rotace sestavaji ze sudého poctu transpozic, zatimco vsechna zrcadleni sestévaji
z lichého poctu transpozic. v

Otazka: Je pravda, Zze piimé symetrie rovnostranného trojuhelnika (rotace) sestavaji ze sudého poctu
transpozic a nepfimé symetrie (zrcadleni) z lichého poé¢tu transpozic?

Sudé a liché permutace

Pocet transpozic a parita poc¢tu téchto transpozic je diilezitou vlastnosti, ktera mé zajimavé praktické du-
sledky. Permutace se nazyva sudd, jestlize je mozno ji napsat pomoci sudého poctu transpozic. Jinak se
permutace nazyva lichd. Ve Vété [ ukazeme, Ze definice je korektni a tfebaze stejnou permutaci mizeme
zapsat mnoha zptsoby pomoci transpozic, parita poc¢tu téchto transpozic ztstane zachovana.

V nékterych knihach je parita permutace zavedena pomoci tzv. inverzi v permutaci. O inverzich v per-
mutaci je psano na strané I33. Oba zpusoby popisu parity permutace jsou ekvivalentni, jak ukaZeme
ve Véte [

Parita permutace mtze pomoci zduvodnit nedosazitelnost nékterych rozmichani kombinac¢nich hlavo-
lam jako je Rubikova kostka nebo Loydova patnactka, kterou jsme popsali v Sekci 23 na strané Ed. Loy-
dova patnactka sestava z patnacti ¢tverecki umisténych do krabicky pro 4 x 4 ¢tverecky, pricemz ¢tverecky
miizeme posouvat na sousedni volnou pozici (Obrézek [ZZ). VSimnéte si, Ze prazdny ¢tveredek hlavolamu
miizeme vzdy povazovat za Cislo 16 a fadky hlavolamy ¢ist jako néjakou permutaci ¢isel 1,2, ..., 16.

Kazdym tahem posuneme na volné misto ctverecek ze sousedniho policka. Kazdym takovym pripustnym
tahem se zméni parita p uvedené permutace: posuneme-li libovolny ¢tverecek v fadku na volné policko,
tak toto odpovidé jedné transpozici ¢tverecku s ¢islem 16, nebot dvojice sousednich éisel si prohodi mista;
posuneme-li libovolny ¢tverecek ve sloupci na volné policko, tak neni tézké si rozmyslet, ze takové transpozice
jsme udélali t¥i — tii postupné transpozice se tfemi ¢tverecky, které se nachézeji mezi obéma prohozenymi
misty ¢teno po fadcich.

Na druhou stranu vyjadiime-li soucet ¢ fadku a sloupce volného polic¢ka hlavolamu (poc¢itédno v taxikérské
metrice naptiklad od posledniho pole vpravo dole), tak kazdy tah zméni paritu éisla ¢, nebot vzdy se zméni
pravé jedna souradnice o jednicku.
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THE, 415 P

NTE = =

Obrazek 7.2.: Ilustrace Loydovy patndctky z roku 1914.

Nyni si vSimneme, ze kazdy tah zachova paritu souctu p + ¢, protoze kazdy tah zméni paritu obou
s¢itanct p i q. To znamend, ze vSechny pozice, ze kterych mtizeme doséhnout vytfeseného stavu hlavolamu
pomoci pripustnych tahti, maji stejnou paritu souctu p + ¢q. AvSak stav, ve kterém prohodime ctverecky
na sousednich polic¢cich 14 a 15, odpovidd permutaci, kterd méa opacnou paritu nez vyteSeny stav. Takové
stavy nelze pomoci zadné posloupnosti pfipustnych tahi vyfesit.

Permutace pomoci transpozic
Nyni ukdzeme, Ze transpozice mohou byt jakymsi stavebnim kamenem libovolné permutace.

Véta 7.4. KazZdd permutace v grupé (S,,o) miZe byt zapsina pomoct transpozic (ne nutné disjunktnich
2-cykla).

Diikaz. Podle Piikladu I3 vime, ze kazdy cyklus o = (aj ag ... a,) délky n umime napsat jako slozeni
n — 1 transpozic. Plati, ze a = (ajaz ... an) = (a1 a,) o (a3 ap—1) o --- o (ay az), nebot ob& permutace jsou
shodné: plati a(ay) = ag, alaz) = as, ..., a(an-1) = an.

Déle ozna¢me libovolnou permutaci o € S,, mnoziny [1,n] . Podle Véty 0 umime o zapsat pomoci
pomoci disjunktnich cykld. Kazdy tento cyklus umime prepsat jako sloZeni transpozic, a zopakovanim
postupu pro kazdy cyklus permutace ¢ napiSeme permutaci ¢ pomoci transpozic. (I

Otazka: Mégjme permutaci 7 mnoziny [1,n]. Permutaci m zapiSeme pomoci transpozic. Rovna se pocet
transpozic poc¢tu inverzi v permutaci 7?7

Priklad 7.15. V Pfikladu T2 na strané B4 jsme popsali prvky dihedralni grupy (Dy, o) jako vybrané(!)
permutace mnoziny vrcholi {A, B, C, D}. Ukézeme, jak symetrie ¢tverce zapsat pomoci transpozic.
Permutace z Prikladu I zapiSeme pomoci transpozic.

we (428 -

R90:<g v Z):(ABCD):(AD)o(AC)o(AB)
R180:<é [ g):(AC’)o(BD)
Rm:(g b g):(ADCB)z(AB)o(AC)o(AD)
H:(g b Z):(AD)o(BC)

v=(3 5 5 0)-unecn

e (255 B)-wo

e(42 8 8)-an
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Vsimnéte si, Zze nékteré rotace sestavaji z lichého poctu a nékteré ze sudého poctu transpozic. Podobné
néktera zrcadleni sestavaji z lichého poctu a néktera ze sudého poctu transpozic. v

Otazka: Je pravda, ze pfimé symetrie ¢tverce (rotace) sestavaji ze sudého poctu transpozic a nepfimé
symetrie (zrcadleni) z lichého poctu transpozic?

Lemma 7.5. Pro identickou permutaci € = [}y o By 0 --- o B, zapsanou pomoci transpozic (2-cykli)
B1, B2, ..., By je ¢islo r uddvajict pocet transpozic sude.
Dikaz. Méjme nosnou mnozinu A = [1,n]. Tvrzeni ukdZeme matematickou indukci vzhledem k poctu

transpozic 7.

Zdklad indukce: Nejprve si uvédomime, ze r > 1, nebot jedna transpozice (2-cyklus) neni identitou. Pro r =
= 2 tvrzeni ihned plati, nebot € = 8 o 3 a proto déle predpokldaddme, Ze r > 3.

Indukcénd krok: Predpokladejme, Ze je-li € vyjadieno pomoci mensiho po¢tu transpozic (2-cyklit) nez r, tak
je pocet 2-cyklt sudy. Je-li 2-cyklus 5, = (ab), tak rozlisime étyfi pfipady podle tvaru 2-cyklu f,_1, pficemz
vyZzijeme pozorovani, ze pro kazdy 2-cyklus plati (i j) = (5 ).

1) Je-li B,—1 0 B, = (ab) o (ab), tak B,._1 o B, = € a tvrzeni plati podle indukéniho pfedpokladu.
2) Je-li Br_1 0B, = (ac) o (ab), tak upravime S,_1 0 8, = (ac) o (ab) = (ab) o (bc).

3) Je-li 8,108, = (be) o (ab), tak upravime 3,1 0 5, = (bc) o (ab) = (ac) o (cb).

4) A je-li B,_1 06, = (cd) o (ab), tak cykly komutuji a 3,1 0 8, = (c¢d) o (ab) = (abd) o (cd).

V prvnim pfipadé se ndm podafilo € pfepsat pomoci r — 2 transpozic (2-cykll) a ve vSech zbyvajicich
tfech pfipadech byl prvek a presunut do 2-cyklu s nizsim indexem. Opakovanim téhoZ postupu pro 2-cykly
Br_2 o Br_1 bud pfesuneme prvek a do 2-cyklu 8, o, nebo pocet 2-cykll snizime o 2. A stacéi si uvédomit,
Ze takto bychom mohli prvek a pfesunout do prvniho (a jediného!) 2-cyklu S;, coZ neni moZné, nebot ¢ je
identickd permutace, kterd prvek a fixuje (prvek a nemiize byt v jediném 2-cyklu). Proto vzdy diive nebo
pozdéji snizime v zapisu identity pocet transpozic (2-cykli) o 2, coZ znamend, ze r je sudé, stejné jako r — 2
podle indukéniho predpokladu. O

Véta 7.6.  Pro kaZdou permutaci o v grupé (Sp, o), plati, Ze vSechna vyjadieni a zapsand pomoct transpozic
(2-cykli) maji stejnou paritu, tj. je-li o = 1o fBy0---00, =~ 07930--- 07, tak r a s maji stejnou paritu.

Dikaz. Levou i pravou stranu rovnosti

profao---of, =109 007
roznasobime postupné prvky £, 1, 5;117 B 1 a dostaneme
e=m0720-0708 o o 0B
Protoze 2-cykly jsou rovny své inverzi, dostaneme

E= 4107300750808 100 B

Podle Lemmatu A1 je e suda permutace, proto 7 + s je sudé ¢islo. To znamend, ze r i s jsou soucasné suda
nebo soucasné lich4 ¢isla. O

Kazda permutace mé podle Véty [ jednoznac¢né urcenou paritu. Permutaci mozno zapsat riznym
zplsobem pomoci matic, pocet transpozic miize byt pro rizné zapisu rizny, avsak vzdy je pocet transpozic
sudy, nebo vzdy lichy. Podobné tutéz permutaci je mozno zapsat pomoci 2-cyklii (ne nutné disjunktnich
2-cykld) mnoha riiznymi zpiisoby, avSak vzdy mé pocet 2-cykli stejnou paritu: je pro danou permutaci vzdy
sudy, nebo vzdy lichy.

Alternujici grupa

Podmnozinu vSech sudych permutaci symetrické grupy (S, o) zna¢ime A,. Nésledujici véta fika, Ze tato
podmnozina grupy (S,, o) tvofi podgrupu (A4,, o), které se ¥ika alternujici grupa.

Véta 7.7. MnoZina sudych permutaci A, (permutaci sudého vadu) mnoZiny [1,n] tvoii podgrupu (A, o)
v symetrické grupé (S, o).

Diikaz je ponechan jako Cviceni 311

Priklad 7.16. Ukédzeme, ze alternujici grupa (A,, o) je normélni podgrupa symetrické grupy (S, o).
Podle Véty O je grupa (A, o) podgrupou (S, o). Je-li o € S, libovolnd permutace a w € A,, néjaka suda
permutace, tak slozen permutace o o m oo~ ! je stejné parity jako permutace o, nebot podle Cviceni =321
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maji permutace o i 0~ ! stejnou paritu. To znamen4, e coroo~! € A,,. Podle Véty B2 je (A,,, o) normalni
podgrupa v (S, 0). v

Priklad 7.17. Ukédzeme, ze pro n > 1 je fad alternujici grupy (A4,,o) je n!/2.

Ukéazeme, ze pravé polovina permutaci netrivialni symetrické grupy je sudych a polovina je lichjch. Podle
Piikladu I3 je (A, o) norméalni podgrupou (S,, o), a proto mizeme sestavit faktorovou grupu (An / S,y o).
Tato faktorova grupa méa dvé tiidy rozkladu: sudé permutace A, a liché permutace S, \ A,. Obé t¥idy
rozkladu jsou podle Véty IO stejné velké. R4d symetrické grupy (S,, o) je n!, proto |A,| = n!/2. v

Otazky:

e Pro¢ v Prikladu T pozadujeme, aby symetrickd grupa byla netrivialni?
e Tvoii podmnozina vSech lichych permutaci podgrupu symetrické grupy (S, 0)?

Vsechna rozmichani Rubikovy kostky mutzeme popsat jako permutace mnoziny nalepek na kostce. Neni
tézké si rozmyslet, Ze otoceni kazdé stény odpovidd sudé permutaci nalepek, proto naptiklad neni mozné
otadenim stén kostky dosdhnout takového usporadani, kde je pootocena jedind hranové kostka, nebot takové
rozmichani by odpovidalo liché permutaci nalepek. Vice o rozmichanich a sklddanich hlavolami je psano
na strané 77 a [Z0.

Priiklad 7.18. PopiSeme vSechny pfimé symetrie pravidelného ¢tyisténu. Ukazeme, Ze tvori alternujici
grupu (4,, o).
Nejprve zndzornime vSechny symetrie pravidelného ¢tyfsténu (Obréazek [37).

e=(1) Db C)(BD)
\‘)
A C
(AD
C/n‘
(AB
m‘

Obrézek 7.3.: Symetme pravidelného ctyrsténu.

b (AD

| b
Sy . &

Q'
=

B

\-;

(ACB) ‘D

B)
D)

&
Q
D

Vsimneme si, ze kazdou z dvanacti symetrii je mozno zapsat pomoci sudého poctu transpozic, pricemz
se jednd pravé o sudé permutace alternujici grupy (Ag, o) v

Cviceni
7.3.1.  Mé&jme prirozené éislo n, n > 2. Ukazte, Ze pokud mnoZina K = {(14) : i € [2,n]}, tak mnoZina
vSech permutact generovanych mnoZinou K je grupa vsech permutact S, n-prokové mnoziny [1,n].

7.3.2.  Méjme piirozené ¢islo n, n > 3. Ukaste, Ze pokud mnozina K = {(1ij) :4,j € [2,n] a soucasné i #
= j}, tak mnoZina vSech permutact generovanych mnoZinou K je grupa vsech sudych permutaci A,, n-prvkové
mnoziny [1,n].
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7.3.3.  Mé&jime permutaci o, kde o € S,. Jak vypadd zdpis permutace o=, jestliZe o je zapsdna pomoci
transpozic 0 = (a1 as)(az aq) ... (Am—1am)?

1

7.8.4. Méjme permutaci o € S,,. UkaZte, Ze inverzni permutace o~ a) md stejnou paritu jako permu-

tace o, b) Fdd permutace o1 je stejny jako Tdd permutace o.

7.83.5.  Dokazte Vétu [[77], Ze mnozina sudych permutaci A,, mnoZiny [1,n] tvort podgrupu (A,,, o) v symet-
rické grupé (Sp, o).

7.3.6.  Najdéte vsechny cyklické alternugici grupy (An, o).

7.8.7.  Méjme permutaci m mnoZiny [1,n|. Urcete a) jaky je nejmensi a b) jaky je nejuétsi pocet inverzi
v permutact T.

7.8.8.  Ukazte, Ze alternujici grupa (As, o) obsahuje prvek fadu 15.
7.3.9.  Ukazle, Ze grupa symetrii krychle je prave symetrickd grupa Sy.

7.8.10. Ukazte, Ze grupa symetrii pravidelného osmistenu je prave symetrickd grupa Sy.

7.4. Doplnkova témata

Inverze v permutaci

Pouze pro identickou permutaci je posloupnost prvka na druhém fadku rostouci, stejné jako je rostouci
posloupnost prvki na prvnim fadku. Jestlize mame permutaci 7, pficemz 7 # ¢, popsanou matici

. 1 2 ... ¢ ... j ... n
S \a a4 .o.oap . ap )]
kde prvky ai,as,...,a, tvofl permutaci mnoziny [1,n], tak vzdy jsou v druhém faddku matice takové dvo-

jice prvkd mnoziny [1,n], Zze vétsi prvek se nachézi vlevo od mensiho prvku. Takové dvojice jsou inverze
v permutaci.

Definice Inverze v permutaci

Mgjme permutaci 7 grupy permutaci (.5, o) mnoziny [1,n]. Rekneme, ze dvojice prvki a,,a; € [1,n] tvori
inverzi v permutaci T, jestlize pro ¢ < j plati 7(i) = a; > a; = 7(j) (tj. vétsi z obou Cisel se v permutaci
zapsané pomoci matice nachazi pred mensim éislem).

Upozornéme, Ze inverzni permutace 7! je néco jiného, neZ inverze v permutaci 7. Zatimco inverzni per-
mutace ,byt inverzni vzhledem k jiné permutaci® je vztah mezi permutacemi v grupé (Sy,,o), tak inverze
v permutaci 7 je vztah mezi dvojicemi prvkd mnoZiny [1,n], které se nachdzi v jisté posloupnosti, a sice
v posloupnosti prvkd na druhém fadku permutace zapsané pomoci matice, kde navic prvni radek je praveé
posloupnost (1,2,...,n).

Mezi transpozicemi permutace a inverzemi v permutaci je uzky vztah. Ukazeme, Ze jestlize v néjak
permutaci 7 je sudy pocet inverzi, tak takova permutace vzdy jde napsat pomoci sudého poctu transpozic,
a naopak.

Priklad 7.19. Uréime pocet inverzi v permutacich mnoziny [1,5] a) 7 = (1 234 5) b) o =

2 3 5 41

= (15)(243).

Abychom urdili pocet inverzi permutace 7 projdeme postupné vsech (120) dvojic v druhém fadku permutace.
Vzdy se podivame, zda za né€jakému prvku piedchazi vétsi prvky. Prvku 2 nepfedchézi zadny prvek. Prvku 3
ani prvku 5 nepredchazi zadny vétsi prvek. Prvku 4 prechazi t¥i prvky, vétsi je pouze prvek 5, nasli jsme
prvni inverzi. A konecné prvku 1 prechézi ¢tyfi prvky a kazdy je vétsi, mame celkem dalsi ¢tyfi inverze.
Permutace 7 obsahuje 1 4+ 4 = 5 inverzi.

1 2 3 45
5 4 2 3 1
urcime pocet inverzi 0 + 1+ 2+ 2+ 4 =9 inverzi. v

Abychom ur¢ili inverze v permutaci o, zapiSeme o pomoci matice. o = ( ) Nyni snadno

Inverze v permutaci a transpozice
Mezi inverzemi v permutaci a mezi transpozicemi je tzky vztah. Nejprve ukazeme nasledujici lemma.
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Lemma 7.8. KaZdou inverzi v permutact lze zapsat pomoci lichého poctu transpozic sousednich prvki.

Dikaz. Méjme permutaci o, kterd je dana nasledujici matici

1 2 ... ¢ ... 7 ... n
o= J .

a az ... 4G ... 4 ... Qn
Pokud dvojice a;, a; tvori inverzi v permutaci o, tak tuto transpozici miiZeme odstranit pomoci transpozic
sousednich dvojic prvka na druhém Fadku matice permutace. Je snadné si uvédomit, ze pravé transpozice
sousednich dvojic prvkt vzdy zméni paritu po¢tu inverzi v permutaci, nebot vzdy prida nebo ubere v per-
mutaci pravé jednu inverzi. Oznacme t = j — i. Postupnym provedenim ¢ transpozic sousednich dvojic
s !/ 7 v 7 .
(aja;) o (aj a41) o ... 0 (aj—1a;) dostaneme permutaci o', kde prvek a; se v druhém fadku posune pod i
a nasledujici prvky aZ do aj_; se posunou o jednu pozici doprava. Dostaneme permutaci danou nésledujici

matici.
, 1 2 ... i i4+1 ... j—=1 4 ... n
a az ... @aj a; N aj—2 aj—1 ... Qn ’

Provedenim dalsich ¢ — 1 transpozic (a; a;—1) o (a; aj—_2) o ...o (a; aj+1) posuneme v druhém Fadku prvek a;
pod prvek j a predchozi prvky pocinaje prvkem a;;; se posunou zpét o jednu pozici vlevo. Dostaneme
permutaci ¢” danou néasledujici matici, kterd je transpozici (a; a;) permutace o.

, (1 2 ... i i+l ... j—-1 § ... n)

g = .
ay ag cee Gy a41? e aj—1 a; N 7%

Udélali jsme elkem 2¢ — 1 transpozic sousednich prvki, zménili jsme proto (2¢ — 1)-krat paritu permutace o.
a

Priklad 7.20. NapiSte permutaci mnoziny [1, 5] z P¥ikladu ZI0 7 = (; ?)) g j 1>p0n1oci transpozic
sousednich prvki.
Permutaci © mZzeme zapsat pomoci nasledujicich transpozic sousednich prvki. Pomoci transpozic (15) o

(14) 0 (13) 0 (12) dostaneme z identické permutace € permutaci
1 2 3 4 5
2 3 4 51
a dale pomoci transpozice (45) prohodime prvky 4 a 5. Dostdvame permutaci

/12 3 45
™\2 35 4 1)

To znamena, ze permutaci 7 lze zapsat pomoci péti transpozic sousednich prvki. v
Z Lemmatu [X] dostavame ihned nasledujici tvrzeni.

Véta 7.9. Permutace o € S, pro n > 2 je suda pravé tehdy kdyz v permutaci o je sudy pocet inverzi.

Diikaz.  Staci si uvédomit, ze identickd permutace ¢ je sudd a neobsahuje zadnou inverzi v permutaci.
Kazdou inverzi v permutaci lze dostat pomoci lichého po¢tu transpozic, proto permutace, které obsahuji lichy
pocet inverzi, lze napsat pomoci lichého poctu transpozic sousednich prvki a permutace, které obsahuji sudy
pocet inverzi, 1ze napsat pomoci sudého poctu transpozic sousednich prvkid. Tvrzeni ihned plyne z Véty

O

Zjistit paritu dané permutace o muzeme dvojim zpusobem. Jednak pomoci transpozic, jakmile najdeme
néjaké vyjadieni permutace ¢ pomoci transpozic a uréime paritu poctu téchto transpozic. Nebo pomoci
inverzi v permutaci, jestlize zjistime pocet inverzi a uréime paritu poctu téchto inverzi. Pozor, neni pravda, ze
pocet transpozic permutace o je stejny, jako pocet inverzi v permutaci o. Zatimco pocet inverzi v permutaci
je jednoznac¢né urcen, tak pocet transpozic neni omezen, existuje nekone¢né mnoho zptisobti, jak danou
permutaci (i na koneéné mnoziné) zapsat. Napiiklad identickd permutace e na mnoziné [1,n], pro n > 2
je sudd permutace, ve které neni zadna inverze. Identitu vSak muZeme zapsat pomoci transpozic mnoha
zpisoby, napiiklad ¢ = (12)(12) = (12)(12)(12)(12), a podobné.
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Priklad 7.21. Uréime paritu permutaci mnoziny [1,5] z Piikladu CIT9@ a) 7 = (1 234 5) b)

2 3 5 41

o=(15)(243).
Podle Piikladu IT@ vime, ze permutace 7 obsahuje 1 + 4 = 5 inverzi, proto je licha. Alternativné bychom
mohli permutaci 7 zapsat pomoci transpozic sousednich prvku jako v Prikladu Takovych transpozic
je pét, a proto je permutace 7 licha.

Podle Piikladu IT@ vime, %e permutace o obsahuje 9 inverzi a je proto licha. Alternativné bychom
mohli permutaci o = (15)(24 3) pfepsat jako o = (15)(24)(23), a protoze je zapsiana pomoci lichého poctu
transpozic, je permutace o liché. v

Odkazy:

® https://cs.wikipedia.org/wikil/Znamenko_permutacq

Ivy cube

Ivy cube je jeden z mnoha hlavolamt podobnych Rubikove kostce. Ukéazeme si, jak hlavolam popsat pomoci
permutaci a jak s vyuzitim softwaru GAP analyzovat vybrané tahy.

Obrézek 7.4.: Ivy cube.

Hlavolam mé tvar krychle, kazda sténa krychle je rozdélena na t¥i ¢asti, které lze otaCenim piemistit
na jinou sténu (Obrézek CAT). Otacet lze ¢tyfmi z osmi rohtl, kazdé otofeni pfemisti Sest nélepek.

Jednotlivé nalepky si oznac¢ime jako na Obrazku 21 Kazdé otoceni miZzeme zapsat jako permutaci
prislusnych nalepek. Snadno nahlédneme, ze kazdé otoceni rohu odpovida dvéma cyklim délky 3, které
popisuji pfemisténi nalepek pfi jednom otoceni. Rohy, kolem kterym mutzeme otacet, oznacime R, L, F' a
B. Stejné oznac¢ime piislusné permutace, které budou odpovidat otoc¢eni rohu ve sméru hodinovych rucicek.

B
Obrazek 7.5.: Oznacni ndlepek Ivy cube.
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Dostaneme ¢tyfi permutace
R=(2514)(1613), L=(2811)(3712), F =(81417)(91516), B =(51117)(41018).

Kazdy postup michani nebo skladani hlavolamu Ivy cube mtzeme pospat jako skladani téchto ¢tyf zobrazeni.
Naptiklad otéceni rohu R proti sméru hodinovych rucicek mtizeme oznacit jako R o R. Pii popisu algoritmu
byva obvyklé popsat otodeni proti sméru hodinovych ruciéek jako R’. Naptiklad posloupnost otodeni

R,L,R.L'.F',B,F,B

Udéla permutaci vSech ,stiedovych® dilkt Ivy cube. Pfesndji posloupnost otoc¢eni R, L, R', L’ udéla per-
mutaci (14211) a posloupnost otoceni F’, B, F, B udéld permutaci (8175). Jestlize udélame posloupnost
inverznich tahi v opa¢ném potadi

B ,F',B,F,L,R,L'.R.

dostaneme opét slozenou Ivy cube. Dokonce, jestlize posloupnost tahti bude
L,R,L',R,B',F', B, F,

tak dostaneme sloZenou Ivy cube, nebot obé uvedené ctvefice tahtt R, L, R, L' a F’', B’, F, B odpovidaji
disjunktnim permutacim (14211) a (8175), které spolu komutuji.

Analyza pomoci GAP
Pomoci softwaru GAP ukazeme, Ze Ivy cube mé pouze 29 160 rtznych rozmichani, jestlize rozliSujeme
rozmichéani, kterd jsou identickd vzhledem k symetriim krychle. Nejprve popiseme Ivy cube jako podgrupu
grupy permutaci. Protoze Ivy cube ma 18 nélepek, budeme pracovat s podgrupou grupy S1s. Kazdé otaceni
rohu odpovida jednomu generatoru podgrupy.

gap> G:=SymmetricGroup(18);

gap> R:=(2,5,14)(1,6,13);
gap> L:=(2,8,11)(3,7,12);
gap> F:=(8,14,17)(9,15,16) ;
gap> B:=(5,11,17)(4,10,18);

gap> K:=Subgroup(G, [R,L,F,B]);

Group([ (1,6,13)(2,5,14), (2,8,11)(3,7,12), (8,14,17)(9,15,16), (4,10,18)(5,11,17) 1)

Dale zjistime 7ad podgrupy K.

gap> Order (K) ;

29160

Podle Cviceni = ma Ivy cube jen 24-1 215 = 29 160 rtznych rozmichani. Vidime, ze kazdé pfipustné
rozmichéani je pomoci ¢tyf vychozich tahii dosazitelné.

Je snadné si rozmyslet, ze kazdé otoceni rohti odpovidd sudé permutaci, proto dosazitelnd rozmichani
odpovidaji sudym permutacim mnoziny nalepek. V GAPu snadno ovéfime, Ze je mozné pootocit jedinou
rohovou kostku, naptiklad s nalepkami 3, 7 a 12.

gap> Factorization(K, (3,7,12));

(x2%x17-1%x2*x1) "2

Naproti tomu prohodit dvé stfedové kostky neni mozné, nebot takové prohozeni odpovidé lich€ permu-
taci stfedovych kostek, napfiklad s nalepek 2 a 8. V GAPu toto pozorovani snadno ovérime.

gap> Factorization(K, (2,8));

fail

Prohodit dvé dvojice stredovych kostek vSak mozné je, takové prohozeni odpovida sudé permutaci.
Mizeme napftiklad prohodit kostky s nalepkami 2 a 17, 5 a 8.

gap> Factorization(k, (2,17)(5,8));

x3%x2*x37 - 1*x2%x1 " -1*x2%x1

Odkazy:

® https://ruwix.com/twisty-puzzles/ivy-cube/]
® ETTp://www.rubiksplace.com]

Cviceni
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7.4.1.  Ukazte, Ze je mozné na Ivy cube pootocit pouze jedinou rohovou kostku s wvyuzitim otaceni pouze
dvou riznych rohi.

7.4.2. Pomoci softwaru GAP ukazte, Ze jak na Ivy cube pootocit jednu rohovou kostku.

7.4.83. Ukazte, Ze Ivy cube ma mené nez 30 tisic ruznych rozmichani.
Floppy cube

Hlavolam Floppy cube vynalezl Katsuhiko Okamoto. Princip hlavolamu je velmi podobny Rubikové
kostce, avSak ma pouze jedinou vrstvu (Obrazek CH). Otacel 1ze kazdou ze ¢tyf stén nejen o 180°, ale i
vrstvu deviti kostek. Pokud se omezime na rozmichani, kterd zachovavaji tvar obdélniku 1 x 3 x 3 kostek,
tak existuje celkem 192 rtznych rozmichéni Floppy cube (Cviceni IZ).

Obrazek 7.6.: Floppy cube.

Jesté jednodussi variantou je hlavolam Zcube, ktery sestavd z pouhych &tyf kostek (Obrazek 7).
Otacet muzeme kteroukoliv ze Ctyf stén Zcube ma pouhych Sest ruznych rozmichani, pokud rozlisime i
raznéa otoceni hlavolamu jako celku, muzeme uvazovat 24 rlznych romichani. Je zajimavé si uvédomit
principidlni rozdil hlavolamt podobnych Rubikové kostce se sudym a s lichym pocétem kostek na hranach.
Zatimco u Floppy cube 1 x 3 x 3 zistava pii kazdém otoceni stfedni kostka zafixovand, tak u Zcube mtuzeme
napfiiklad otocenim predni a zadni stény dostat ,rozmichani“, které je identické s vychozim stavem, pouze
cely hlavolam je otocen o 180°. Jestlize takova rozmichani nepovazujeme za ruzna od vychoziho stavu, ma
Zcube pouze Sest riznych rozmichani (Cviceni Z).

Obréazek 7.7.: Zcube.

Vsech Sest riznych rozmichani Zcube mizeme dosdhnout pomoci pouze pomoci otaceni predni a pravé
stény. Staci si uvédomit, Ze jednu rohovou kostku mutizeme pevné zafixovat, nebot kazdé otoceni F predni
stény odpovida otoceni B zadni stény a kazdé otoceni R pravé stény odpovida otoceni L levé stény, protoze
vysledné rozmisténi je totozné s pouhym otocenim nebo prevracenim celého hlavolamu. Téchto Sest rozmi-
chani mizeme oznadit jako ¢, F', R, RoF, FoR a F o (Ro F). Snadno ovéfime, Ze kazdé dalsi rozmich4ni
je odpovidd nékterému z Sesti uvedenych rozmichani. Napiiklad F o (RoF)=(FoR)oF=(RoF)oR=
= Ro (F o R) a podobné.
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o L r R RoF FoR Fo(RoF)
L L F R RoF FoR Fo(RoF)
F F L FoR Fo(RoF) R RoF
R R RoF L F Fo(RoF) FoR
RoF RoF R Fo(RoF) FoR L F
FoR FoR Fo(RoF) F L RoF R
Fo(RoF)|Fo(RoF) FoR RoF R F L

Tabulka 7.1.: Tabulka skladdni pripustnych romichdani Floppy cube.

Kazdé rozmichani odpovida nékteré permutaci nalepek na kostce a vSechna rozmichani tvori grupu
radu 6. Tabulkou této grupy je Tabulka 1 s operaci skladani zobrazeni.

Odkazy:
® phttps://ruwix.com/twisty-puzzles/super—floppy-cube/|

® http://www.rubiksplace.com/]

Cviceni
7.4.4. Analyzugte pocet rozmichdni Zcube (1 x 2 x 2) obdobnym zpisobem jako v Prikladu [TZ-3]

1] 2
516
718
13 | 14
15116

Obrazek 7.8.: Oznacni ndlepek Zcube.

7.4.5.  Urcete, jaké je mazimum nejmensiho poctu tahi pro sloZeni rozmichané Zcube (1 x 2 x 2).

7.4.6.  Analyzujte pocet rozmichdni Floppy cube (Rubikovy kostky 1 x 3 x 3) obdobnym zpisobem jako
v Prikladu [[Z-3]

25| 26 | 27

28 [ 29 | 30

Obrazek 7.9.: Oznacni ndlepek Rubikovy kostky 1 x 3 x 3.
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7.4.7.° Urcete, jaké je mazimum nejmensiho poctu tahi pro sloZeni rozmichané Floppy cube (Rubikovy
kostky 1 x 3 x 3).

7.4.8.7 Urcete, jaké je mazimum nejmensiho poctu tahi pro sloZeni rozmichané Floppy (Rubikovy kostky 1 x
3x3).

Kostka1l x 2 x 3

Dalsi z mnoha hlavolami podobnych Rubikové kostce je kostka o rozméru 1 x 2 x 3 krychlicek. Ukazeme si,
jak hlavolam popsat pomoci permutaci a jak s vyuzitim softwaru GAP analyzovat vybrané tahy.

Obrazek 7.10.: Kostka 1 x 2 x 3.

Hlavolam ma tvar hranolu, kazda sténa krychle je rozdélena na jiny pocet Casti, které lze otacenim
premistit ¢ otocit na jinou sténu (Obréazek IM). Na rozdil od rubikovy kostky ¢i od Floppy cube lze otocit
sténu pouze o 180°.

Jednotlivé nalepky si oznac¢ime jako na Obrazku I Kazdé otoCeni miZeme zapsat jako permutaci
prislusnych nélepek. Snadno nahlédneme, Ze kazdé otoceni odpovida nékolika dvojcyklam, které popisuji
otoceni prislusné stény o 180°. Podobné jako u Rubikovy kostky oznac¢ime jednotliva otoceni R, L, F a B.
Otoceni U, D nemaji smysl, nebotf kostka mé jedinou vrstvu.

17118 [ 19

20 | 21 | 22

Obrazek 7.11.: Oznaceni ndlepek kostky 1 x 2 x 3.

Dostaneme ¢tyfi permutace

R = (316)(819)(1122)(1213),

L= (114)(617)(920)(45),
F=(513)(919)(1018)(1117)(1416), B =

1
(412)(622)(721)(820)(13).

Analyza pomoci GAP
Pomoci softwaru GAP ukéZeme, Ze kostka 1 x 2 X 3 mé pouze 96 rtznych rozmichani, jestlize rozliSujeme
rozmichéni, kterd jsou identickd vzhledem k symetriim krychle. Nejprve popiSeme kostku 1 x 2 x 3 jako
podgrupu grupy permutaci. Protoze kostka 1x2x 3 ma 20 néalepek, budeme pracovat s podgrupou grupy Sos.
Kazdé otaceni rohu odpovida jednomu generatoru podgrupy.
gap> G:=SymmetricGroup(22);
gap> R:=(3,16)(8,19)(11,22)(12,13);
gap> L:=(1,14)(6,17)(9,20) (4,5);
gap> F:=(5,13)(9,19) (10,18) (11,17) (14,16) ;
gap> B:=(4,12)(6,22)(7,21)(8,20)(1,3);
gap> K:=Subgroup(G, [R,L,F,B]);
Group([ (3,16)(8,19)(11,22)(12,13), (1,14)(4,5)(6,17)(9,20),
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(5,13)(9,19) (10,18) (11,17) (14,16), (1,3)(4,12)(6,22)(7,21)(8,20) 1)

Dale zjistime fad podgrupy K.

gap> Order (K) ;

96

Ve Cviceni [ZT1 ukaZeme i rozborem permutaci, Ze kostka 1 x 2 x 3 mé jen 24 - 4 = 96 ruznych
rozmichéni. Kazdé pripustné rozmichani je pomoci ¢tyf popsanych tahtl dosazitelné.

Je snadné si rozmyslet, Ze kazdy tah odpovidd sudé permutaci rohovych kostek, proto dosazitelna
rozmichani odpovidaji sudym permutacim mnoziny néalepek rohii. V. GAPu snadno ovéfime, Ze neni mozné
pootocit jen jedinou rohovou kostku, naptiklad s nalepkami 1, 4, 6 a 20.

gap> Factorization(K, (1,4)(6,20));

fail

Naproti tomu pootocit jednu hranovou kostku mozné je. V GAPu toto pozorovani snadno ovérime.

gap> Factorization(K, (10,18));

(x3*x1) "3

coz odpovida posloupnosti taht

(RoF)o(RoF)o(RoF)

Odkazy:
® http://www.rubiksplace.com/]

Cviceni
7.4.9. Najdéte néjaky algoritmus, kterym je mozno kostku 1x 2 x 3 posklddat. Postup (((RoF)30(LoF))3)?
projde vSechna mozné rozmichani, ktera fixuji dilek s nalepkami 2, 7 a 21, kazdé pravé jednou. Takovych

neizomorfnich rozmichéani je 24. Navic muzeme celou kostku otocit ¢tyfmi riznymi zpasoby a dostaneme
tak vSechna (nejen neizomorfni) rozmichani, kterych je 24 - 4 = 96.

7.4.10. Pomoci softwaru GAP ukazte, Ze jak na kostce 1 X 2 x 3 prohodit dvé protilehlé rohové kostky.

7.4.11. Ukazte, Ze kostka 1 X 2 X 3 md jen 96 ruznych rozmichadnd.

Kostka ,,Mirror Floppy Ghost*

Dalsi z mnoha hlavolamt podobnych Rubikové kostce je kostka, které se tika ,Mirror Floppy Ghost Cube“.
Ukazeme si, jak hlavolam popsat pomoci permutaci a jak s vyuzitim softwaru GAP analyzovat vybrané tahy.

Obrazek 7.12.: Mirror Floppy Ghost Cube.

Hlavolam m4 tvar hranolu, ktery ma pét otacejicich ¢asti (Obrazek CITZ). Na rozdil od Rubikovy kostky
¢i od Floppy cube nejsou jednotlivé kostky odliSeny barevnymi nalepkami, ale tvarem.

Jednotlivé nalepky si oznacime jako na Obrazku [CIT3 Protilehlé nélepky na horni a na dolni sténé
se lisi o 10. Kazdé otoceni muZeme zapsat jako permutaci pfislusnych nalepek. Snadno nahlédneme, Ze
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1\ 2 4
10 6

9\8/ 7

19 / 18\ 17
16

20

11 ]
12 14

Obrazek 7.13.: Oznacni ndlepek kostky ,,Mirror Floppy Ghost®.

kazdé otoceni odpovida nékolika dvojcyklim, které popisuji otoceni prislusné stény o 180°. Podobné jako
u Rubikovy kostky oznac¢ime jednotliva otoceni R (right), L (left), F' (front), E (east) a W (west).
Dostaneme pét permutaci

(517)(715)(6 16),
(719)(917)(818),
(119)(911)(1020),
(113)(311)(

(

113)(311)(212),
315)(515)(4 14).

R
F
L
E
w

Vsimnéte si, ze rohové kostky maji liché ¢isla a hranové kostky maji suda cisla.

Analyza pomoci GAP
Pomoci softwaru GAP ukazeme, Ze kostka ,Mirror Floppy Ghost Cube“ mé 30 720 rtznych rozmichani,
jestlize rozliSujeme rozmichani, ktera jsou identicka vzhledem k symetriim krychle. Nejprve popiseme kostku
»Mirror Floppy Ghost Cube“ jako podgrupu grupy permutaci. Protoze kostka kostka ,,Mirror Floppy Ghost
Cube®“ ma na horni a dolni strané ,hranovych“ a ,rohovych“ kostek 20 nalepek, budeme pracovat s pod-
grupou grupy Sgg. Kazdé otdceni stény odpovidd jednomu generatoru podgrupy.

gap> G:=SymmetricGroup(20) ;

gap> R:=(5,17)(7,15) (6,16) ;

gap> F:=(7,19)(9,17)(8,18);

gap> L:=(1,19)(9,11) (10,20);

gap> Ee:=(1,13)(3,11)(2,12); % E is taken

gap> W:=(3,15)(5,13) (4,14);

gap> K:=Subgroup(G, [R,F,L,Ee,W]);

Group([ (3,16)(8,19) (11,22)(12,13), (1,14)(4,5)(6,17)(9,20),

(5,13)(9,19) (10,18) (11,17) (14,16), (1,3)(4,12)(6,22)(7,21)(8,20) 1)

Dale zjistime ¥ad podgrupy K.

gap> Order (K);

30720

Ve Cviceni CATA ukadzeme i rozborem permutaci, ze kostka , Mirror Floppy Ghost Cube“ ma jen 30 720
riznych rozmichani.

V GAPu snadno ovéfime, Ze neni mozné otocit jen jedinou hranovou kostku, naptiklad kostku s nélep-
kami 2, 12.

gap> Factorization(K, (2,12));

fail

Podobné neni mozné otoc¢it jednu rohovou kostku, napiiklad kostku s nélepkami 1, 11. V GAPu toto
pozorovani snadno ovéfime.

gap> Factorization(K, (1,11));

fail

Dokonce neni mozné prohodit zadné dvé rohové kostky, ani souc¢asné prohodit a otocit zadné dvé rohové
kostky. V GAPu toto pozorovani snadno ovéfime.

gap> Factorization(X, (1,13)(3,11));
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fail

gap> Factorization(K, (1,3)(11,13));

fail

gap> Factorization(K, (1,5)(11,15));

fail

gap> Factorization(K, (1,15)(5,11));

fail

Naproti tomu miZeme dvé rohové kostky otocit na misté V GAPu toto pozorovani snadno ovéfime.

gap> Factorization(K, (1,11)(3,13));

X4*x3*x4xx2%x1* (x5%x4) ~2*x1*x2*%x3

gap> Factorization(K, (1,11)(5,15));

x5% (x3%x4) " 2*x5*x3*x1*x2*x3*x2*x1

Prvni pifklad odpovid4 posloupnosti tahtt Lo F o Ro (EoW)? o0 Ro Fo Eo Lo L a druhy ptiklad
posloupnosti tahtit Ro FoLoFoRoLoWo(EoR)20W.

Cviceni
7.4.12.% Ukaste, Ze kostka ,Mirror Floppy Ghost Cube“ md 30 720 riznych rozmichdni.
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Kapitola 8. Homomorfismy grup

V této kapitole se budeme vénovat jednomu z ustfednich témat teorie grup — homomorfismim. Nazev
pochézi z latiny, kdy ,homo“ znamena ,stejny“ a ,morphe“ znamena ,tvar“. UkaZeme, Zze homomorfismy
jsou sikovnym nastrojem pro analyzu struktur grup i pro popis jisté podobnosti grup. Homomorfismy jsou
pfirozenym zobecnénim izomorfismd, kterym bude vénovana Kapitola B

V predchozich kapitolach jsme casto narazili na pfiklady rGznych grup, které mély stejnou struk-
turu. Napiiklad dihedrélni grupa (D3, o) odpovida symetrické grupé (S5, o). Na druhou stranu, dihedralni
grupa (D3, 0) m4 jinou strukturu nez grupa (Zg,+). Nyni témto tvahdm dédme formélni rdmec.

8.1. Definice homomorfismu grup
Homomorfismus bude takové zobrazeni jedné grupy do druhé, které zachova operaci.
Definice Méjme grupy (G1,01) a (Ga,02). Zobrazeni f : G3 — G2 nazveme homomorfismem grupy (G1,01)j}

do grupy (Ga,02) pravé tehdy, kdyz zachovéva operaci, tj. pro kazdé a,b € Gy plati f(a oy b) = f(a) oz f(b).
Grupé (G, 01) fikdme levd grupa a grupé (Gz, 02) pravd grupa homomorfismu f.

Obrézek 8.1.: Homomorfismus f grupy (G1,01) do grupy (Ga,02) zachovdvd operaci.

Pfipomerime, Ze bijektivni zobrazeni f : A — B je takové zobrazeni mnoziny A do mnozZiny B, které je
souCasné prosté a souCasné na (injektivni a soucasné surjektivni). Vsimnéte si, ze homomorfismus nemusi
byt ani injekce, ani surjekce, ani bijekce.

Priklad 8.1. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladt grupovych homomorfismi.

1) Zobrazeni f : Z — Z definované predpisem f(z) = 0 je homomorfismus grupy (Z,+) do grupy (Z, +).

2) Zobrazeni f definované predpisem f(x) = |z| je homomorfismus grupy (R\ {0}, -) do grupy (R\ {0}, ).

3) Zobrazeni f definované predpisem f(z) = 22 je homomorfismus grupy (R\ {0}, ) do grupy (R\ {0}, -).

4) Zobrazeni f : Z — Z,, definované predpisem f(z) = zmodn (celému ¢éislu z pritadime zbytek po déleni
¢isla z ¢islem n) je homomorfismus grupy (Z,+) do grupy (Z,,+).

5) Zobrazeni f : M} — R definované predpisem f(A) = det(A) je homomorfismus grupy ¢tvercovych

n,n

metic (M, n, ) do grupy (R\ {0}, ).

Priiklad 8.2. Uvedeme nékolik jednoduchych prikladi zobrazeni, ktera nejsou grupovym homomorfismem.

1) Zobrazeni f : Z — Z definované predpisem f(x) = 1 neni homomorfismus grupy (Z, +) do grupy (Z, +),
nebot nezachovava operaci. Napiiklad f(2) =1, avSak f(1+1)# f(1)+ f(1)=1+1=2.

2) Zobrazeni [ definované predpisem f(z) = |z| neni homomorfismus grupy (R, +) do grupy (R, +), nebot
nezachovava operaci Plati f(1) =1, avak f(—243) # f(-2)+ f(3) =2+ 3 =5.

3) Zobrazeni f definované predpisem f(x) = 22 neni homomorfismus grupy (R,+) do grupy (R,+).
Zobrazeni nezachovévé operaci, nebot napiiklad f(8) = 64, avsak f(4+4) # f(4) + f(4) =16+ 16 =
= 32.

4) Zobrazeni sin(x) neni homomorfismus grupy (R, +) do grupy (R, +). Zobrazeni nezachovavé operaci,
nebot napiiklad sin(7) = 0, avSak sin(F + §) # sin(5) +sin(3) =14+ 1= 2.

Piiklad 8.3. Mg&jme grupy (RT,:) a (R, +) (podle Piikladu ETA vime, Ze se jednd o grupy). Zobrazeni
/:RT — R definované piedpisem f(z) = Inz je homomorfismus grupy (R*,-) do grupy (R, +).
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Ovéfime, 7e zobrazeni f spliiuje definici homomorfismu. Mé&jme z,y € RT. Pak plati f(x) + f(y) = Inz +
+Iny=In(z-y) = f(z-y). v
Piiklad 8.4. Mgjme grupy (R,+) a (RT,-). Zobrazeni f : R — R definované pfedpisem f(z) = 5% je
homomorfismus grupy (R, +) do grupy (RT,-).

Ovéfime, Ze zobrazeni f spliiuje definici homomorfismu. Méjme z,y € R. Pak plati f(x) - f(y) = 5% - 5¢
=5z +y)=f(z+y).

|

Priklad 8.5. Najdeme pét riznych homomorfismu grupy (Z- -) do grupy (Ze, +).
Trividlni homomorfismus f, ktery kazdému prvku grupy (Z; \ {0}, ) p¥ifadi prvek 0 grupy (Ze,+) je ho-
momorfismem, nebot pro kazdé a,b € Z7 \ {0} plati f(a-b) =0 =040 = f(a) + f(b) (Obrazek B2

vlevo).

f h
i v
1>

Z7 \ {0} Zg 77\ {0} Zg Z7 \ {0} Zg
Obrézek 8.2.: Rizné homomorfismy grupy (Z7 \ {0},-) do grupy (Ze,+).

{0},

Dale zobrazeni h dané rovnostmi h(1) = 0, h(2) = 4, h(3) = 5, h(4) = 2, h(5) = 1, h(6) = 3 je
homomorfismem, nebot obraz soucinu dvou libovolnych prvki je vzdy roven souétu obrazi jednotlivych
prvki (Obrazek EZI uprostied). Naptiklad h(3 - 6) = h(4) = 2 a soucasné h(3) + h(6) = 5+3 = 8 = 2,

nebot 8 = 2 (mod 6). Obecné vyuZijeme faktu, ze 1 = 59, 2 = 54 3 = 55 4 = 52 5 = 51, 6 = 53

modulo 7 a obecné h(5%) = i. Potom h(5-57) = h(5T7) =i + j, kde soucet poéitdme modulo 6 a soucasné
h(5%) + h(57) = i + j modulo 6.
Analogicky mtiZzeme zavést i zobrazeni k dané rovnostmi k(1) = 0, k(2) = 2, k(3) = 1, k(4)

k(5) = 5, k(6) = 3, které vychazi z pozorovani, 7e T = 39,2 =32, 3 =31, 4 =34 5 =356
obecné k(3?) = i (Obrazek EZ vpravo). Zobrazeni k je opét homomorfismem, nebot obraz sou¢inu dvou
libovolnjch prvki je vidy roven souétu obrazi jednotlivych prvki. Plati k(37 - 37) = k(3i+7) = i + j, kde
soudet poéitdme modulo 6 a soucasné k(37) 4+ k(37) = i + j modulo 6. Napiiklad k(3-6) = k(4) =4 a
souCasné k(3) + k(6) =143 =4.

Z7 \ {0} Zg Z7 \ {0} Zg
Obrézek 8.3.: Dalsi homomorfismy grupy (Z- \ {0},-) do grupy (Ze,+).
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Obréazek 8.4.: Homomorfismus f grupy (G1,01) do grupy (Gs,02) zachovdvd neutrdlni prvek.
Také zobrazeni g dané rovnostmi g(1) = g(2) = g(4) = 0 a g(3) = g(5) = ¢(6) =
(Obréazek B3] vlevo) a zobrazeni | dané rovnostmi [(1) = 1(6) = 0, I(2) = I(5) = 2
homomorfismem (Obrazek BZ3 vpravo). Ditkaz je ponechdn jako Cviceni BT
Upozornéme, ze homomorfismy f,g,! v pfedchozim piikladu nejsou bijekce (ani injekce nebo surjekce),
zatimco homomorfismy h i k jsou bijektivni homomorfismy.

3 je homomorfismem
a

9 A LOrHSIN
5 I3) = (@) = 1 je
v

Obraz neutralniho prvku
Vsimnéte si, ze v kazdém homomorfismu v Piikladu BX3 se neutralni prvek prvni grupy zobrazil na neutralni
prvek druhé grupy. Nésledujici véta ¥ika, Ze tomu tak musi byt vzdy (Obrazek EZI).

Véta 8.1. Méjme neutrdlnid prvek ey grupy (G1,01) a neutrdlnd proek es grupy (Ga,02). Jestlize zobrazend
f: G1 — Go je homomorfismus grupy (G1,01) do grupy (Ga,02), pak f(e1) = ea.

Dikaz. Pro kazdé a € G plati

f(a) oz f(e1) = flao1e1) = f(a) = f(a) o2 e2.

Prvni rovnost vychazi z definice homomorfismu. Druhé rovnost plati, protoze e; je neutralnim prvkem
grupy (Gy,01). Tteti rovnost plati, protoze es je neutrdlnim prvkem grupy (Ga,02). V grupé (Ga, oz) plati
zékony o kraceni (Véta E), proto miizeme (zleva) vykratit prvkem f(a). Dostaneme f(e;) = es. O

Priklad 8.6. Mg¢jme grupy (G1,01) a (Ga,02). Neutralni prvek grupy (Gs, o2) ozna¢me e. UkdZeme, Ze zob-
razeni [ : G; — G definované pro kazdé a € G, predpisem f(a) = e je homomorfismus grupy grupy (G, o1)
do grupy (G2, 03). Tomuto homomorfismu se ¥iké trividlni homomorfismus.

Ovéiime, Ze zobrazeni f spliiuje definici homomorfismu. Mé&jme z,y € G;. Pak plati f(x) o1 f(y) = eose =
=e= f(xoyy). v

Obrazy inverznich prvku
Dale ukézeme, Ze pro libovolny homomorfismus f dvou grup obraz inverze prvku je inverze obrazu prvku,
tj. je-li f(a) obraz prvku a, tak f(a)~! je obrazem prvku a—! (Obrazek E:).

Obrazek 8.5.: Homomorfismus f grupy (G1,01) do grupy (Ga,02) zachovdvd inverze.

Véta 8.2. Méjme homomorfismus f : G1 — Go grupy (G1,01) do grupy (Ga,03). Potom pro kazdé a € G4
plati f(ag;) = (f(a)g,-

Diikaz. Dle definice inverze pro kazdé a € G plati ao;a™ = e; a a”* o1 a = e1, kde e; je neutralni
prvek grupy (Gi,01). Neutralni prvek grupy (Ga,o2) ozna¢me es. Nyni s vyuzitim definice homomorfismu
a predchozi Véty B0 dostaneme

1 1

flagl) o2 f(a) = flag! o1 a) = f(er) = ea.
Podobné vyjde
f(a) o flagy) = flaorag,) = f(er) = ea.
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To znamend, ze podle definice inverzniho prvku je prvek f (a&}) inverzni k prvku f(a) v grupé (Gs,o3),

a proto plati (f(a))&i = a&}. :

Piiklad 8.7. Mg¢jme homomorfismus f(z) = log, x grupy (R, ) do grupy (R, +). Naptiklad plati f(4) =
= log,(4) = 2 a soucasné obraz inverze je f(471) = logy,(47!) = —log,(4) = —2. Prvek —2 je opaénym
k prvku 2 v grupé (R, +).

Priklad 8.8. V homomorfismu h z Pfikladu B porovname obrazy prvki a obrazy jejich inverzi.
Plati

h(1) =0, h(17%) =h(1) =0= -0,
h(2) =4, h(27) =h(4) =2=—4,
h(3) =5, h(3Y) =h()=1=-5,
h(4) =2, h(4™h) =h(2)=4= -2,
h(5) =1, h(5 ') =hB)=5=-1,
h(6) =3, h(67) =h(6)=3=-3,
coz odpovida tvrzeni f(ag;i) = (f(a) E;: z Véty B2 v

Obraz grupy

Uz vime, ze neutralni prvek levé grupy se v kazdém homomorfismu zobrazi na neutralni prvek pravé grupy,
a dale vime, Ze obraz inverze je inverze obrazu. Nyni ukazeme, Ze v kazdém homomorfismu tvori mnozina
v8ech obrazl prvki levé grupy podgrupu v pravé grupé (Obrizek BI).

f

—

Obrazek 8.6.: Obraz grupy (G1,01) je podgrupa v grupé (Ga,03).

Véta 8.3. Méjme homomorfismus [ : Gy — Ga grupy (Gi1,01) do grupy (Ga,02). Oznacme f(G1) =
={f(a) :a € G1}. Potom (f(G1),02) je podgrupa grupy (Gz,02).
Diikaz. Ovétime predpoklady Véty B2 (Testu podgrupy).
(i) Jisté plati, Ze mnozina f(G;) je podmnoZinou v Gs.
(ii) Neutralni prvek ey grupy (Ga,02) podle Véty B do f(G1) pat¥i, protoze f(e;) = es. Mnozina f(G1)
je proto neprazdné.
(iii) Ovéfime uzavienost operace ,00“. Pro kazdé f(a), f(b) € G2 plati s vyuzitim vlastnosti homomorfismu
fa) oz f(b) = f(ao1b) a f(acyb) € f(G1), proto (f(G1),02) je grupoid.
(iv) Podle Véty B pro kazdé f(a) € f(G1) existuje v f(G1) inverze, nebot plati (f(a))™! = f(a™!) a
fla™t) € f(Gy).
Podle Véty B3 je (f(G1),02) podgrupou v grupé (Ga,03). O

Priklad 8.9. Méjme zobrazeni f : Z — Z dané pfedpisem f(z) = 4x. UkéZeme, Ze f je homomorfismus
grupy (Z,+) do grupy (Z,+). To soucasné znamena, ze (4Z,+) = (f(Z),+) je podgrupa grupy (Z,+).

Ovétime definici homomorfismu. Pro kazdé a,b, € Z plati f(a+b) = 4(a+b) = 4a+4b = f(a)+ f(b). Vyuzili
jsme zndmy vztah pro celd ¢isla 4(a +b) = 4a +4b. To znamen4, Ze zobrazeni f je opravdu homomorfismus.
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Obrazek 8.7.: Homomorfismus [ grupy (Z,+) do grupy (4Z,4).

Uvédomte si, ze f(Z) = {4a : a € Z} = 4Z. Podle Véty EA je proto (4Z,+) = (f(Z),+) podgrupa
grupy (Z,+) (Obréazek E7). v
Otazky:

e Méjme dvé grupy (G1,01) a (Ga,02) a zobrazeni f : G; — G. Jestlize f neni homomorfismus, bude

(f(G1),02) grupoid?

e Méjme dvé grupy (G1,01) a (G2, 02) a zobrazeni f : G; — Go. Jestlize f neni homomorfismus, které
vlastnosti grupy mohou byt pro (f(G1),02) poruseny?

e Méjme dvé grupy (G1,01) a (Ga,02) a zobrazeni [ : G5 — Ga. JestliZze f neni homomorfismus, muze
byt (f(G1),02) podgrupa v (Gz,09)?

Piiklad 8.10. Mgjme grupy (R\ {0},-) a (R*,-). Podle Pfikladu I vime, Ze se vskutku jednéd o grupy.
Ukézeme, ze  a) zobrazeni f : R\ {0} — R* dané predpisem f(z) = |z| je homomorfismus grupy (R\ {0}, -)
do grupy (RT,-), b) zobrazeni f je surjektivni homomorfismus c¢) a nakonec provéfime, zda zobrazeni f
je injektivni.

a) Ovéfime, zda zobrazeni f je homomorfismus R \ {0} — R*. Pro kazdé z,y € R\ {0} plati f(z-y) =
=|x-y|=|z||y| = f(z) - f(y), proto je zobrazeni f homomorfismus.

b) Homomorfismus f je surjektivni, nebot pro kazdé a € R™ najdeme jeho vzor v mnoziné R\ {0}. Vzorem
je prvek a, plati f(a) = |a| = a.

¢) Homomorfismus f neni injektivni, protoze napiiklad f(8) = f(—8) = 8. v

Cviceni
8.1.1. UkaZte, Ze a) zobrazeni g, b) zobrazenil z Prikladu B jsou homomorfismy.

8.1.2. Urcete, zda zobrazeni f : R — R dané€ predpisem f(x) = x + 1 je homomorfismus grupy (R,+) do
grupy (R, +).

8.1.8. Urcete, zda zobrazeni f : R — R dané predpisem f(x) = 2x je homomorfismus grupy (R,+) do
grupy (R, +).

8.1.4. Urcete, zda zobrazeni f : Zs — Zs dané predpisem f(z) = 2zmodb (&islu 2x pritadime zbytek
po délend ¢isla 2z cislem 5) je homomorfismus grupy (Zs,+) do grupy (Zs,+).

8.1.5. Méjme surjektivni homomorfismus f grupy (G1,01) do grupy (Ga,02). UkaZte, Ze je-li operace ,o01%
komutativni, je také operace ,09“ komutationi.

8.1.6. Jak se zmeéni tvrzeni Cviceni BT, pokud homomorfismus [ neni surjektivni?

8.1.7. Méjme surjektivni homomorfismus f grupy (G1,01) do grupy (Ga,03). DokaZte nebo vyvratte: je-li
operace ,02“ komutativni, je také operace ,01“ komutativni.

8.1.8. Méjme grupy (R\{0},-) a (R,+). Podle Prikladu BITT] vime, Ze se vskutku jednd o grupy. Ukazte, Ze
a) zobrazeni f : R\ {0} — R dané predpisem f(x) = In|x| je homomorfismus grupy (R\{0},-) do grupy (R, +
+). b) Dadle zjistéte, zda je zobrazeni f surjektivni, a c¢) zda je zobrazend f injektivni.

153



Petr Kovdr, 8. Homomorfismy grup 20. dnora 2024

4
4
0
2

S

Tabulka 8.1.: Cayleyho tabulka podgrupy ({0,2,4},+).

8.1.9. Najdéte néjaky netrividalni homomorfismus grupy urcené Tabulkou BT do dihedrdlni grupy (Ds, o).
Owvérte vlastnosti homomorfismu. Pokud Zadny takovy homomorfismus neexistuje, dokazte to.

8.1.10. Méjme homomorfismus [ grupy (Gi,01) do grupy (Ga,02) a prvek a € Gy. Dokazte nebo vyvratte:
tad prvku f(a) je stejnyg jako Tdd proku a.
8.1.11. Méjme homomorfismus [ grupy (G1,01) do grupy (Ga,02) a prvek a € Gy. DokaZte nebo vyvratte:
7ad prvku f(a) je délitelem tadu proku a.
8.1.12. Najdéte néjaky netrivialni homomorfismus dihedrdlni grupy (D3, o) do grupy urcené Tabulkou B

Overte vlastnosti homomorfismu. Pokud Zdadny takovy homomorfismus neexistuje, dokazte to.

8.1.13.  Mé&jme komutationi grupu (G, -). Definujeme zobrazeni f : G — G predpisem f(a) = a~! pro kazdé

3

a € G. a) Ukazte, Ze [ je homomorfismus. b) Plati turzeni i pro nekomutativni grupy?

8.1.14.* Ukazte, Ze pokud grupa (G,-) neni komutativni, tak zobrazeni f ze Cviceni BT I nikdy nent
homomorfismus.

8.2. Jadro homomorfismu

Ukéazeme, Ze jisté vybrané prvky z levé mnoziny homomorfismu tvofi podgrupu v levé grupé.

Definice Méjme grupu (G, 01) a grupu (G2, 02) s neutralnim prvkem es. Mé&me homomorfismus [ : G —
Gs grupy (G1,-) do grupy (Ga, 02). Jddrem homomorfismu f nazveme mnozinu Ker(f) = {g1 € G1 : f(g1) =
= 62}.

Vsimnéte si, Ze neutralni prvek grupy (Gi,o01) vidy do jadra homomorfismu patii. Nékdy vSak do jadra
pat¥i i dalsi prvky (Obrazek EX]).

Obrazek 8.8.: Jddro homomorfismu f grupy (Gi,01) do grupy (Ga,o02).

Priklad 8.11. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii jader homomorfismii.

1) Lineéarni zobrazeni a : V; — V4 vektorovych prostorii je homomorfismus grup vektort s operaci s¢itant
vektori. Jadro linedrniho zobrazeni a budou prvky v levé grupé, které se zobrazi na neutralni prvek
(nulovy vektor) pravé grupy.

2) V homomorfismu grupy (RT,-) do grupy (R, +) daném ptedpisem f(z) = Inz je jednoprvkové jadro
Ker(f) = {1}.

3) Mé&jme homomorfismus grup (C \ {0}, ) do sebe daném predpisem f(z) = 2", kde n je ptirozené
¢islo. Zobrazeni f je surjektivni homomorfismus a jadro Ker(f) ma n prvki: n odmocnin komplexniho

¢isla 1.
4) Jddro homomorfismu f : Z — Z grupy (Z,+) do grupy (Z,+) definovaného piedpisem f(z) = 0 je
Ker(f) = Z.

5) Jadro trividlniho homomorfismu f : Gy — G grupy (Gi,01) do grupy (Gz,02) daného predpisem
f(x) = ea, kde es je neutralni prvek pravé grupy, je cely nosi¢ G.

6) Homomorfismus f grupy (R \ {0},-) do grupy (R \ {0},-) definovany predpisem f(x) = |z| mé ja-
dro Ker(f) ={-1,1}.
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7) Homomorfismus f grupy (R \ {0},-) do grupy (R \ {0},-) definovany predpisem f(z) = a2
dro Ker(f) = {-1,1}.

8) Jadro homomorfismu f : Z — Z,, grupy (Z,+) do grupy (Z,,, +) definovaného piedpisem f(x) = z+nZ
je Ker(f) = nZ.

9) Zobrazeni f : M), — R definované pfedpisem f(A) = det(A) je homomorfismus grupy regularnich
&tvercovych matic (M, ,-) do grupy (R \ {0},-). Do jadra pat¥i véechny regularni matice s determi-
nantem 1. '

10) Mé&me o € R. Zobrazeni f : R? — R? definované piedpisem f((z,y)) = (rcosa — sina,zsina +
+cos @) je homomorfismus grupy uspotradanych dvojic realnych ¢isel (R?, +) do grupy (R?, +). Do jadra
patii prvek (0,0), ktery si mizeme predstavit jako stfed (0,0) pfi transformaci bodl roviny otoéenim
o thel a.

ma ja-

Jadro je normalni podgrupa
Nyni ukazeme, Ze mnozina prvkid jadra spolu s restrikci operace levé grupy je podgrupa, kterd je dokonce
normalni podgrupou levé grupy.

Véta 8.4. Méjme homomorfismus [ : G1 — Ga grupy (G1,01) do grupy (Ga,02). Potom (Ker(f),o1) je
normdlni podgrupa grupy (G1,01).
Diikaz. Nejprve uzitim Véty B3 (Testu podgrupy) dokazeme, ze (Ker(f),o1) je podgrupa grupy (Gi,o1)
(Obrazek EX]).
(i) Jadro Ker(f) je jisté podmnozina G z definice jadra Ker(f).
(ii) Jadro neni nikdy prazdné, nebot do Ker(f) jisté patii neutralni prvek e;, protoze podle Véty B plati
fler) = ea.
(iii) Operace ,01“ je na Ker(f) uzaviend, protoze pro kazdé g;,gs € Ker(f) plati f(g1 o1 g2) = f(g1) o2
f(g2) = ea 09 €5 = e9. To znamena, ze g1 01 g2 € Ker(f).
(iv) A koneéné ke kazdému prvku z Ker(f) najdeme v Ker(f) inverzi. Podle Véty BE21 pro kazdé a € Ker(f)
plati f(a&}) = (f(agl))g;i = (eg)a: = ey. Zapisem (f(agl))gi chceme zdiraznit, Ze se jedna o inverzi
v pravé grupé. To znamend, ze a~! € Ker(f).
Zbyva ukazat, ze podgrupa (Ker(f),o1) je normélni. Vyuzijeme Vétu B2 (Test normélni podgrupy), kterd
fika, ze pro kazdé z € Gp plati z oy Ker(f) = Ker(f) o1  (neboli jadro je norméalni podgrupa) pravé
tehdy, kdyZz pro kazdé z € G; a kazdé h € Ker(f) plati z o1 h o; wg& € Ker(f). Nyni s vyuZitim definice
homomorfismu pro kazdé = € Gy a pro kazdé h € Ker(f) plati

f@orhoya ') = f(x)oy f(hoya™t)
= f(x) oz ez 00 f(z 1)

f(x) oz f(h)oy f(z™1)
f(@)og f(a™") = f(x) 02 (f(2))gh = €a-

To podle Véty B2 znamen4, Ze prvek x oy hoy x~1 € Ker(f) a to znamena, Ze jadro (Ker(f),o1) je normalni
podgrupa v grupé (Gy,01). |

Véta B Fika, Ze najdeme-li néjaky homomorfismus grupy (Gi,01) do néjaké grupy, tak vidy mtZeme
podle Véty B0 tvorit rozklady grupy (Gi,o1) podle jadra homomorfismu Ker(f) (Obrazek BE). Muzeme
sestavit faktorovou grupu levé grupy.

Na strané M3 jsme zavedli imluvu, Ze operaci na faktorové grupé budeme znacit stejnym symbolem
jako operaci na grupé. ProtoZe nyni pracujeme se tfemi operacemi (operace v levé grupé, v pravé grupé a
ve faktorové grupé), tak v nékolika nasledujicich tvrzenich budeme pro dobré porozuméni operaci na faktorové
grupé odlisovat ¢arkou.

Dausledek 8.5. Méjme homomorfismus f : G1 — Ga grupy (G1,01) do grupy (Ga,02). Potom plati, Ze
(Gl/Ker(f)-,01/) je (faktorova) grupa.
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Obrézek 8.9.: Faktorovd grupa (Gl/Ker(f), o1/).

Priklad 8.12. Uvedme nékolik jednoduchych piikladi faktorovych grup homomorfismii.

1) Faktorova grupa homomorfismu f : Z — Z grupy (Z,+) do grupy (Z,+) definovaného predpisem
f(z) =0 je grupa (G, +), kde G = {{a} : a € Z}.

2) Faktorova grupa homomorfismus f grupy (R \ {0},-) do grupy (R \ {0},-) definovaného ptredpisem
f(z) = 22 je grupa (G, ), kde G = {{a, —a} : a € R\ {0}.

3) Faktorové grupa homomorfismu f : Z — Z, grupy (Z,+) do grupy (Zn,+) definovaného piedpisem
f(z) = 2+ nZ je grupa (nZ,+).

Priklad 8.13. Navazeme na Piiklad BT Mame grupy (R\{0},-) a (R*,-) a homomorfismus f : R\ {0} —
R* dany ptedpisem f(z) = |x|. Najdeme jadro Ker(f) a sestavime rozklad R\ {0}/Ker(f)-
Homomorfismus f je na Obrdzku BT Jadro homomorfismu f je mnoZina vSech prvki levé grupy (R\ {0}, ),
které se zobrazi na neutralni prvek 1 pravé grupy (R™,-). Plati Ker(f) = {x € R\ {0} : f(z) =1} = {-1,1},
nebof rovnice |z| = 1 méa dvé feSeni x = 1 a © = —1. Jadro {—1,1} homomorfismu f tvoii podle Véty EZ0
normdlni podgrupu v (R \ {0},-), jen proto mizeme vytvotit faktorovou grupu. Plati

(R\{0})/Ker(f) = {a-Ker(f) :a € R\ {0}} = {a - {-1,1} : a e R\ {0}} = {{—a,a} : a € R\ {0}}

a faktorova grupa je ((R\ {O})/Ker(f), ). v

R\ {0} R+
Obrazek 8.10.: Homomorfismus f: R\ {0} — RT dany predpisem f(z) = |z|.
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Kanonicky homomorfismus

V predchozi ¢asti jsme na zékladé homomorfismu dvou grup uméli najit normalni podgrupu levé grupy.
Nyni ukdzeme, Zze pokud mame v grupé (G, ) normalni podgrupu (H, -), tak umime sestavit homomorfismus
grupy (G,-) do faktorové grupy podle normalni podgrupy (G / H, ) (Obrazek ETT).

Véta 8.6. Kanonicky homomorfismus

Méjme grupu (G, -) a jeji normalni podgrupu (H,-). Potom zobrazeni k : G — G/H dané pro kazdé a € G
predpisem k(a) = a ® H je surjektivni homomorfismus grupy (G,-) do grupy (G/H, ).

Diikaz. Uvedeny homomorfismus k se nazyva kanonicky homomorfismus a proto jej znacime k. Nejprve
ukézeme, ze zobrazeni k je homomorfismus. Pro kazdé a,b € G plati

k(a-b) =(a-b)©® H.
Déle podle Véty B0 o nésobeni tfid rozkladu na G / H a podle definice kanonického homomorfismu vime,
ze plati
(a-))OH=(a® H)-1(b® H) = k(a) - 1k(b),

proto je zobrazeni k£ homomorfismus.

Obréazek 8.11.: Kanonicky homomorfismus.

Surjektivita homomorfismu k je zfejmd, nebot vzorem prvku z - /H v zobrazeni k je prvek x. Pro kazdé
a-H € G/H vezmeme a € G a plati k(a) = a @ H. Tim jsme ukazali, ze k : G — G/H je surjektivni
homomorfismus. O

Spojenim tvrzeni Vét EZ1 a BT ihned dostaneme nésledujici dusledek.

Dusledek 8.7. Méjme homomorfismus [ : G1 — Go grupy (G1,01) do grupy (Gs,02). Potom existuje
surjektivni homomorfismus grupy (Gi1,01) do grupy (Gl/KCr(f)7 o1/).

Hledanym surjektivnim homomorfismem je pravé kanonicky homomorfismus k, nebot pro kazdé a € G
plati k(a) = a o3 H. Kanonicky homomorfismus je na Obrazky BT a je vyznaceny uz na Obrazku B
»,Kanonicky“ se mu ¥ikd proto, Ze se jedna o nejpfirozenéjsi homomorfismus, ktery mizeme z grupy (G,-)
do faktorové grupy (G / H, /) definovat — kazdému prvku a € G pfifadime pravé t¥idu aH.

Prvni véta o izomorfismech
Nyni ukdzeme dalsi dilezité tvrzeni, jehoz prvni formulace pochézi jiz z roku 1870 od Camillea Jordana.

Najdeme homomorfismus mezi faktorovou grupu (Gl/Ker(f)7 o1/) a (pod)grupou (f(G1),02). Tento homo-
morfismus bude dokonce bijekce! Ukazeme, Ze t¥idé a - 1 Ker(f) odpovida presné prvek f(a) v podgrupé
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Obrézek 8.12.: Izomorfismus i mezi (Gl/Ker(f),Oﬂ) a (f(Gy),02).

(f(G1),-). To znamena, ze bude existovat bijektivni homomorfismus (izomorfismus) mezi (G1/Ker(f), /) a
(f(G1),02) (Obrazek ET2).

Véta 8.8. Prvni véta o izomorfismech
Méjme homomorfismus [ : G1 — Gy grupy (G1,01) do grupy (Gs,09). Potom existuje bijektivni homomor-
fismus (izomorfismus) grupy (Gl/Kor(f)-, o1/) do grupy (f(G1),02).
Dikaz. Ukazeme, Ze zobrazeni i : (Gl/Ker(f), o1/) = (f(G1),02) dané pro kazdé a € G; predpisem
i(a o1 Ker(f)) = f(a) je hledany izomorfismus (Obrézek BT20).

Nejprve ukazeme korektnost definice zobrazeni i, tj. ze se opravdu jedné o zobrazeni. Musime ukézat, ze
v zobrazeni i nedostaneme pro stejny prvek a Ker(f) (rozuméj stejnou t¥idu rozkladu) rtizné obrazy, jestlize
v zobrazeni i vezmeme rizné reprezentanty t¥idy a Ker(f). Predpokladejme, Ze a; o1 Ker(f) = as o1 Ker(f).
Chceme ukézat, ze f(a1) = f(az). Vyjdeme z pfedpokladu

ay o1 Ker(f) = az o1 Ker(f).

Nyni ale pro kazdé = € (ay o1 Ker(f)) existuje takové hy € Ker(f), Ze * = aj o1 hy a podobné protoze
x € (ag 01 Ker(f)) existuje hy € Ker(f) takové, Ze x = ag 01 ha. Z rovnosti = aq 01 ha = as 01 hy dostaneme
a1 = ag o1 hy 01 hy *, proto existuje takové h € Ker(f), Ze a; = ag o1 h. Nyni z této rovnosti a definice
homomorfismu plati

fla1) = f(az o1 h) = f(az) o2 f(h) = f(az) o2 €2 = f(az),

kde es je neutralni prvek pravé grupy. Tim jsme ukézali korektnost definice zobrazeni 1.
Nyni ukézeme, ze zobrazeni ¢ je homomorfismus. Piipomenme, Ze z definice zobrazeni ¢ vime, Ze obraz
i(coy Ker(f)) = f(c). Potom z vlastnosti operace ,,01/“ dostaneme

i((a o1 Ker(f)) o1 /(b o1 Ker(f))) = i((a o1 b) o1 /Ker(f)) = f(ao1b),
coz z definice homomorfismu f dava

f(ao1b) = f(a)og f(b) =i(aoy Ker(f)) oz i(boy Ker(f)).

Tim jsme ukdzali, Ze i je homomorfismus grupy (G/Ker(f), o1) do grupy (G2, 02).

Zbyva ukazat, ze i je bijektivni homomorfismus. Nejprve ukézeme, Ze zobrazeni i je injektivni. Postu-
pujeme nepiimo. Piedpokladejme, Ze i(a o Ker(f)) = i(boy Ker(f)). To znamena, ze f(a) = f(b). Rovnost
ziistane zachovana, i kdyZ ji zprava ,pronasobime® v druhé grupé prvkem f(b~!). Dostaneme

fla)oa f(071) = f(b) o2 F(b7).
Podle véty o inverznim prvku (Véta BEZ) plati f(b~1) = f(b) !, dosadime a dostaneme

FB) oz f(071) = f(b) o2 f(b) ' = e2

a podle definice homomorfismu f muzeme psat

fla)oa f(b71) = f(aor b71) = es.
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To ale znamen4, Ze prvek a oy b~ ! patii do jadra homomorfismu f. Ozna¢me h = a oy b~1, kde h € Ker(f),
proto a = h o1 b. Nyni miuZeme psat

a o1 Ker(f) = h oy boy Ker(f).
S vyuzitim normalnosti jadra dostaneme

hoj boj Ker(f) = hoy Ker(f) oy b =Ker(f) o1 b=boy Ker(f),

¢imz dostdvame a oy Ker(f) = b oy Ker(f).

A kone¢né ukazeme, ze homomorfismus ¢ je surjektivni zobrazeni. Pro kazdé f(a) € f(G1) je v homomor-
fismu ¢ vzorem t¥ida (ao; Ker(f)) € G1/Ker(f), nebot podle definice zobrazeni 4 plati i(a o1 Ker(f)) = f(a).
Zobrazeni i je bijektivni homomorfismus. (I

Podle Prvni véty o izomorfismech (Véta BEXl) neni z pohledu homomorfismu rozdil, zda mame pod-
grupu (f(G1),02) pravé grupy (Gz,o02) nebo faktorovou grupu (Gl/Ker(f)701/)- Misto grupy (f(G1),02),
jejiz prvky jsou svdzany operaci ,00“, miizeme pracovat s faktorovou grupou (Gy / Ker(f) o1/), jejiz prvky
jsou tfidy rozkladu G, / H svazané operaci ,,01/“, a naopak. Cely proces je ilustrovan posloupnosti Pfi-
kladd BT, BT a nasledujictho Piikladu BT

Piiklad 8.14. NavéZeme na Priklad ET3 Mame grupy (R\ {0},-), (RT,-), homomorfismus f : R\ {0} —
R* dany predpisem f(x) = |z| a faktorovou grupu (Gl/Ker(f)-, 01/). Ukézeme, které grupy jsou izomorfni
ve smyslu Véty BE=X1

Nésobeni komplex® na mnoziné G / Ker(f) je operace. Plati

(a-Ker(f)) - (b-Ker(f)) = ((a-b) - Ker(f)).

Napiiklad {—a,a} - {=b,b} = {—ab, ab}.
Grupa (RT,-) je obvyklé ndsobeni kladnjch realnych ¢isel. Ndsobeni absolutnich hodnot redlnych ¢isel
lze chapat dvojim zptisobem: jednak mezi obrazy homomorfismu plati

7] - [s] = |rs]

a jednak ve faktorové grupé plati
{=rr}-{-ss} ={-rs,rs}.
Jedna se o jinak zapsané stejné tvrzeni. v

Priklad 8.15. Ukazeme, ze homomorfismus f grupy (Gp,01) do grupy (G, 02) je injektivni pravé tehdy,
kdyZ jadro obsahuje pouze neutralni prvek, tj. Ker(f) = {e1}.

Tvrzeni ma tvar ekvivalence, ukaZzeme obé implikace.

»,= Postupujeme nepfimo. UkdZzeme, Ze pokud Ker(f) # {e1}, tak dany homomorfismus nemuze byt
injektivni.

Vime, ze Ker(f) # {e1}, tj. existuje takové a € G, pro které plati a # e;. Potom ale f(a) = eq, kde
e2 je neutralni prvek pravé grupy, protoze a € Ker(f) a tedy f(a) = f(e1), av8ak a # e;. To znamen4, Ze
homomorfismus f neni injektivni.

,<=“ Postupujeme opét neptimo. Ukazeme, Ze pokud existuje takové ,b € Gy, pro které plati a # bA f(a) =
= f(b), tak jadro homomorfismu f neni trividlni {e; }.

f(a) = f(b)
fla)oy f(b)~" = f(b)F(B)~"
fla)oy fF(b) = ez

flaorb™h) =y
To znamena, ze prvek a o; b~ ! patii do jadra, které obsahuje pouze neutralni prvek es a plati
ao bt =¢
a=b.
To ale znamené, 7e a oy b~! € Ker(f). v

Cviceni
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8.2.1.  Méjme mnozinu P3(x) = {ax® + bx +c: a,b,c € R} a mnoZinu R? = {(a,b) : a,b € R}. a) Ukaste,
ze (P3(x),+), kde ,+“ je obuyklé scitdni polynomii, je grupa. b) Ukaste, ze (R, +), kde ,+“ je obuyklé
séitdand usporddanych dvojic (vektori) je grupa. c) Ovérte, zda zobrazeni f : P3(x) — R? je homomorfismus
(P3(z),+) do (R?,+), jestlize f(az®+bx,c) = (2a+b,b+c), napriklad f(z? —1) = (2,—1). d) Ovérte, zda
zobrazeni g : Py(x) — R? je homomorfismus (P3(x),+) do (R?, +), jestlize g(ax® + bx,c) = (2ab, bc).

8.2.2. Méjme grupu (Ps(x),+) z Prikladu BEZ Ovéite, zda zobrazeni f : P3(x) — Pa(x) definované jako
derivace f(ax? + bx + ¢) = (ax? + bz + ¢) = 2ax + b je homomorfismus (P3(x),+) do (P3(x),+).

8.2.3. NavdZeme na Cviceni BEITX Méjme grupy (R\ {0},-), (R,+) a homomorfismus f : R\ {0} — R
dany predpisem f(x) = Inlz| grupy (R \ {0}, ) do grupy (R,+). Najdéte jidro Ker(f) a sestavte roz-
8.2.4. NavdZeme na Cviceni B3 Méjme grupy (R \ {0},-), (R,+) a homomorfismus f : R\ {0} — R
dany predpisem f(x) =1In|z| grupy (R\ {0},-) do grupy (R,+). Je homomorfismus f injektivni?

8.2.5. NavdZeme na Cviceni BZZ] Méjme grupy (R\{0},-), (R, +) a homomorfismus f : R\{0} — R dany

predpisem f(z) = In|z| grupy (R\ {0},-) do grupy (R,+). Jak vypadd kanonicky homomorfismus popsany
v Disledku BZQ1?

8.2.6. NavdZeme na Cviceni BZm Méjme grupy (R\{0},-), (R, +) a homomorfismus f : R\{0} — R dany
predpisem f(x) = In|z| grupy (R\ {0},-) do grupy (R,+). Jak vypadd bijektivni homomorfismus popsany
ve Vete BX17

8.2.7. Mejme grupu reguldrnich ctvercovyjch matic ¥dadu n s operaci ndsobeni (M, ,,,-), grupu ndsobeni ne-
nulovych redlngjch cisel (R\ {0},-) a zobrazeni f : My, — R\ {0} dané predpisem f(A) = det(A) pro kaZdé

Ae My ,. a) Ukaite, Ze zobrazeni f je homomorfismus. b) Najdéte jadro homomorfismu f.

8.2.8. Emistuje podgrupa grupy (Ps(z),+) z Prikladu BZ, pro kterou zobrazeni [ je homomorfismem
(P3(z),+) do (R%,+)? Pokud ano, najdéte ji.

8.2.9. Méjme grupy (Ss,0) a (Dy,0). Definujeme zobrazeni s : S5 — Dy tak, Ze sudym permutacim prifa-
dime identitu Ry a lichym permutacim prvek H (zrcadleni podle vodorovné osy). a) UkaZte, Ze zobrazeni s
je homomorfismus grupy (Ss,0) do grupy (Dy,o0). b) Urcete jadro homomorfismu a ovéite, Ze se jednd
o normdlni podgrupu grupy (Ss,o). c¢) Bude zobrazeni t : S5 — Da, které sudym permutacim pFitadi H a
lichym permutacim Ry homomorfismem? Vysvétlete.

8.2.10. Méjme homomorfismus f grupy jednotek GUX30 do grupy (U(30),-), pro ktery plati Ker(f) =
={1,11}. a) Jak vypadd obraz prvku 7¢ b) Jak vypadd homomorfismus f?

8.3. Skladani homomorfismu

Protoze homomorfismy jsou zobrazeni (kterd navic zachovévaji operaci), tak mizeme homomorfismy mno-
zinami skladat.

Véta 8.9. Méjme homomorfismus f : G — Go grupy (G1,01) do grupy (Ga,02) a ddle méjme homomor-
fismus g : Go — G3 grupy (f(G1),02) do grupy (Gs,o3). Potom plati nasledujici tvrzend.

(i) SloZené zobrazeni go f je homomorfismus grupy (G1,01) do grupy (Gs,o3).

(i) Jestlize f i g jsou bijekce, potom i sloZené zobrazeni g o f je bijekce.

Obrézek 8.13.: SloZeni homomorfismi f : G1 — G2 a g : Go — Gs.
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Dikaz. Ukazeme obé ¢asti tvrzeni.
(8) Protoze zobrazeni f a g jsou homomorfismy, tak pro kazdé a,b € G plati

go flacib) =g(f(a)os f(b)) = g(f(a)) o3 g(f (b)) = (g0 f(a)) o3 (g0 f(b)).

To znamend, Ze slozené zobrazeni g o f je homomorfismus grupy (G1,01) do grupy (Gs,o3).
(3) Déle ukdzeme, Ze zobrazeni g o f je bijekce. Nejprve nepfimo ukézeme, ze g o f je injektivni.

Me¢jme libovolné a,b € GG;. Jestlize nastane rovnost

go fla)=go f(b)

tak protoze g je injektivni (dokonce bijektivni), dostaneme

fla) = f(b)
a protoZze f je injektivni (dokonce bijektivni), tak

a=>b.

To znamen4, Ze zobrazeni g o f je injektivni.

Zbyva jesté ukazat, Ze zobrazeni g o f je surjekce. Z predpokladu vime, Ze zobrazeni ¢ je surjektivni,
to znamend, ze pro kazdy obraz ¢ € G3 existuje vzor b € f(G1) a plati g(b) = ¢. Podobné& z pfedpokladu
vime, Ze zobrazeni f je surjektivni, a proto pro kazdy obraz b € G5 existuje vzor a € G; a plati f(a) = b.
Protoze mnozina obrazti f(G1) C Ga, tak miZzeme shrnout, Ze pro kazdé ¢ € G3 existuje vzor a € Gy a
plati ¢ = g(b) = g(f(a)) = (g o f)(a). Nasli jsme vzor libovolného prvku a € Gy, a proto je zobrazeni g o f
surjektivni. Tim dtikaz kondi. O

Priklad 8.16. Uvedeme nékolik jednoduchych piikladt sklddédni homomorfismi.

1) Slozenim homomorfismu f : Z — Z definované pfedpisem f(x) = 22 a homomorfismu g : Z — Z,
definované predpisem f(z) = 2 modn dostaneme homomorfismus go f grupy (Z,+) do grupy (Z,, +).
2) Slozenim homomorfismu f : M, — R\ {0} daného pro reguldrni matice pfedpisem f(A4) = det(A) a

homomorfismu g : R\ {0} — R\ {0} daného predpisem f(z) = 2> dostaneme homomorfismus grupy
reguldrnich ¢tvercovych matic (M, ,,-) do grupy (R\ {0},-).

Cviceni

8.8.1. Navdzeme na Cviceni BZZ Mdme homomorfismus f : P3(x) — Py(z) derivace polynomu f(ax? +
+br+c) = (ax? +br+c) = 2ax+b grupy (Ps(z),+) do grupy (P3(x),+). Analogicky méjme homomorfismus
g: Pa(z) = Pi(x) derivace polynomu f(ax +b) = (ax +b) = a grupy (P2(z),+) do grupy (Pi(z),+). Do-
kazte, e sloZené zobrazeni go f : P3(x) — Py(z) definované f(axz? + bz + ¢) = (az? + bz + ¢)”’ = 2a (druhd
derivace) je homomorfismus grupy (Ps(z),+) do grupy (Ps(z),+).

8.4. Doplnkova témata

Camille Jordan (5. ledna 1838 — 22. ledna 1922)

Marie Ennemond Camille Jordan byl Francouzsky matematik, ktery se zaslouzil o rozvoj matematické ana-
lyzy a algebry. Narodil se 5. ledna 1838 v Lyonu, vystudoval znamou Ecole polytechnique, kde pozdé&ji
také ucil. Znama se stala jeho ucebnice analyzy, ktera ovlivnila vyuku analyzy tehdejsi doby. Pozdéji ucil
na prestizni College de France (¢esky Francouzské koleji), coz je instituce zpfostfedkovavajici soudobé po-
znani, neméa vlastni studenty a porada prednasky pro verejnost. Misto profesora na Francouzské koleji se
povazuje za vrchol védecké kariéry.
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Obréazek 8.14.: Marie Ennemond Camille Jordan.

Mezi nejvyznamnéjsi Jordanovy vysladky patii Jordanova Véta o kiivkach v topologii, Jordanova mira
v analyze a Jordanova-Shurova véta o koneénych grupach. Jordan se vyraznym zptusobem zaslouzil o zpo-
pularizovani Galoisovy teorie, ktera se i diky nému dostala do popfedi zajmu.

Odkazy:

® phttps://en.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan

ttps://cs.wikipedia.org/wiki/College_de_lkranc
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Kapitola 9. Izomorfismy grup

Kdyz porovname prvni dvé Cayleyho tabulky B, ihned si vS§imneme podobnosti obou tabulek. Pokud
v prvni tabulce s operaci ,,0“ nahradime identitu Ry pismenem a, rotace Ri29, Ra49 pismeny b, ¢ (v tomto
poradi) a zrcadleni Z4, Zp, Z¢ pismeny d, e, f (v tomto pofadi), tak ihned dostaneme druhou tabulku

s operaci ,,-“.

9] R() R120 R240 ZA ZB ZC’ abcde f +1012345
Ro RO R120 R240 ZA ZB ZC alabcde f 0012345
R120 R120 R240 RO ZC ZA ZB bl b ca f d e 11123450
R240 R240 RO R120 ZB ZC ZA clcabde f d 21234501
ZA ZA ZB Zc R() R120 R24() d| d e f ab c 31345012
ZB ZB ZC ZA R24() R() R12() e| e f dcabd 41450123
ZC ZC ZA ZB R120 R240 RO f f debca 515012314

Tabulka 9.1.: Cayleyho tabulky dihedrdlni grupy (D, o) grupy (G,-) a grupy (Ze,+)

Pfirozena otazka je, zda podobnym nahrazenim je mozné dostat tfeti tabulku. Neni tézké si uvédomit,
Ze to mozné neni! Dihedralni grupa (D3, o) mé prvky fadu 1, 2 a 3, zatimco ve tfeti tabulce grupy (Zs, +)
maji prvky 1 a 5 fad 6, coz je snadné provérit opakovanym séitanim. Jestlize symboly jen jinak oznacime,
tak nezménime fad prvku, ktery je urcen strukturou tabulky, nikoliv samotnym oznacenim prvk.

Prirozené se tak dostavame k otézce, zda néjaké dvé grupy se lisi pouze oznacenim prvkt a grupy jsou
sizomorfni“, nebo zda maji jinou strukturu a jedna se o jinou ,neizomorfni“ grupu.
druhou otazku zodpovime jen pro nékteré vybrané fady. V kapitole B3 navic ukazeme, ze kazdou konec¢nou
grupu miizeme popsat jako néjakou podgrupu grupy permutaci.

9.1. Definice izomorfismu grup

Nejprve zavedeme pojem izomorfismu grup.

Definice Bijektivni homomorfismus f : G; — G4 grupy (G1, 01) do grupy (G, 02) nazyvame izomorfismem
grupy (Gy,01) do grupy (Ga,02).

Jestlize existuje izomorfismus grupy (G, 01) do grupy (Ga, 02), tak fikdme, ze grupy (G1,01) a (G, 02),
jsou izomorfni a piSeme (G1,01) ~ (Ga,03). Navic, pokud nemtize vzniknout mylka a je zfejmé s jakymi
operacemi pracujeme, tak piseme G ~ Gs.

Vsimnéte si rozdilu mezi izomorfismem a homomorfismem grup. Izomorfismus je navic bijektivni zob-

razeni (Obrazek E1).

Obrazek 9.1.: Homomorfismus a isomorfismus grup (G1,01) a (Ga,02).

Priklad 9.1. Mséjme grupu (Zz,+) a mnozinu B = {o,A,00}. Méjme zobrazeni f : Zz — B dané
predpisem f(0) = o, f(1) = A, f(2) = O. Jsou dany Tabulky =21 Ovéfime, Ze se zobrazeni f je izomorfismus
grup (Zs,+) a (B, *).

*
o
A
O

Tabulka 9.

[\

.+ Tabulka grupy (Zs,+) a grupy ({o,
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Nejprve ovérit definici homomorfismu, tj. Ze vysledek operace vzoru se zobrazi na vysledek operace obrazu.
Staci ovérit 9 dvojic:

f(0+0) = f(0) = o= oxo=f(0) x f(0)

fO+1) = f(1) = A=oxA=f(0)x f(1)
f0+2)=f(2) =0 =0ox0= f(0)x f(2)
fA+0)=f(1) = A= Axo=f(1)x f(0)
fﬂ+D:ﬂ%:D:A*A:fm*ﬂU
f1+2) = f(0) =o=AxT= f(1)x f(2)
ﬂ?HD=ﬂ%=D=D*O=() f(0)
fR+1)=f(0)=0o=0xA=F(2)xf(1)

f2+2)=f(1)=A=0x0=f(2)xf(2)

Ze zadani ihned vidime, Ze zobrazeni f je bijekce tfiprvkové mnoziny na tfiprvkovou mnozinu. Celkem
dostévame, ze zobrazeni f je izomorfismem grup (G1,01) a (Ga,02). Plati Z3 ~ B. v

Priklad 9.2. Mg¢jme dvé grupy (Z,+) a (S,+). Jedné se o dvé rtzné grupy (napiiklad grupa s nosnou
mnozinou S neobsahuje ¢islo 1), ukdzeme vsak, Ze jsou izomorfni.

Ukazeme, ze zobrazeni f : Z — S definované predpisem f(z) = 2z je izomorfismem. Vskutku zobrazeni f je
homomorfismus, nebot pro kazdé z,y € Z plati

flz+y) =2(x+y)=2z+2y = f(z) + f(y)

Homomorfismus f je bijektivni, nebot vzorem kazdého sudého éisla 2t € S je éislo ¢ € Z. v

Priklad 9.3. Méjme dvé grupy (Q \ {0},-) a (R\ {0},-). Jedna se o dvé riizné grupy (napiiklad grupa
s nosnou mnozinou Q neobsahuje ¢slo v/2). UkazZeme, Ze tyto grupy nejsou izomorfni.

Homomorfismus f : Q — R sice existuje, napiiklad dany pfedpisem f(z) = x. AvSak tento homomorfismus
nikdy nebude bijektivni, nebot mnozina Q\ {0} je spocetné zatimco mnozZina R\ {0} je nespoctend, a proto
mezi nimi neexistuje zadné bijektivni zobrazeni. v

Véta 9.1. Relace ,byti izomorfni“ je relact ekvivalence na mnoziné viech grup. Tj., necht (A,01), (B, o3),
(C,03) jsou libovolné grupy, potom plati
(i) A~ A,
(ii) A~B& B~ A,
(iti) (A~BAB~C)=A~C.

Diikaz. Dokéazeme jednotlivé Casti véty.

(i) Nejprve dokazeme reflexivitu ,A ~ A relace ,byt izomorfni“. Dokazeme, Ze zobrazeni f : A — A dané
predpisem f(a) = a je izomorfismus (A, o1) na sebe. Zobrazeni f je homomorfismus, nebot f(ao1b) =
=ao1 b= f(a)o; f(b), zobrazeni f je injektivni, nebot f(a) = f(b) = a = b a konecéné zobrazeni f
je surjektivni, nebot pro kazdé b € A plati b = f(b). Proto zobrazeni f je bijektivni homomorfismus,
neboli izomorfismus.

(ii) Déale ukdzeme symetrii ,A ~ B < B ~ A“ relace ,byt izomorfni“. Bez Gjmy na obecnosti staci

ukdzat A ~ B = B ~ A, nebot druhou implikaci dostaneme pfeznacenim. Proto v definici ekvivalence
zpravidla byva uvedena jen implikace.
Je-li A ~ B, tak existuje bijekce f : A — B, kterd je izomorfismem. ProtoZe zobrazeni f je bi-
jekce, tak existuje zobrazeni f~!, které je také bijekce. Zbyva ukazat, Ze zobrazeni f~! : B — A
je homomorfismus. Zobrazeni f je surjektivni, vzorem prvku a je vzdy samotny prvkem a. Po-
tom jisté pro kazdé dva prvky a',b’ € B existuje takové a,b € A, Ze plati ' = f(a),b’ = f(b). Nyni
fl(a' ool') = f~1(f(a)oa f(b)). A protoze zobrazeni f je homomorfismus, tak plati f~1(f(a)os f(b)) =
=f"Yf(ao1b)) =ao1b= f~1(a') oy f71(V). Celkem dostaviame f~1(a’ 0x ') = f~1(a') o1 f71(V) a
zobrazeni f je homomorfismus.

(iii) Tranzitivitu ,(A ~ BA B ~C) = A ~ C“ relace ,byt izomorfni* plyne z Véty B

Tim je dikaz ukoncen. O
Ve CviCenich ETT a ETTT jsme polozili otazku, zda fad obrazu v homomorfismu odpovida fadu

vzoru. Nyni ukdZeme, Ze izomorfismus ¥ad prvku zachova.
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Véta 9.2. Méjme grupu (Gy,-) s prokem g € G1 koneéného tddu n, respektive nekoneéného tadu. Jestlize
I G — G je izomorfismus grupy (G1,-) do grupy (Gs,-), pak prvek f(g) je prvek grupy (Ga,02) fadu n,
respektive nekonecného radu.

Diikaz. 7 asociativity operaci a definice homomorfismu vidime, Ze

f(g") = f(gorgor...019) = f(g) o2 f(g) 02... 02 f(g) = (f(9))".

k k

Zobrazeni f je izomorfismus, proto je f je injektivni a podle Piikladu BT vime, ze Ker f = {e1 }, kde e je
neutralni prvek levé grupy, tj. pouze prvek e; € GG1 se zobrazi na ez € Go, kde ey je neutrdlni prvek pravé
grupy. Pro kazdé g € G to znamena, 7e pokud g* # e;, potom také f(g)* # es a pokud g* = e;, potom
také f(g)* = es. Pro kazdé prirozené éislo k miZeme psat

gF=ee flo) =e. (7)

Je-li g € G; je nekoneéného Fadu, potom pro kazdé piirozené &islo k je g* # e, a proto podle [7] je
f(9)k = f(g*) # ea, a to znamen4, ze f(g) je také nekoneéného Fadu.

Stejné tak, je-li g € G kone¢ného fadu n, tak pro hodnoty k mensi nez n je g* # e; a podle [T] je
f(9)* = f(g*) # ez. A koneéné pokud g" = e, tak je také f(g") = f(e1) = ez. To znamend, 7e f(g) je také
kone¢ného fadu n. Tim je dikaz ukoncen. O

Priklad 9.4. Najdeme dvé neizomorfni grupy fadu 6 a ukézeme, pro¢ nejsou izomorfni.

Méjme dvé grupy fadu 6, a sice grupu (Zg, +) a dihedralni grupu (D3, 0). Vime, Ze grupa (Zg, +) je cyklicka,
plati Zg = <T>, nebot prvek 1 je fadu 6. Naproti tomu dihedralni grupa (Ds,0) zadny prvek fadu 6 nema,
protoze kazdé zrcadleni je fadu 2, identita Ry je fadu 1 a rotace Rjq9, Ra49 jsou fadu 3. Podle Véty B2
74dny izomorfismus grup (Zg, +) a (Ds, o) neexistuje, nebot obraz prvku 1 € Z fddu 6 nemtze byt zadny
z prvka grupy (Ds, o). v

Cviceni
9.1.1. Najdeéte dve rizné neizomorfni grupy se ctyrmi proky. Pokud to neni mozné, dokazte to.

9.1.2. Najdéte viechny izomorfismy grupy (G, -) uréené Cayleyho tabulkou do cyklické grupy (Zy,+).

a
c
d
a
b
3

Tabulka 9.5.: Grupa (G,-)

9.1.8. Navdzeme na Cviceni BEITIZ Méjme komutativnd grupu (G, ). Definujeme zobrazeni f : G — G
predpisem f(a) = a™! pro kazdé a € G. Ukaste, Ze f je izomorfismus.

9.1.4. Méjme libovolnou grupu (G,-) a pevny prvek g € G. Definujme zobrazeni f : G — G pro kaZdé
a € G predpisem f(a) = g-a. Pro jaké proky g je zobrazeni izomorfismem?

9.1.5.  Mé&me grupu (G, ). Definujme zobrazeni g : G — G pro kaZdé a € G predpisem f(a) = a®. Ukazte,
Ze zobrazeni [ je izomorfismem pravé tehdy, kdyz (G,-) je komutativni grupa.

9.1.6. Necht Q(v/2) = {a+2b:a,bc Q}. Méjme grupu (Q(v/2),+). Necht Q x Q = {(a,b) : a,b € Q} a
séitant ,+* na Q x Q definujeme predpisem (a1,b1) + (az2,b2) = (a1 + b1, as +b2). Méjme grupu (Q x Q,+).
Dokazte, ze (Q(v/2),+) je izomorfni s (Q x Q,+). Najdéte piislusny izomorfismus.

9.1.7. Méjme grupu (G,-). Definujme zobrazeni g : G — G pro kazdé a € G predpisem f(a) = a™. UkaZle,
ze kdyz (G,-) je komutativni grupa, tak zobrazeni f je izomorfismus.

9.1.8.  Vezméme symetrickou grupu (S3,0) a zobrazeni f(a) = a®. Je f grupoviym izomorfismem?
9.1.9. Méjme grupu (G,-). Definujme zobrazeni g : G — G pro kaZdé a € G predpisem f(a) = a™. Najdéte

takové n > 2 a takovou nekomutativni grupu (G, -), aby zobrazeni f byl izomorfismus.
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9.1.10. Mé&jme dvé grupy (R \ {0},-) a (RT,-). Dokazte nebo vyvratte: grupy (R\ {0},-) a (RT,-) jsou
izomorfni.

9.1.11. Méjme dvé grupy (R\ {0},-) a (C\ {0},-). Dokazte nebo vyvratte: grupy (R\ {0},-) a (C\ {0},")
jsou izomorfni.

9.1.12. Mé&jme dvé grupy (R,+) a (R*,-). DokaZte nebo vyvratte: grupy (R,+) a (RY,-) jsou izomorfni.

9.2. Klasifikace cyklickych grup

Vratime se k tvrzeni, které jsme avizovali v Kapitole B Ukazeme, ze nekonecnd cyklickd grupa i kazda
konecéna cyklickad grupa pevné zvoleného fadu maji jednoznac¢né uréenou strukturu. Nejprve ukédzeme snadné
pozorovéani, Ze cyklicka grupa je vzdy izomorfni s cyklickou grupou.

Lemma 9.3. Izomorfni obraz cyklické grupy je cyklicka grupa stejného tdadu.

Dikaz. Predpokladejme, Ze zobrazeni f : Gi — G2 je izomorfismus a ze grupa (Gi,-) je cyklickd grupa
kone¢ného fadu n, respektive nekoneéného fadu. Plati Gy = f(Gy) = {f(a¥) : k € Z} = {f(a)* : k € Z},
kde a je generator grupy (Gi,-). Cyklickd grupa je jednozna¢né uréena svym generatorem a a generator
se podle Véty 0 v homomorfismu zobrazi na prvek f(a) stejného faddu. Grupa (Ga,o02) je proto cyklicka
grupa s generatorem f(a) a je stejného fadu jako grupa (Gi,01). O

Priklad 9.5. Ukazeme, ze libovolné dvé grupy (A,o1) a (B, 0q) fadu 5 jsou izomortni.
Protoze podle Lagrangeovy véty (Véta EIM) musi f4d kazdého prvku délit fad grupy, ma kazda z grup
pouze prvky faddu 1 a 5. Navic prvek faddu 1 je v kazdé grupé jediny, nebot fad 1 ma vzdy pouze neutralni
prvek e. Pro kazdy jiny prvek a plati a = a' # e.

Kazdy prvek fadu 5 je generatorem grupy fddu 5. Oznaéme a libovolny prvek fadu 5 v grupé (A, oq)
a dale ozna¢me b libovolny prvek fadu 5 v grupé (B, o03). Plati A = (a) a B = (b). Zobrazeni f : A — B,
pro které plati f(a) = b, jednoznaéné uréi obrazy vSech prvki. Pro kazdé n € [1,5] plati f(a") = f(a)™ =
= b", pfi¢emz prvni rovnost vyplyva z definice izomorfismu a druhé z definice zobrazeni f. To znamena,
zobrazeni f je izomorfismem grup (A,01) a (B, 03) a grupy jsou izomorfni.

<K

Otazky:

e Kolik existuje riznych izomorfismi grup (A,o01) a (B, 02) z Ptikladu BRI?
e Existuji dvé neizomorfni grupy radu 77

Nyni ukadzeme, ze struktura kazdé nekonecné cyklické grupy odpovida grupé obvyklého s¢itani celych
¢isel a struktura kazdé konecné cyklické grupy odpovida grupé sc¢itani zbytkovych t¥id celych cisel.

Véta 9.4. Méjme libovolny prvek a grupy (G, -). Jestlize 7ad prvku a je nekonecény, tak ((a),-) ~ (Z,4+).
Jestlize Tdd prvku a je (konecné) prirozené cislo n, tak ((a),-) ~ (Zn,+).
Diikaz. Nejprve uvazujme piipad, kdy ¥ad prvku a je nekoneény. Vime, Ze (a) = {a* : k € Z} a budeme
definovat zobrazeni f : G — 7Z predpisem f(a*) = k. Abychom ukézali, Ze zobrazeni f je izomorfismus, tak
ukazeme, Ze [ je homomorfismus, ktery je navic injektivni i surjektivni.

S vyuzitim znamych vlastnosti celych ¢isel dostaneme

fla"a®) = f(a""*) =r+s=f(a") + f(a*).

Zobrazeni f je tedy homomorfismus.

Injektivitu zobrazeni f ukéZeme nepiimo. Jsou-li obrazy dvou prvka a?, a? cyklické grupy ({a),-)
stejné, tak f(a?) = f(a?) znamend p = q. Z definice zobrazeni ihned dostavdme, ze a? = a? a zobrazeni f
je injektivni. Surjektivitu ukazeme tak, ze pro kazdy prvek k € Z najdeme vzor. Pro kazdé k € Z staci vzit
prvek a® € (a) a plati f(a*) = k.

Tvrzeni pro prvek a kone¢ného Fadu se ukdze analogicky. Méjme cyklickou grupu ({(a),-) fadu n, to

znamens, ze (a) = {a',a?,...,a" = e}. Vime, Ze Z, = Z/n7, a definujeme zobrazeni f : (a) — Z/n7, tak,
7e pro kazdé k € {1,2,...,n} polozime f(a*) = k 4+ nZ. S vyuzitim vlastnosti s¢itani komplexi dostavame

F(@ - a*) = (@) = (r +8) +nZ = (r +nZ) + (s + nZ) = f(a") + f(a").

Zobrazeni f je tedy homomorfismus.
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Injektivitu zobrazeni f ukdzeme opét nepiimo. Je-li f(a?) = f(a?), tak p + nZ = q + nZ, coz znamena
(p — q) + nZ = nZ. Rovnost nastane podle Véty I pravé tehdy, kdyz p — g € nZ. To ale znamend, Ze
p — q = nl pro vhodné pfirozené ¢&islo [, tedy p = ¢ + nl. Dostavame a? = a9t = a9(a")! = a(e)! = a4
a zobrazeni f je proto injektivni. Surjektivitu ukazeme opét tak, ze pro kazdy prvek k + nZ najdeme vzor,
kterym je prvek a* € (a), nebot plati f(a*) = k + nZ. a

7 ptedchozi véty snadno plyne nasledujici tvrzeni.

Dausledek 9.5. Nekonecnd grupa (G, -) je cyklickd pravé tehdy, kdyz (G,-) ~ (Z,+). Konecnd grupa (G, -)
fadu n je cyklickd pravé tehdy, kdyz (G,-) ~ (Z/nZ, +).
Diikaz. ODbé Casti tvrzeni maji tvar ekvivalence, méli bychom ukazat ¢tyii implikace. Obé implikace ,,=*
plynou ihned z predchozi Véty B0

Obé implikace ,,<* ukdzeme snadno. Vime, Ze (Z, +) i (Z,, +) jsou cyklické grupy a podle Lemmatu B3]
izomorfni obraz cyklické grupy (Z,+) je opét cyklickd grupa. a

7 tranzitivity relace ,byt izomorfni“ ihned dostavame jesté dalsi dusledek.

Dusledek 9.6. Kazdé dvé cyklické grupy stejného tadu jsou izomorfni.

Izomorfismus cyklickych grup je pékné patrny z Obrazkti B0 a EE31 Zatimco na Obrazku B2 jsou
znazornény grupy (Z,,+) a (Z,+), ta na Obrazku B jsou znézornény obecné koneéné a nekoneéné cyklické
grupy ({a),-). Obrézek BZ3 je stejny jako Obrazek BT, jen jsme jej zde pro nazornost zopakovali. Rozdil
obou struktur je patrny pouze oznacenim prvki. Struktura kazdé cyklické grupy je tak dobfe prozkouméana.

3

=—n=0=n=2n=... +1
1 2

.=n—1=2n—-1=... ;1:n+1: +1
+1 1

=6=n+6= .=2=n+2=... +1
- - 0

1 1

+ + +1
=5=n+5=...% Poo.o=3=n+3=... _1

+1 +1 :

..=—n+4=4=n+4=... .

Obrézek 9.2.: Konecnd cyklickd grupa (Zn,+) jako (1) i nekonecnd cyklickd grupa (Z,+) jako (1).

. o Py
o=atTh =gt =" = . .

Obrazek 9.3.: Konecnd cyklickd grupa {a) i nekoneénd cyklickd grupa (a).

167



Petr Kovdr, 9. Izomorfismy grup 20. dnora 2024

Thned dostavame napftiklad nasledujici disledek.
Dusledek 9.7. Kazda cyklickd grupa je komutationi.
Dikaz je snadny, sta¢i si uvédomit, ze (Z,+) i (Z,,+) jsou komutativni grupy.
Cviceni
9.2.1. Najdéte dve riuzné€ neizomorfni grupy se tremi prvky. Pokud to neni mozné, dokazte to.
9.2.2.  Ukazte, Ze libovolné dve grupy prvociselného rdadu p jsou izomorfni.
9.2.3.  Ukazte, Ze grupa (Q,+) neni cyklickd.
9.2.4. Dokazte, Ze grupa Q(ﬂ) nent cyklicka.

9.2.5. Rozhodnéte o pravdivosti ndsledujictho tvrzeni: KaZda podgrupa nekonecné cyklické grupy je neko-

9.2.6. Rozhodnéte o pravdivosti nasledugicitho tvrzeni: KaZda netrividlni podgrupa nekonecné cyklicke grupy
je nekonecnd.

9.2.7. Rozhodnéte o pravdivosti nasledugiciho tvrzeni: KazZdd netrividlni podgrupa nekonecné grupy je ne-
konecnd.

oo o (100 (-1 0 (1 0 (-1 0 .
9.2.8. Méjme ctyri matice E = <0 1), A= ( 0 1), B = (0 1>, C = ( 0 1). a) UkaZte,
Ze mnozina M = {A, B,C,D} s operaci ndsobeni matic tvori grupu. b) Je tato grupa tddu 4 izomorfni
s grupou (Z4,+)?

9.3. Cayleyho véta

V této podkapitole ukazeme, ze grupy permutaci maji jednu dilezitou vlastnost: kazda grupa je izomorfni
s néjakou grupou permutaci nebo s jeji podgrupou. To znamend, ze budeme-li zkoumat grupy permutaci,
tak soucasné zkoumame (az na izomorfismus) libovolnou grupu. Nejprve na dvou piikladech ukazeme hlavni
myslenku.

Priklad 9.6. Mg¢gjme grupu (G,-), kde G = Zs \ {0} a operace ,-“ je ndsobeni modulo 5. Oznac¢me Sg
mnozinu ¢tyl vybranych permutaci prvki mnoziny G, které jsou urceny radky Tabulky B0 Ukazeme, ze
(Sq, o) tvofi grupu.

Tabulka 9.4.: Cayleyho ta

(=l
I

ul

a grupy ndsobeni modulo 5.

Kazdy fadek miizeme popsat permutaci mnoziny {1, 2, 3,4}.

(1 2 3 4 (1 2 3 4 (1 2 3 4 (1 2 3 4
17 \1 2 3 4 27\2 41 3 = \3 1 4 2 747 \4 3 2 1
Vsimnéte si, ze napiiklad o3 o 09 = 01 nebo o2 0 04 = o3. Dokonce obecné pro kazdé a, g € {1,2,3,4} plati
ca(g) = a-g. Déle si viimneme, Ze plati

oab(g) = (a-b)-g,
ale soucCasné plati

oa00p(g9) = 0a(0b(g)) = 0alb-g) =a-(b-g) = (a-b)-g.

Proto pro vSechny a,b,g € G obecné plati o, 0 4(9) = 04.4(9)- v
Mnoziny Sg, S|g| a Sn
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Nejprve si vSimnéte si rozdilu mnozin Sg a S|g|. Zatimco S|g| je mnoZina vsech permutaci n-prvkové
mnoziny GG, tak mnozina Sg obsahuje vybrané permutace mnoziny G.

Rozdil mnozin S| a S, je spise formalni. Zatimco S| je mnozina vSech permutaci n-prvkové mno-
Ziny G, tak S,, je mnoZina permutaci ¢iselné mnoZiny [1,n]. Dle vysledki Kapitoly @ vime, Ze S,, tvori
grupu. Formalné muZeme pro kazdou kone¢nou grupu G fadu n zavést zobrazeni s : G — [1, n] tak, ze prvky
mnoziny G oznacime g1, go, . . ., gn a polozime s(g;) = i (Cvi¢eni E3Z3). Proto S|/ je izomorfni s grupou Sy,
ve které misto kazdého prvku i vezmeme prvek mnoziny G s indexem i pii néjakém indexovani prvka G
indexy z mnoziny [1,n].

Dle Piikladu B3 vime, Ze i vybrané permutace Sg obecné tvoii grupu (Sg, o). V nésledujicim ptikladu
ukdzeme, Ze existuje pfirozené definovany homomorfismus mezi grupou (G, -) a jejim obrazem (f(G),0) =
= (Sa,0) v grupé permutaci (S|, o).

Priklad 9.7. Definujeme zobrazeni f : G — (S4,0), tj. zobrazeni f : Zs \ {0} — (S4,0) pfedpisem
f(a) = 0, (Obrazek BEA). Ukéazeme, 7Ze zobrazeni f je homomorfismus (Zs \ {0},-) — (S4,0) a plati

fla-b) =044 =04,00(a-b) = f(a)o(b).

Zs \ {0} Sa
Obrazek 9.4.: Homomorfismus f: (Z\ {0},-) — (f(Z\ {0}),0).

Zobrazeni f sice neni surjektivni, protoze mnozina Sy obsahuje 24 prvki, pficem? jeji podmnozina f(Z\{0})
obsahuje pouze ¢tyfi prvky, nicméné zobrazeni f je injektivni, nebot

fla) = f(b)
Oaq = Ob,
coz pro vSechny prvky ¢ € G znamena
9a(9) = o3(9)
a-g=b-g.
S vyuzitim Véty o kréceni (Véta ) je
a=b.

Vidime, 7ze pokud se omezime na mnozinu obrazt f(Zs \ {0}) = Sz,\{0y = {01,02,03,04}, tak zobrazeni f
je bijekci. V&imnéte si, ze je-li b = a1, tak o, = 0,1 je inverzni k o, (Cviceni EZ3). Proto zobrazeni f je
nejen homomorfismus (Z \ {0},-) — (S4, o), ale navic izomorfismus (Z \ {0}, ) a podgrupy (f(Z\ {0}),0) =
= ((Sz\{0},°)) grupy permutaci (S4, o) prvkt dané mnoziny {1,2,3,4}. v

Prvkum prifadime permutace

Pfipomertime, Ze permutace lze chépat jako bijektivni zobrazeni mnoziny do sebe (formélni definice je v Ka-
pitole ). Potom také o,(x) zavedené v pfedchozim piikladu jsou permutace mnoziny G, coz méa smysl
definovat jak pro kone¢nou, tak i pro nekoneénou mnozinu G. Dostavame Vétu X1

Véta 9.8. Mejme grupu (G, -) a prvek a € G. Pro kazdé x € G definujme zobrazeni o, : G — G predpisem
oo(x) = a-x. Potom o, je bijekce, tj. o, je permutace proki z G.
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Diikaz. Nejprve ukdZeme, Ze zobrazeni o, je injektivni. Pro kazdé dva prvky x, y z mnoziny G s vyuZitim
Véty o kréceni (Véta EB) plati
0a(x) = 0a(y)
a-r=a-y
rT=1y
Zbyva ukazat, ze zobrazeni f je surjektivni, tj. Ze pro kazdé y € G existuje vzor. Vyuzijeme, Ze v G existuje
prvek zapsany jako sou¢in a~'y. Nyni pro kazdé y € G existuje takovy prvek a~'y € G, Ze plati
gala™ly) =a-a”ty=y.

Vzorem prvku y je prvek a~ly, a proto je zobrazeni o, surjektivni. Celkem dostédvame, Ze o, : G — G je
bijekce. 0

Na strané [Z7 jsou zavedeny grupy permutaci (S, o). V Pfikladu B jsme ukazali, Ze grupa (Zs\ {0}, )
je isomorfni n&jaké podgrupé (Sg,o) v grupé permutaci (Sy4,0). Nyni nase pozorovani dile zobecnime.
Jestlize (G, ) je grupa, symbol (Sg, o) oznacuje podgrupu grupy permutaci (S|q|,©), jejiz nosic Sg, S¢ =
= f(G), je tvofen permutacemi o,(9) = a - g pro kazdé a,g € G. Nésledujici Véta B iikd, Ze mezi
vychozi grupou (G, -) a podgrupou (Sg, o) grupy (S|q,©) existuje homomorfismus, ktery je navic injektivni
(Obrézek E31).

G
Obréazek 9.5.: Homomorfismus f: G — S|q|-

Véta 9.9. Méjme grupu (G,-) a prvek a € G. Pro kazdé a € G definujme zobrazeni o, : G — G predpisem
oo(z) =a-x pro kazdé x € G. Oznacme Sg = {0, : a € G}. Potom zobrazeni f : G — S dané predpisem
f(a) = o4 pro kazdé a € G je injektivni homomorfismus grupy (G,-) do grupy (Sq,o).
Dikaz. Ukéazeme, zZe zobrazeni f je injektivni homomorfismus.

Nejprve nepiimo ukazeme, Z%e zobrazeni f je injektivni. Pokud se rovnaji obrazy f(a), f(b) € Sg
(permutace 04, 05 v S¢ € S|g|) n€jakych dvou prvki a,b € G, tak s vyuzitim definice zobrazeni f dostavame

f(a) = f(b)
Oq = Op

a-x=b-x Vred
a=h.

To znamend, ze zobrazeni f je injektivni.
Déle ukazeme, ze zobrazeni f je homomorfismus. Pro kazdé x € G s vyuzitim definice permutace o, a
asociativity operace ,,- plati

oa(x) o op(x) = a(bx) = (ab)x = ogp(x)
a s vyuzitim definice o, ihned vidime, ze
04 0 0p(x) = oap(x).
To znameni, ze zobrazeni f : G — S¢ je injektivni homomorfismus. (]

Nyni mtzeme zformulovat dilezité tvrzeni teorie grup. Ukazuje, Zze grupy permutaci maji kli¢cové po-
staveni mezi vSemi grupami. Kazdou grupou lze totiz popsat pomoci skladani néjakych permutaci, jestlize
permutace chapeme jako bijekce nosné mnoziny (Obrézek B3).
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Dusledek 9.10. Cayleyho véta

Kazda grupa je izomorfni s néjakou podgrupou grupy permutaci svyjch prvki.

Dikaz. Podle predchozi Véty B vime, ze existuje injektivni homomorfismus G — Sg. Stadi ukazat,
ze zobrazeni f : G — Sg je bijekce (plati f(G) = Sg, S¢ € S|g|). Injektivita zobrazeni f je déna
Vétou M Surjektivita zobrazeni f je zfejmd, nebot kazdé zobrazeni je surjektivni na sviij obor hodnot.
Pro kazdé o, € f(G) vezmeme a € G a podle definice permutace o, plati f(a) = o,. O

Otazky:
e Méjme dihedralni grupu (D3, 0). Podle Cayleyho véty (Véta BEIM) je (D3, o) izomorfni s podgrupou
néjaké grupy permutaci. Jaké?
e Mgéjme symetrickou grupu S,,. Podle Cayleyho véty (Véta M) je .S, izomorfni s podgrupou néjaké
grupy permutaci. Jaké?

Cviceni
9.3.1.  Najdéte vsechny izomorfismy grupy (Zr \ {0},-) a grupy (Zg,+).
9.3.2.  Najdéte néjaky izomorfismus grupy (Zs \ {0},-) a grupy (Z4,+).

9.8.8.  Mé&jme grupu (G,-), proky a,b € G a grupu vybranych permutaci (Sq,o). Ukazte, Ze je-li b = a= !,
tak op = 04-1 je inverzni k o, v grupé (Sg, o).

9.3.4. Uvazujme grupu (C,+c), kde C = {a+bi: a,b € R} a operace +¢ je dana predpisem
(a1 + b1i) + c(az + bai) = (a1 + raz) + (b1 + rb2)1,

kde ,+r“ je obvyklé scitini c¢isel. Ddle méjme grupu (R?, @), kde R? = {(a,b) : a,b € R} a operace @ je
ddna predpisem
(a1,b1) @ (az,b2) = (a1 + rb1, b1 + rb2).

Dokaszte, Ze grupy (C,+c) a (R?,®) jsou izomorfni.

9.3.5.  DokaZle turzeni ze strany TEA: Méjme grupy permutaci (S|q|, ) mnoziny G' Tddu n a grupu permu-
tact (Sy,0) mnoziny [1,n]. UkaZte, Ze 0obé grupy jsou izomorfni.

9.8.6. Méjme dihedralni grupu (Ds,o). Sestavte zobrazeni popsand ve Vété Dale sestavte injektivni
homomorfismus popsany ve Veté T

9.4. Dalsi vlastnosti homomorfismu

Nyni ukézeme, zZe tvrzeni Véty EZ31 je mozno obratit. Nejenze mnozina obrazi levé grupy v homomor-
fismu f je podgrupou pravé grupy, ale pro kazdou podgrupu pravé grupy je také mnozina vzort podgrupou
levé grupy (Obrazek BEH). Symbol f~!(G) v nésledujicim tvrzeni chdpeme jako oznaceni mnoziny vzort,
nikoliv jako mnozinu obrazt inverzniho zobrazeni, nebot inverzni zobrazeni f~! nemusi existovat, pokud
homomorfismus f neni injektivni.

Lemma 9.11. Mé¢éime homomorfismus f : G1 — G2 grupy (Gi1,01) do grupy (Ga,02). Méjme pod-
grupu (Hg,09) grupy (Ga2,02). Ozna¢me mnozinu vzori Hy = f~Y(Hy) = {z € Gy : f(x) € Hy}. Po-
tom (Hy,01) je podgrupa v grupé (Gq,01). Jestlize (Ha,09) je navic normdlni podgrupa grupy (Ga,02), tak
(Hy,01) je normdlni podgrupa v (G1,01).

Obréazek 9.6.: Vzor podgrupy (Hz,02) je podgrupa (f~1(Hs),o1).
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Diikaz. S vyuzitim Véty B30 ukazeme, ze (Hi,01) je podgrupa v (Gq,01).

(i) Mnozina H; je jisté neprazdnd, protoze vzor neutralniho prvku es € Hy v homomorfismu f je neutralni
prvek e; € Hy, nebot podle Véty B plati f(en,) = en,-

(ii) Z vlastnosti zobrazeni f ihned vime, ze H; C G,

(iii) Ukazeme, Ze restrikce operace ,,01“ na mnozinu H; je uzaviend. ProtoZe zobrazeni f je homomorfismus,
tak pro kazdé a,b € Hj plati f(a o1 b) = f(a) og f(b). Je-li f(a), f(b) € Ha, tak z uzavienosti
podgrupy (Haz,o2) vysledek operace f(a) oz f(b) patii do Hz, a proto podle definice H; = f~1(Hz) je
a Oq be Hl.

(iv) Inverzni prvky ke kazdému prvku a € H; existuji, protoze pro kazdé f(a) € Hy existuje (f(a))™! =
= f(a™1') € Hy, nebot (Hz,02) je podgrupa v (Ga,02). To ale soucasné znamend, ze a~! € H;.

Zbyva ukazat normdlnost. Jestlize (Hs, 03) je normdlni podgrupa v (Ga, 03), tak podle definice normélni
podgrupy pro kazdé g € G5 plati g os Ho = Hy 09 g. Potom pro kazdé x € Gy plati f(z) og Hy = Hs oy f(x),
neboli podle Véty B2 plati f(x) oy He og (f(7))~! € Hy. Déle pro kazdé x € Gy a kazdé h € H; plati
f(x oy hoyx)= f(x)og f(h)og f(x~1) € Hy. Potom vzor x oy h -2~ patii do Hy, coz jsme chtéli ukazat.
To podle Véty B21 znamenad, ze (Hi,o01) je normalni podgrupa v (Gy,01). |

Dausledek 9.12. Méjme homomorfismus [ : Gi — Ga grupy (Gi,01) do grupy (Ga,03). Potom plati
(Hy,01) je podgrupa v grupé (Gy,01) pravé tehdy, kdyz (f(Hy),o2) je podgrupa grupy (G, o).

Dikaz. Podle Véty BX1 vime, ze je-li (Hy,o01) podgrupou grupy (Gi,01), tak (f(Hi),02) je podgrupou
grupy (Ga,02). Déle v Lemmatu BT jsme se ukazali, Ze kdyz (f(H1),02) je podgrupa grupy (Ga,o2), tak
také (Hy,01) = (f~1(f(H1)),01) je podgrupa grupy (Gi,01). Spojenim dostavame hledané tvrzeni. O
Cviceni

9.4.1. Méjme surjektioni homomorfismus [ : G1 — Go grupy (G1,01) na grupu (Ga,02). Méime normdlni
podgrupu (Ha,02) grupy (Ga,09). UkaZte, Ze (GQ/H27 09) je izomorfni s grupou (Gl/ffl(HQ)., o1).
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Kapitola 10. Vnéjsi soucin grup

V této kapitole ukazeme, jak zkombinovat mensi grupy, abychom ziskaly grupy vétsi. Operace tzv. ,,vnéjsiho
soucinu” grup prirozené vychazi z klasického kartézského souc¢inu nosnych mnozin. Jednak mnozina vysledné
grupy bude kartézskym soucinem nosnych mnozin jednotlivych grup, ale také operace vysledné grupy bude
prirozené ,po slozkach® definovana pomoci operaci na jednotlivych grupach.

Hlavnim cilem vsak neni jen sestavovat vétsi grupy. Dulezity bude zejména opacny proces, kdy vétsi
grupu ,rozlozime* na vnéjsi soucin mensich grup, podobné jako slozena ¢isla lze rozlozit na soucin prvocisel.
Tento proces nam pomuize nahlédnout do struktury mnoha koneénych grup, nebot ukazeme, ze jsou souc¢inem
mensich grup.

Pomoci vnéjsiho soucinu grup je mozné dokonce uplné klasifikovat vSechny koneéné komutativni grupy.

10.1. Definice vnéjsiho soucinu

Nejprve zavedeme vnéjsi souéin dvou grup jako mnozinu usporadanych dvojic s operaci ,,po slozkach®.

Definice Méjme grupy (G1,01), (G2,02). Vnéjsi soucin grup (G1,01), (G2, 02) je mnozina usporadanych
dvojic prvkl z mnozin Gq,Gs (v tomto pofadi) s operaci, kde prvni slozka je vzdy urcena operaci ,o;“
a druhé slozka je urcena operaci ,,00“. Vnéjsi soucin grupy (G1,01), (G2,02) znac¢ime (G1,01) ® (Ga,02).
Symbolicky zapsano je

(G1701) D (GQ,OQ) = (G1 X GQ, '),

kde pro kazdé (91’92), (hh h2) € G1 x G plati (91-,92) : (hla hz) = (91 o1 hy, g2 02 }12)-

Pokud bude z kontextu jasné s jakymi grupami se ve vnéj§im soucéinu pracuje, tak misto (G1,01) ®
(Ga,02) budeme pouZivat struény zapis G1 & Ga.
Definici vnéjsiho soucinu je snadné zobecnit pro vnéjsi soucin koneéného poctu grup.

Definice Méjme grupy (G1,01), (G2,02), ..., (Gn,0n). Vnéjsi soucin grup (G1,01), (G2,02), ..., (Gn,0n)
je mnozina usporadanych n-tic prvka po fadé z mnozin Gy, Ga,...,G,, s operaci -, kde i-ta slozka n-tice
je vzdy urcena i-tou operaci ,,0;“ a znac¢ime jej (G1,01) ® (G2,02) ® -+ - ® (G, 0,,). Symbolicky zapsano je

(Glaol) @ (G2702) oD (Gnaon) = (Gl X G2 X X Gnv'):
kde pro kazdé (g1,92,---,9n), (h1,ha, ..., hy) € G1 X Gg X -+ x G, plati

(91,92, ---,9n) - (h1,h2, ... hy) = (9101 h1,92 02 ha, ..., Gn On hy).

N

V duchu stejné tmluvy jako u vnéjsiho sou¢inu dvou grup budeme misto (G, 01)PB (G2, 02)®- - -®(Gp, 1)
pouzivat zapis G1 @ G2 & --- @ G,

Priklad 10.1. Uvedme né&kolik klasickych prikladi vnéjsich soucinti grup.

1) Z fyziky i z geometrie zndme s¢itani vektorti, které lze chapat jako operace v grupach (R2,+) nebo
(R3,+). Je vSak dobré upozornit, ze geometricky ¢ fyzikalni prostory oznacované R? ¢i R? jsou
komplexnéjsi struktury — tzv. ,prostory“, ve kterych vektory umime nejen scitat, ale také nasobit
skalarem, nasobit navzajem skalarné a urcovat velikosti vektort.

2) Séitani matic v grupé (Mz2(Z), +) mizeme chapat jako séitani po slozkach v grupé Z@& Z & Z & Z.
Misto zapisovani prvk® do usporadanych ¢tvetic, zapisujeme prvky do matice se dvéma radky a dvéma
sloupci.

3) Séitani vektort ve vektorovém prostoru dimenze n odpovida vnéjsimu soucinu n grup (R, +), tj. vektory
s¢itame jako prvky grupy RGBSR & --- @ R. Pfipomenme, ze ve vektorovém prostoru R mame navic

n
nasobeni skalarem a pozadujeme dlistributivitu mezi nasobenim skalarem i mezi s¢itanim vektort.
4) Vektorovy soucin vektortt neodpovida zédnému vnéjsimu soucinu grup (R, +) ani (R, -). Ve vektorovém
souc¢inu se nendsobi ,po slozkach“, ale vektorovy soucin vektort (dimenze 3) je definovéan jinak.
5) Skalarni soucin vektorit neodpovidd zadnému vnéjsimu souc¢inu, nebot se nejedné o operaci R” x R™ —
R™, ale o zobrazeni R" x R™ — R. Vysledkem neni vektor z R", ale skalar z R.
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Priklad 10.2. Mgjme cyklickou grupu (Zs, +). Vné&jsi soucin Zy®Zs je grupa se ¢tyfmi prvky (0,0), (0,1),
(1,0), (1,1), které se fikd Kleinova grupa. Jedné se o grupu fadu 4, kterd nent cyklickd, nebot vSechny prvky
jsou fadu 1 nebo 2. Kleinova grupa proto neni izomorfni s grupou Zg4, tj. plati Zo @ Zo % Z4.

-+ 1(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,0)] (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,1)] (0,1) (0,0) (1,1) (1,0)

(1,0)| (1.0) (1.1) (0,0) (0,1)

(1,1)| (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)
Tabulka 10.1.: Tabulka Kleinovy grupy Zo ® Zs.

Priklad 10.3. Mgjme cyklické grupy (Za,+), (Zs,+). Jejich soudin Zs & Z3 je také cyklickd grupa. Nosié
grupy Zs @ Zs je mnozina {(0,0), (0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)} a generdtorem grupy je prvek (1,1). Plati

(1,1), 2(1,1)=(0,2), 3(1,1)=(1,0), 4(1,1)=(0,1), 5(1,1)=(1,2), 6(1,1) = (0,0).

Mtzeme tedy psat Zo @ Zs =~ Zg. Toto pozorovani pozdéji zobecnime.
Nejprve ukazeme, Ze definice je korektni a ze dvojice (G1 x Ga, ) vskutku tvoii grupu.

Lemma 10.1. Méjme grupy (G1,01), (G2,02). Vnéjsi soucin grup G ® Ga, kde G1 ® G2 = (G x Ga,-)
tvori grupu.

Diikaz. Dikaz tvrzeni je snadny, pfimo ovérime vSechny vlastnosti grupy. Protoze mnoziny Gi, G5 jsou
neprazdné, tak nosi¢ G; x G2 je také neprazdnd mnozina. Operace ,-“ je na mnoziné uzaviend, nebot
pro kazdé dva prvky (a1, as), (b1,b2) € G1 X Go vime, Ze a1 01 by = ¢1 € G1 a také ag 02 by = co € Gy. To
soucasné z definice vnéjsiho soudinu grup znamena, ze (a; 01 b1, az 02 b)) = (¢1,¢2) € G1 @ Ga.

Z definice operace ,-“ vidime, Ze pro kazdé (a1, az), (b1,b2), (c1,c2) € G1 x Go plati ((a1,az) - (b1,b2)) -
(c1,¢2) = (a1 01 by, az 09 ba) - (c1,¢2) = ((a1 01 b1) o1 1, (ag 02 b2) 02 ¢2) a také (ay,asz) - ((b1,b2) - (c1,¢2)) =
= (a1, a2)-(byorc1,ba03¢2) = (a101(byo1c1),az02(baogc)). Protoze kazda z operaci ,,01“, ,,00“ je asociativni,
tak plati ((a1 o1 by) o1 c1, (ag 09 ba) 09 ¢3) = (a1 01 (by 01 ¢1), a2 02 (ba 09 ¢2)), a proto také operace ,-“ je
asociativni.

Neutralni prvek grupy (G, o01) oznacme e; a neutrdlni prvek grupy (Ga,o2) ozna¢me ey. Neutrdlnim
prvkem jejich souéinu (G; x Ga,-) je prvek (eg, e3), nebot pro libovolné (a,b) € G1 x G2 je (e1,es) - (a,b) =
= (e1 01 a,e2 03 b) = (a,b) a soucasné (a,b) - (e1,e2) = (a oy e1,b 09 e2) = (a,b).

A koneéné inverznim prvkem k prvku (a,b) € G1 x Gz je prvek (a=1,b71), nebot (a=1,b71) - (a,b) =
= (a Yoy a,bt oy b) = (e1,ea) a soudasné (a,b) - (a=1,b71) = (aoya ", boy b 1) = (e1,e2). O

Analogicky se ukaze nasledujici lemma. Dikaz je ponechan jako Cviceni T3]

Lemma 10.2. Mé¢&jme grupy (G1,01), (G2,03), ..., (Gpn,0p). Vnéjsi soucin mnozin G1® Gy ®---d G, =
=(G1 X Gg X -+- X Gy, ) tvori grupu.

Vsimnéte si, ze prisné vzato (G @ G2) @ Gz # G1 & (G2 & G3) # G1 & Gy & G5, nebot v prvnich dvou
vnéjsich soucinech mame uspofadané dvojice, v nichz jedna slozka je opét uspordadanou dvojici, zatimco
v tfetim sou¢inu mame uspoiddanou trojici. Casto se viak vsechny tii vztahy povazuji za rovnocenné
na zékladé tmluvy, Ze napfiklad vnéjsi soucin (G1 ® G2) ® G5 chdpeme jako usporddanou trojici nebo
G1 @ ((G2 ® G3) @ G4) chapeme jako usporadanou étverici.

RAd souéinu koneénych grup

Vsimnéte si, ze podle uvedenych definic je grup ve vnéjsim soucinu Gi,Gs,...,G, vidy koneéné mnoho.
Z definice soudinu je ziejmé, jak vypada Ffad grupy, pokud vSechny ¢leny soucinu jsou konecné grupy. Plati
|G1 @ G2 @ @& Gyl =|G1]|Ga| -+ |Gal.

Pr1i zapisu operace mezi prvky vnéjsiho soucinu je obvyklé uzivat multiplikativni zapis bez uziti symbolu
operace ,-“. Napiiklad pro prvky (g1,92), (h1,hs) souéinu G; @ G2 piSeme misto (g1, g2) - (h1, ha) pouze
(91, 92)(h1, ha).

Cviceni
10.1.1.° Mé&jme grupu (R, +), soucin (R, +) ® (R, +). Jaky je vysledek operace dvou proki (1,2) 4 (3,3)?
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10.1.2.° Mé&jme grupu (R \ {0},-), soucin (R \ {0},-) @ (R \ {0},-). Jaky je vysledek operace dvou prvki
10.1.8. Dokazte Vetu A, tj. ukaste, Ze vnéjsi soucin mnozin G1 PG & - &G, = (G1 X Gy x -+ X Gy, )

tvorti grupu.

10.1.4. Dokazte nebo vyvratte: Kleinova grupa (Tabulka TIT) je izomorfni s dihedrdlni grupou (Da,0)
(Tabulkae TAT).

10.1.5.  Ukazte, Ze Kleinova grupa (Tabulke II) nent izomorfni s grupou (Zy,+).

10.1.6. Méjme ctvereckovanou sit (Sachovnici) o rozméru 3 x 7 policek na povrchu toru. Souradnice krat-
§tho rozméru popiseme pomoci proki grupy (Zs,+) a souradnice del§tho rozméru popiseme pomoci proki
grupy (Zz,+). Mé&ime libovolny prvek (a,b) € Zs ® Zy. Cemu odpovidd a) opakované pricitani prvku (1,0)
k proku (a,b)? b) opakované pricitani proku (0,1) k prvku (a,b)? ¢) opakované pricitani prvku (1,1)
k prvku (a,b)? d) Po kolika pric¢tenich v predchozich ¢dstech dostaneme opét prvek (a,b)?

10.2. Vlastnosti vnéjsiho soucinu

Nésledujici véta ukazuje, Ze jestlize zname Fady prvka v jednotlivych grupidch muzeme snadno urcit fad
libovolného prvku vnéjsiho soucinu grup.

Véta 10.3. Rdd prvku ve vnéjsim soucinu je roven nejmensimu spolecnému ndsobku vddi jeho sloZek,
tj. pro kazdé (g1,92) € G1 ® G2 plati |(g1,92)] = NSN(|g1], lg2])-

Vétu X nebudeme dokazovat, nebot tvrzeni je snadné zobecnit pro vngjsi soucin konecného poctu
grup. Dokazeme obecnéjsi tvrzeni.

Véta 10.4. Rdd prvku ve vnéjsim soucinu je roven nejmensimu spolecnému ndsobku vddi jeho sloZek,

tj. pro kaZdé (g1,92,..-,9n) € G1 ® G2 & - D Gy, plati |(g1,92,---,9n)| = NSN(lg11,|92]s - - - |gnl)-

Dikaz. Symbolem e; ozna¢me neutrdlni prvek grupy (G;,o;) pro i = 1,2,...,n. Déle ozna¢me ¥ad r =
= (91,92 ---,9n)| & nejmensi spoleény nasobek s = NSN(|g1],|g2],---,|gn|). Protoze éislo s je ndsobkem
v8ech ¥adt |g1], |gal, - - -, |gn|, tak plati (g1,92,.--,9n)° = (€1, €2,...,€,). To znamena, ze fad r < s. Naopak,
protoze podle definice vnéjsiho soucinu plati (g7, 45, ...,95) = (91,92, --,9)" = (e1, €2, ..., €en), tak &islo r
je nasobkem vSech fada |g1],|gz2],---,|gn|. Proto s < r. Celkem dostavame |(g1,92,...,9n)] =7 = s =
= NSN(|g1],192]; -+ |gnl)- U

Piiklad M3 a nasledujici Piklad M pékné ilustruji tvrzeni Véty A (i obecnéjsi verze z Véty IIA).
Zatimco soulin Zy @ Zs3 je cyklickd grupa, kterd je soucinem dvou cyklickych grup nesoudélného fadu, tak
soudin Zs @ Z4 neni cyklickd grupa, nebot fady 2 a 4 nejsou nesoudélné.

Priklad 10.4. Méjme cyklické grupy Zs, Z4. Ukézeme, ze jejich soucin Zg & Z4 neni cyklickd grupa. Nosi¢
grupy Zs @ Z4 je mnozina {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3)}. Urcime fady jednotlivych
prvki: Neutralni prvek (0,0) je fadu 1. Thned vidime, ze prvek (1,0) je fd4du 2, nebot (1,0)! # (0,0), ale
(1,0)2 = (0,0). Stejné fady prvki (0,2) a (1,2) jsou rovny 2. Plati

(072)1 # (0’0); (052)2 - (070)7 (152)1 # (0;0)7 (172)2 - (070)

Vsechny ¢étyfi zbyvajici prvky (0, 1), (0,3), (1,1) a (1, 3) jsou Fadu 4. Plati

(0.1)' # (0,0, (0.1>=(0,2), (0.1)*=(0,3), (0,1)*=(0,0),
(0.3) #(0,0), (0.3 =(0,2), (0.3)°=(0,1), (0,3)*=(0,0),
(LY #(0,0), (L1’=(0,2), (L1*=(L3), (1,1)*=(0.0)
(L3 (0,0, (1,3)?=(0,2, (1,3)°=(11), (13)*=(0,0).

Toto znamend, ze zadny z jejich prvki neni generatorem celé grupy a ze grupa Zs @ Z4 neni cyklicka.

Priklad 10.5. Mgjme grupy (Zs,+) a (D3,0). Jejich souéin (Zs,+) @ (D3,0) je grupa, kterd neni cyk-
lickd grupa. Nosi¢ souinu (Zs, +) @ (D3, 0) ma dvanact prvka (0, Ro), (0, R120), (0, Ra40), (0, Z4), (0, Zp),

(0,Z¢c), (1, Ry), (1, Ri20), (1, Roao), (1,Z4), (1,Zp), (1,Z¢c) a zadny neni generdtorem fadu 12. Rédy jed-
notlivych prvki jsou podle Véty IZX nejmensim spoleénym nasobkem fadu jednotlivych prvki. A protoze
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grupa (Zs,+) obsahuje prvky fadu 1 a 2 a grupa (Ds,0) obsahuje prvky fadua 1, 2 a 3, tak nejvyssi rad
prvki v sou¢inu je NSN(2,3) = 6 # 12. Pro ndzornost uré¢ime ¥ad kazdého prvku.

(0, Ro)| = NSN(1,1) =1, [(0, R120)| = NSN(1,
(0, Z4)] = NSN(1,2) =2, [(0,Zp)| = NSN(I,
(1, Ro)| = NSN(2,1) =2, [(1, Ri20)| = NSN(2,
|(1,Z4)| = NSN(2,2) =2, |(1,Z5)| = NSN(2,2) =

(0, Razo)| = NSN(1,3) = 3,
(0, Z¢)| = NSN(1,2) = 2,
(L, Raz0)| = NSN(2,3) =6,
(1, Zc)| = NSN(2,2) = 2

Nasledujici dva priklady ukazuji vyznam Véty =X Jestlize vime, Ze dana grupa je sou¢inem mensich
grup, tak diky znalosti struktury grupy umime urcit pocet prvkt daného fadu i pocet podgrup nékterych
Fada.

Priklad 10.6. Méjme grupy (Zs,+) a (Zg,+). Uréime pocet prvka a) fadu 3, b) radu 9, c¢) fadu 27.
a) Spoc¢itdme vSechny prvky fddu 3. Aby prvek (a,b) € Zs @ Zg byl fddu 3, tak nastane pravé jedna
z moznosti. Bud |a| = 3 a |b| = 1 nebo 3, nebo |a| = 1 a |b| = 3. V prvnim piipadé je prvek a € Zs
kterykoliv ze dvou prvk riznych od neutralnfho. V grupé (Zg, +) je jediny prvek fadu 1 a pravé dva prvky
Fadu 3, a sice b = 3 nebo b = 6. Ostatni prvky jsou s 9 nesoudélné, a jsou proto fadu 9. Mame proto 2-3 = 6
prvka fadu 3.

Druhd moznost pro |a| = 1 pfipousti pouze dva mozné prvky b = 3,6. Dostavame 1-2 = 2 prvky fadu 3.

Celkem mé grupa Zs @ Zg 6 + 2 = 8 prvki fddu 3. Pro ndzornost uvedeme, Ze se jednd o prvky (1,0),
(27 O)a (17 3)7 (2’ 3)7 (17 6)7 (25 6)’ (07 3)a (07 6)

b) Aby prvek (a,b) € Z3®Zg byl fadu 9, tak musi byt |o] = 9 a dale bud |a| = 1, nebo |a| = 3. Prvek a tedy
miize byt libovolny prvek grupy (Zs,+). V grupé (Zg,+) je jediny prvek faddu 1, pravé dva prvky fadu 3
(b =3, b = 6) a vSech 6 zbyvajicich prvki je s fddem grupy nesoudélnych, a proto jsou fddu 9. Celkem
méme proto 3 -6 = 18 prvka fddu 9. Jednd se pravé o prvky (a,b), kde a € {0,1,2}, b € {1,2,4,5,7,8}.

c) V grupé (Zs,+) @ (Zg,+) zadny prvek Fadu 27 neexistuje, nebot v grupé (Zs,+) jsou pouze prvky
f4du 1 nebo 3 a v grupé (Zg, +) jsou pouze prvky fadu 1, 3, nebo 9. Rad prvky v sou¢inu grup je nejmensim
spoleénym nasobkem Fadi jednotlivych prvki, a je proto nejvyse NSN(3,9) = 9.

Vsimnéte si, Ze tuto informaci jsme mohli ziskat také z vysledkt predchozim éasti. Prvek (0,0) je jediny
prvek fadu 1, dale je v souCinu 8 prvku fadu 3 a 18 prvkia fadu 9. To dava celkem vSech 1 4+ 8 4+ 18 = 27
prvkid grupy, a proto zadny prvek jiného fadu v grupé (Zs, +) @ (Zg, +) neni. v

Priklad 10.7. Mg¢jme grupy (Zs,+) a (Zg, +). Urc¢ime pocet a) podgrup fadu 3, b) cyklickych podgrup
rfadu 9.
Podle Ptikladu M@ vime, ze v grupé (Zs, +) @ (Zg, +) je 8 prvka fddu 3 a 18 prvka fadu 9.
a) Kazdy prvek fadu 3 je generatorem cyklické grupy fadu 3, ktera obsahuje pravé dva takové prvky. Zadné
dvé podgrupy faddu 3 nemaji kromé neutrélniho prvku jiné spole¢né prvky, proto existuje pravé 8/2 = 4
takovych grup.
b) Kazdy prvek fadu 9 je generdtorem cyklické grupy fadu 9. Kazda cyklickd grupa fadu 9 obsahuje
pravé Sest takovych prvkil. Zadné dvé rtzné cyklické grupy nemaji spoleény generator, proto existuji pravé
18/6 = 3 takovych grup. v
Otazky:
e Existuje takovy vnéjsi soucin grup (Gi,01) @ (G, 02), aby soudin byl cyklickou grupou, ale alespon
jedna z grup (G, 01), (G2, 02) nebyla cyklickou grupou?
e Najdete priklad vnéjsiho soudinu grup (Gi,01) @ (G2,02) a jeho vlastni podgrupy H takové, aby
podgrupa H byla jiného fadu nez |G| a |G2| a aby podgrupa H nebyla cyklickou grupou?

Véta 10.5. Méjme konecéné cyklické grupy (G1,01) a (Ga,02). Grupa Gi & Go je cyklickd grupa prdvé
tehdy, kdyz |G1| a |G2| jsou nesoudélnd cisla.

Diikaz. Oznaéme fady grup ny = |G1] a na = |G2|. Jedné se o tvrzeni ve tvaru ekvivalence, dokdzeme
obé implikace.

,= Jestlize je soufin G; ® G4 cyklickd grupa, oznacme (gi, g2) néjaky jeji generdtor. Déale oznac¢me d =

. d d d d

= NSD(n1,m2). Platf (g1,92)" /" = (97", g3""*/") = ((g1")"/", (g5°)" /) = (¢, e3" ") = (ex, e2),
kde e; je neutralni prvek grupy (Gi,01) a ey je neutrdlni prvek grupy (Ga,o2). Protoze prvek (g1,92) je
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generatorem cyklické grupy fadu nyns, jeho ¥ad je |(g1, g2)| = ning. Soudasné ale ning = |(g1, g2)| < nina/d,
proto d =1, tj. fady n1 a ny jsou nesoudélnd cisla.

»<=“ Oznacme generatory G1 = (g1), G2 = (g2) a pfedpokladejme, Ze n; a ng jsou nesoudélna ¢éisla. Potom
Fad prvku (g1, g2) je podle Véty M |(g1,92)] = NSN(n1,n2) = ning = |G1 ® Ga|, a proto prvek (g1, 92)
fadu nins je jejim generatorem. Soucin G1 & G4 je cyklicka grupa. O

Neni tézké ukazat néasledujici obecnéjsi tvrzeni. Dukaz je ponechan jako Cviceni 2]
Dusledek 10.6. Méjme konecné cyklické grupy (G1,01), (G2,03), aZ (Gn,0,). Grupa G1 &G @ --- B G,
je cyklickd grupa prdvé tehdy, kdyZ |G;| a |G| jsou nesoudélnd éisla pro kazdé i # j € {1,2,...,n}.
Specidlng, protoze kazd4 koneéna cyklickd grupa fadu k je izomorfni s grupou (Zy, +), tak dostavame
nasledujici tvrzeni.

Dausledek 10.7. Méjme prirozené ¢islo m = ny -na...ny, kde n; € N. Grupa Zy, ~ Ly, Ly, & ... B Ly,
prave tehdy, kdyZ n; a n; jsou nesoudélnd ¢isla pro kazdé i # j € {1,2,...,k}.

Priklad 10.8. Dihedrdlni grupa (Ds,o) neni izomorfni s zddnym vnéjsim soudinem netrividlnich grup.
Staci si uvédomit, ze (D3, o) je fadu 6 a pokud by byla vnéj$im souc¢inem néjakych dvou netrividlnich grup,
muselo by se jednat néjaké dvé grupy fadu 2 a 3. AvsSak takové grupy jsou az na izomorfismus jediné, a
sice cyklické grupy (Zs,+) a (Zs,+). Jejich souéin by musel podle Véty IR byt také cyklickou grupou.
Dihedralni grupa (Ds, o) vSak neni podle Piikladu B cyklické.

Cviceni
10.2.1.  Je grupa Z7 ® Zq3 cyklicka? Pokud ano, najdéte néjaky jeji generdtor.

10.2.2.  Mé&jme konecné cyklické grupy (G1,01), (Ga,02), aZ (Gp,0,). Dokazte Disledek T, tj. dokaZte,
Ze grupa G1® Ga @ --- ® G,, je cyklickd grupa pravé tehdy, kdyz |G;| a |G| jsou nesoudélnd cisla pro kazdé
i#je{l,2,...,n}.

10.2.3.% Najdéte viechny neizomorfni grupy a) ddu 1, b) ddu 2, «c¢) ¥adu 3, d) prvociselného Fddu p.
10.2.4. Najdéte vsechny neizomorfni grupy radu 4.

10.2.5.  Ukazte, Ze vnéjsi soucin dvou komutativnich grup je také komutativni grupa.

10.2.6. Ukazte, Ze dihedrdalni grupa (Dy, o) neni vnéjsim soucinem Zdadnych dvou netrivialnich grup.

10.2.7. Na povrchu toru mdme rovnomerné nakreslenou mrvizku, jejiz policka odpovidaji Sachovnici o roz-
méru 8 X 9 policek (policka sité odpovidaji prvkim grupy Zs ® Zg). Lze tuto Sachovnici projet jezdcem tak,
abychom na kazdé policko vstoupili pravée jednou?

10.2.8. Méjme libovolné pevné zvolené n € N. Uvedte priklad takového homomorfismu [ grupy (Gi,01)
do grupy (Ga,02), aby nosi¢ grupy (G1,01) byl nekoneéné mohutnosti a aby platilo |Ker(f)| = n.

10.2.9. Méjme grupy (K,o1) 7adu k a (H,o09) 7ddu h, které nejsou cyklické. Mize jejich soucin K & H
obsahovat cyklickou podgrupu fadu vétsiho nez max{k, h}?

10.2.10.* Najdéte vsechny neizomorfni grupy vddu 6.

10.3. Grupa jednotek modulo n

V této kapitole ukdzeme, jak vnéjsi soucin grup umozni popsat strukturu vétsich grup tak, ze je zapiseme
jako vnéjsi soucin mensich grup.

Nejprve pfipomenme, Ze v Piikladu ET9 jsme zavedli grupu U(n) (grupu jednotek modulo n). Nyni
v Prikladu MI™@ koncept grupy jednotek modulo n doplnime o dalsi vlastnost. Ukéazeme, jak sestavit
podgrupy Ug(n) v grupé jednotek modulo n.

Priiklad 10.9. Mg¢jme pfirozené ¢islo n vétsi nez 1, méjme jeho prirozeného délitele k vétsiho nez 1 a méjme
grupu jednotek (U(n),-). Symbolem Uy(n) ozna¢me mnozinu {x € U(n) : x =1 (mod k)}. UkdZzeme, Ze
dvojice (Ug(n), ) tvori podgrupu grupy jednotek (U(n),-).

Mnozina Ug(n) je jisté neprazdnd a koneénd podmnozina mnoziny U (n), napiiklad 1 € Ug(n) a mnozina U(n)
obsahuje nejvyse n — 1 prvka. Abychom ukézali, Zze (Ug(n),-) tvoii podgrupu grupy (U(n),-), pouzijeme
Test kone¢né podgrupy (Véta B). Stac¢i ukazat, Ze operace ,-“ je na mnoziné Uy (n) uzaviena.
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Mg&jme a,b € Ug(n) a Ug(n) C U(n). Podle Piikladu 19, 7e a - b € U(n). To znameni, Ze existuje
p € Z takové, ze ab = 1 4+ pn. Nyni, pokud k je délitelem cisla n, tak existuje ¢ € N takové ze n = gk.
Mizeme psat ab =1+ pn = 1 + pgk, coz znamend, ze a-b=1 (mod k) a tedy a-b € Ui(n). Operace ,,-“
je na mnoziné Uy(n) uzaviend a (Uk(n),-) tvoii podgrupu grupy (U(n),-). v

Vsimnéte si, Ze pokud €islo k neni délitelem ¢isla n, tak (Ug(n),:) obecné netvori podgrupu grupy
jednotek (U(n),-), protoze operace ,-“ nebude na mnoziné Ug(n) uzaviend. Podle Véty o jednoznac¢nosti
podilu a zbytku (Véta ) mizeme psat n = gk + r, kde 0 < r < k. Podobné jako v pfedchozim odstavci
mizeme pro kazdé a,b € Ug(n) psét ab=1+pn =1+ p(gk+7r)=1+pr+pgk =1+ pr (mod k), coz
pro r # 0 je ¢islo, které obecné neni kongruentni s 1 modulo &, a proto ab ¢ Ug(n).

Priklad 10.10. Mg¢jme grupu jednotek (U(15), ). Ukdzeme, jak vypadaji podgrupy (Us(15),-), (Us(15), ),
(Us(15),-) a (Ur5(15), ).

MnozZina U(n) obsahuje pfirozend ¢isla mensi neZ 15 nesoudélnd s 15. Plati U(n) = {1,2,4,7,8,11,13,14}.
Tabulka operace ,-“ na mnoziné U(15) je Tabulka E=31 Pro pfehlednost ji uvedeme znovu v Tabulce 21

-1 2 4 7 8 111314
111 2 4 7 8 1113 14
212 4 8141 7 1113
414 8 1132 14 7 11
7171413 411 2 1 8
818 1 2 11 4 1314 7
1111 7 14 2 13 1 8 4
1311311 7 1 14 8 4 2
141141311 8 7 4 2 1

3

S
<
Q
g
i
D¢
—~
d
—~
—
(%
N~—
N—

Tabulka 10.2.: Operace ndsoben

Podgrupu (Uz2(15),-) nemé podle definice smysl sestavovat, protoze 2 t 15. Mnozinu Us(15) sestavit
mizeme, plati Uy(15) = {1,7,11,13}, avSak operace ,-“ nebude na této mnoziné uzaviend. Napiiklad
7-11=77=2 (mod 15), aviak 2 ¢ Us(15).

Nosi¢ podgrupy (Us(15),-) obsahuje pouze ¢isla (Us(15),) = {x € U(15) : x =1 (mod 3)}. Plati
Us(15) = {1,4,7,13}. Tabulka operace ,-“ na mnoziné Us(15) je Tabulka I3

|14 7 13
111 4 7 13
414 1137
717134 1
1313 7 1 4

Tabulka 10.3.: Operace ndsobeni v grupé (Us(15),-).

Nosi¢ podgrupy (Us(15),-) obsahuje pouze ¢isla (Us(15),) = {z € U(15) : z =1 (mod 5)}. Plati
Us(15) = {1,11}. Tabulka operace ,-“ na mnoziné Us(15) je Tabulka ]

1 11
11111
11111 1

Tabulka 10.4.: Operace ndsobeni v grupé (Us(15), ).

Nosi¢ podgrupy (Ui5(15), ) také obsahuje jediné ¢éislo Uy5(15) = {1} a grupa Uy5(15) je trividlni. v/

Grupa jednotek a vnéjsi soucin grup
Na zavér kapitoly uvedeme bez diikkazu nékolik tvrzeni, kterd pékné ilustruji vyznam vnéjsiho soucinu grup.
Nejprve vyslovime nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 10.8. Méjme nesoudélnd prirozend cisla p, q. Grupa (Uy(pq),-) je izomorfni s grupou (U(q),-).
Symbolicky zapsano (Uy(pq),-) ~ (U(q),-).

Priklad 10.11. Navazeme na Piiklad MW Ukazeme, jak vypadé izomorfismus podgrupy (Us(15),-)
do grupy (U(5),-) zaruceny v Lemmatu X1
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Mgéjme zobrazeni f : Us(15) — U(5) dané pfedpisem f(x) = 2 mod 3 pro kazdé = € Us(15), kde operace mod
vyjadfuje zbytek po déleni ¢isla x ¢islem 3. Dostaneme nésledujici obrazy.

f(1)=1, f(4)=4mod5=4, f(7)=7mod5=2, f(13)=13mod5 = 3.

Zatimco tabulka levé grupy (Us(15),-) je Tabulka I3, tak tabulka pravé grupy je Tabulka M1 Tabulka
je preusporadana tak, aby bylo zfejmé, Ze zobrazeni f je izomorfismus. v

1
1
4
2
3
e

3

Tabulka 10.5.: Operace ndsobeni v grupé (U(5),-).

Nésledujici véta fika, ze nékteré grupy jednotek modulo n mizeme vyjadrit jako vnéjsi souc¢in mensich
grup.

Véta 10.9. Méjme nesoudélnd prirozend c¢isla p, q. Grupa jednotek (U(pq),-) je izomorfni se soucinem

grup (U(p),-) a (U(q),-). Symbolicky zapsdno (U(pq),-) ~ (U(p),-) © (U(q),")-

Priklad 10.12. Grupu jednotek (U(35), ) napiSeme jako vnéjsi soucin mensich grup. Protoze 35 =5-7 a
¢isla 5 a 7 jsou nesoudélnd, tak podle Véty MM muzeme psat U(35) ~ (U(5),-) @ (U(7),-).

Grupu jednotek (U(25),-) vSak podle Véty W rozlozit nemtizeme, protoZe ¢islo 25 nelze rozlozit
na soucin dvou pfirozenych ¢isel vétsich nez 1. Muzeme vSak vyuzit nasledujici vétu, kterou dokazal Gauss

jiz v roce 1801. Uvedeme ji opét bez dikazu.
Véta 10.10. Plati ndsledujici turzend.

(i) Grupa (U(2),-) je trividlni.
(i) Grupa (U(4),-) je izomorfni s grupou (Zsa,+).
(#ii) Pro n > 3 je grupa (U(2"),-) izomorfni s grupou (Zs,+) ® (Zgn—2,+).
(iv) Méjme liché prvocislo p. Grupa (U(p™),-) je izomorfni s grupou (Zyn_pn-1,+).

P¥iklad 10.13. Grupu jednotek (U(25),-) napiseme jako vnéjsi soucin mensich grup. Protoze 25 = 52,
tak podle Véty MM muzeme psat U(25) ~ (Zsz_51, +) =~ (Zag, +).

S pomoci Véty ™M a Véty MM umime libovolnou grupu jednotek modulo n vyjadfit jako vnéjsi
soucin (mensich) cyklickych grup.

Priklad 10.14. Pro grupu (U(720), ) plati

(U(120),) = (U232 5),) = (U(24),) & (U(E),) & (U(5), ) ~ (Za,+) & (T, +) & (T, +) & (T, +),
pri¢emz prvni rovnost odpovida rozkladu na prvocisla, druhd rovnost vyjadiuje izomorfismus dle Véty I
a tfeti rovnost vyjadiuje izomorfismus dle Véty I
Cviceni
10.8.1.° Napiste a) grupu (U(100),-); b) grupu (U(1000),-); ¢) grupu (U(10!),-) jako vné&jsi soucin cyk-
lickych grup.
10.3.2.  Sestavte podgrupy (Ui (20),-) grupy (U(20),-) pro vSechna vhodnd k.

10.3.3." Dokazte Lemma IIR: jestlize mdme nesoudélnd piirozend ¢isla p, q, tak grupa (Up(pq),-) je izo-
morfni s grupou (U(q),-).

10.3.4." Dokazte Lemma IIA: jestlize mdme nesoudélnd prirozend ¢isla p, q, tak grupa jednotek (U(pq), -)
je izomorfni se soucinem grup (U(p),-) & (U(q),).

10.4. Aplikace
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Na zaveér kapitoly zminime vybrané aplikace, které vyuzivaji vnéjsi soucin grup.

Zapis DNA

Deoxyribonukleova kyselina, zkracené oznadovand DNA| se sklddéd z dlouhych fetézu tzv. nukleotidi, které
jsou navzajem propojené do dlouhého linedrniho Fetézce (Obrazek MIT). Takové Fetézce deoxyribonukle-
ové kyseliny mohou existovat jako samostatné jednovldknové molekuly, avSak casto vytvari vicevlaknové
struktury, které jsou slozené z nékolika jednovlaknovych fetézct spojenych tzv. vodikovymi mistky. Vodi-
kové mistky jsou typem slabé vazebni interakce mezi dvéma (pfipadné vice vldkny DNA), které zpisobi, ze
vysledna vicevlaknova struktura je stabilnéjsi.
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Obréazek 10.1.: Chemickd struktura useku DNA.

Ve vétsiné zivych organismi je typickym ptikladem vicevldknového usporddani DNA pravotociva dvou-
Sroubovice, ktera je tvorena dvéma linedrnimi fetézci nukleotidti. Kazdy nukleotid mé tii stavebni ¢asti:
e deozyribdza — pétiuhlikovy cukr (pentdza),
e fosfat — vazebny zbytek kyseliny ortofosforecné, ktery je navazan na jednom uhliku deoxyribézy daného
nukleotidu a jednom uhliku deoxyribézy predchoziho nukleotidu,
e nukleovd baze — nejcastéji jedna ze ¢tyf nukleovych bézi adenin A, guanin G (purinové baze), a thymin
T a cytosin C, (pyrimidinové baze).

Protoze oba linearni fetézce jsou spojeny velkym mnozstvim vodikovych mustki, je zddouci, aby se v dvou-
Sroubovici proti sobé vyskytovaly vzdy urcité nukleové baze. Zpravidla se

1) A (adenin) propojuje s T (thyminem) dvéma vodikovymi vazbami (ObrazeklII 2 vlevo),
2) G (guanin) propojuje s C (cytosinem) tfemi vodikovymi vazbami (ObrazekllIZ] vpravo).

Obrazek 10.2.: Chemicka struktura useku DNA.
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Retézec nukleovych bazi deoxyribonukleové kyseliny se zpravidla zapisuje jako Fetézec pismen znacicich
jednotlivé baze. Méjme napiiklad fetézec TACGGACGGG. V dvousroubovici bude protilehly fetézec ATGCCTGCCC.
Retézce nukleovych bazi je sikovné modelovat v rdmci grupy (Za, +)®(Zg, +)D- - -@®(Zy4, +). Nukleovym
béazim pfifadime prvky grupy Z, podle nésledujiciho schématu:
e 0 ...adenin A,
e 1 ...guanin G,
e 2 ... thimin T,
e 3 ...cytosin C.

Vsimnéte si, ze v grupé Z, nyni pri¢teni prvku 2 odpovida pfechodu k protilehlé bazi 0 +2 = 2, 2+ 2 =
=0,142=3a3+2=1. ZapiSeme-li fetézec TACGGACGGG jako prvek (Z4,+) ® (Z4,+) D -+ ® (Z4,+),

10
dostaneme 2031103111 (zapsano bez ¢érek a zavorek). Pfictenim prvku 2222222222 dostaneme prvek

2031103111 + 2222222222 = 0213321333,

kterému vskutku odpovidé protilehly fetézec ATGCCTGCCC dvousroubovice deoxyribonukleové kyseliny.
Odkazy:

® https://cs.wikipedia.org/wiki/DNA
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Kapitola 11. Okruhy, obory integrity a télesa

V predchozich kapitolach jsme pracovali se strukturami s jedinou operaci. Méli jsme sice grupu (Z,+) a
pologrupu piipadné monoid (Z, -), aviak obé struktury jsme vnimali oddéleng. V grupé (Z, +) miizeme sc¢itat
a také od¢itat (s vyuzitim opaénych prvki). V monoidu (Z, -) miizeme nésobit, avSak analogie ,déleni“ neni
mozna.

Pfi pocitani s racionalnimi ¢isly, pfipadné s redlnymi Cisly vSak bézné séitame, odcitame, nasobime i
délime (nenulovymi ¢isly). Navic jsou tyto operace (obvyklé s¢itdni a nasobeni celjch, raciondlnich nebo
redlnych cisel) provazané: opakované séitani stejné hodnoty muZeme popsat jako nédsobek, resp. souéin.
Soucet dvou stejnych ndsobkil miizeme vyjadiit jako ndsobek souctu: ka + kb = k(a + b) a podobné.

Doposud jsme nepozadovali zddnou systematikou souvislost mezi operacemi nad stejnou nosnou mnozi-
nou. V této kapitole budeme pracovat se strukturami se dvéma operacemi a zavedeme zobecnéni celych cisel:
tzv. okruh, ve kterém budeme umét provadét tii operace, jez budou analogii s¢itani, od¢itani a ndsobeni. Po-
dobné zavedeme analogii poc¢itani s raciondlnimi nebo redlnymi ¢isly: tzv. téleso se ¢tyfmi operacemi, které
budou zobecnénim s¢itani, odéitdni, ndsobeni a déleni (nenulovymi &isly). Analogické operace je mozno
popsat i pro jiné mnoziny, nez jsou klasické ¢iselné obory.

Vyuziti struktur se dvéma operacemi je fada. Napfiklad v teorii kédovani jsou nezastupitelné pti kon-
strukci fady kodu, které pomahaji zajistit bezchybny prenos dat i v pripadé, ze prenosovy kanal ma nizkou
kvalitu a dochézi ke zkresleni pfendsenych dat. V teorii kombinatorickych designti se pouzivaji pro konstrukei
systémti mnozin se striktné predepsanymi priniky a designy se pouzivaji napiiklad pfi planovani statisticky
vyhodnocovanych experimentti.

11.1. Okruh

Nejobecnéjsi strukturou se dvéma operacemi je tzv. okruh, ktery je zobecriuje pocitani s celymi ¢isly. Obé
operace nad stejnou nosnou mnozinou prvki budou provazané distributivnimi zakony.

Definice Méjme neprazdnou mnozinu R a na R dvé bindrni operace ,,+“ a ,,-“. Usporadané trojice (R, +, )
je okruh pravé tehdy, kdyz plati
(i) Va,be R:a+b=b+a (komutativita ,-+“)
(ii) Va,b,c e R: (a+b)+c=a+ (b+¢) (asociativita ,4“)
(iii) 30 e RYae R:a+0=a (existence neutralniho prvku vzhledem k ,+)
(ivy)Vee R3I—a€R:a+(—a)=0 (existence opac¢ného prvku vzhledem k ,,+¢)
(v) Ya,b,ce R:(a-b)-c=a-(b-c) (asociativita ,,-“)
(vi) Ya,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-c, (b+¢)-a=b-a+c-a (distributivita zleva, zprava vhledem k ,,+“)

Poznamka 11.1. Definici bychom mohli vyslovit v kratsi formé: okruh (R,+,-) je trojice, kde (R,+)
je komutativni grupa (coz plyne z polozek (1) az (&)), (R,-) je pologrupa (coz plyne z polozky (H)) a obé
operace jsou provazany pozadavkem na distributivitu zleva i zprava vzhledem k operaci ,,4+* (polozka (E3)).

Distributivita operace ,,-“ vzhledem k operaci ,,+“ znamena, Ze ,soucin souctu“ je roven ,souctu sou-

¢int“. Provéazanost obou operaci je zndzornéna na Obrazku I, kazda operace jinou barvou.

Obrézek 11.1.: Distributivita (zprava) provazuje obé operace.
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Operace sice zna¢ime ,+“ a ,-“, ale nemusi se jednat o s¢itani a nasobeni, ale o jakékoliv operace, které
spliiuji podminky definice. Popsany mohou byt naptiklad Cayleyho tabulkou. Podobné jako pfi pocitani
s Cisly budeme predpokladat, ze druha operace ,,-“ ma prednost pred prvni operaci ,,+“, jestlize priorita neni
urcena zavorkami jinak.

Nasobeni neni opakované séitani

Pozor: prvky na a n-a bychom méli rozliSovat. Zatimco zapis na chapeme ve smyslu imluvy o opakovaném

sCitani na strané 64 a na strané 3, kde n € N a a € R, tak zapis n-a chapeme jako operaci prvka n,a € R.

Je nutno byt opatrny pfi vynechavani symbolu ,-“, aby nedoslo k mylce, ktery pripad zapis predstavuje.
Pismenko ,,R“ pouzivané v oznaceni okruhu pochazi z némeckého slova ,der Ring“. Poprvé tento termin

pouzil némecky matematik David Hilbert.

Priiklad 11.1. Uvedme nékolik klasickych ptiklada okruhd.

1) Mnozina celych ¢isel s operacemi obvyklého séitani a nasobni (Z,+,-) je nejjednodussim klasickym
ptiklad okruhu. Pojem okruhu byl zaveden, aby zobecnil pravé pocitani s celymi ¢isly.

2) Mnozina realnych ¢éisel s operacemi obvyklého séitani a nasobni (R, +, ) je okruh.

3) Mnozina zbytkovych t¥id s operacemi séitani a nasobni (Z,, +,-) je okruh.

4) Ozna¢me R = {0,1}. Trojice (R,+,-), kde operace jsou uréeny Tabulkami T, je okruh (Cvi-

ceni CCTT).
+101 01
0(01 000
1]110 1101
Tabulka 11.1.: Operace v bindrnim okruhu ({0,1},+, )

5) Trividlni okruh je (R,+,-), kde R = {0}.

Priklad 11.2. Mnozina pfirozenych ¢isel s operacemi obvyklého s¢itani a ndsobni (N, +, -) okruhem neni.
Vzhledem k operaci ,,+“ neexistuje v N neutralni prvek, navic k zddnému pfirozenému ¢islu neexistuje v N
opacné c¢islo. v

Priklad 11.3. Mnozina U(n) pfirozenych ¢isel nesoudélnych s n s operacemi obvyklého s¢itani a nasobni
modulo n okruh neni.

Operace ,+% nemusi byt uzaviend na U(n). Stadi si uvédomit, ze ¢islo 1 vzdy patii do U(n) a kazdé ¢&islo k
mensi nez n mizeme napsat ve tvaru 1 + 1+ --- + 1, aviak k do U(n) patfit nemusi. Navic soucet n = 0
(mod n) by z uzavienosti operace s¢itani mél do U(n) patfit, avSak z definice mnoziny U(n) ¢islo 0 do U(n)
nepatii.

Priklad 11.4. Ozna¢me R = {a,b, c}. Trojice (R, +, ), kde operace jsou uréeny Tabulkami [T, je okruh.
Ditikaz je ponechan jako Cviceni I 1A

Q

Tabulka 11.2.: Operace v okruhu ({a,b,c}, +,-).

Priklad 11.5. Ozna¢me R = {a,b,c}. Trojice (R,+,-), kde operace jsou ur¢eny Tabulkami IT=31 neni
okruh, nebot operace ,-“ neni distributivni vzhledem k ,+“. Obé& operace jsou evidentné komutativni a
existuje pfislusny neutralni prvek, avsak napiiklad 2- (1+2)=2-0=1#2=240=2-1+2+2.

a

Tabulka 11.3.: Operace v okruhu ({a,b,c}, +,-).
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Pro zajimavost zminme, ze mnozina ordindlnich c¢isel s operacemi sc¢itani a nasobni ordindlnich ¢isel
okruhem neni, nebot pro ordindlni ¢isla plati pouze levy, nikoliv pravy distributivni zédkon. Dalsi piiklad
najdete ve Cviceni T 111

Nula a jednicka okruhu
Nyni popiSeme nékteré vyznamné prvky okruht.

Definice Rekneme, Ze okruh (R, +,-) je komutativni pravé tehdy, kdy# je komutativni operace ,-“, tj. po-
kud pro kazdé a,b € Rplatia-b=10-a.

Neutralni prvek grupy (R,+) se nazyva nula okruhu a znacime jej 0. Pokud existuje neutralni prvek
pologrupy (R, -), nazyva se jednicka okruhu a znaci se 1. Déle fekneme, Ze nenulovy prvek a € R je jednotkou
okruhu pravé tehdy, kdyZ k nému existuje inverzni prvek a~! v monoidu (R \ {0}, -).

Pfipomenime, Ze definice je v souladu s timluvou o aditivni a multiplikativni notaci, kterou jsme zavedli
na strané BO. ProtoZe pracujeme se dvéma operacemi, tak budeme peclivé rozlisovat nulu, coz je neutralni
prvek vzhledem k operaci ,+“, a jednicku coz je neutralni prvek vzhledem k operaci ,,-“. Podobné inverzi
prvku a vzhledem k operaci ,,+* bude opacng prvek —a, zatimco inverzi téhoz prvku a vzhledem k operaci ,,-“
bude inverzni prvek a!.

Podobné jako jsme ve Vété 221 ukazali, Ze existuje jediny neutralni prvek monoidu (Véta EZ20), tak je
mozno ukazat, Ze jednicka okruhu existuje nejvyse jedna (Cviceni [IZZ). Naproti tomu jednotek v okruhu
mize byt vice. Napiiklad v (R, +,-) jsou jednotkami vSechna nenulovéd ¢isla. Obecné v kazdém okruhu
jednicka je jednotkou, opa¢né implikace v8ak neplati (Cviceni [ITTH1).

Piiklad 11.6. Uvedme nékolik klasickych prikladd okruhi véetné urceni nuly, jednicky a vSech jednotek.

1) (Z,+,") je komutativni okruh s nulou 0, jednickou 1 a jednotkami 1 a —1.

2) (S,+,:) = (2Z,+,) je komutativni okruh s nulou 0, ktery nemé jednic¢ku ani jednotky.

3) (R, +,-) je komutativni okruh s nulou 0, jedni¢kou 1. Jednotkami jsou vSechna ¢isla v R\ {0}.

4) (Zy,+,-) je komutativni okruh s nulou 0 (t¥idou ¢isel kongruentnich s éislem 0) a s jednickou 1 (tfidou
¢isel kongruentnich s ¢islem 1). Mnozina jednotek je U(n), coz je mnozina vSech ¢&isel nesoudélnych
S n.

5) Mnozina polynomi s celo¢iselnymi koeficienty a operacemi obvyklého séitani a ndsobeni polynomu
(Z[z],+,-) je komutativni okruh s nulou o(x) = 0 a s jednickou p(x) = 1. Jednotkami jsou konstantni
polynomy pi(z) =1 a pa(z) = —1.

6) Ctvercové matice faddu 2 s celo¢iselnymi prvky (Mao(Z),+,-) tvoii nekomutativni okruh. Nulou je

0) a jednickou je jednotkova matice (1 0). Nalezeni jednotek je ponechano

nulova matice 0
0 1

0 0
jako Cviceni IO
7) Ctvercové matice fadu 2 se sudymi celoéiselnymi prvky (Ma2(27Z), +,) tvoif nekomutativni okruh,
ktery nema jednicku. Nulou je nulovd matice fadu 2 a jednotky tento okruh nema.
8) (Q,+,-) je komutativni okruh s nulou 0 a s jedni¢kou 1. Jednotky jsou vSechna nenulova racionalni
¢isla, nebot pro kazdé a € Q \ {0} plati a=! € Q.
9) Nulovy okruh (R,+,-) sestavime tak, Ze pro kazdé a,b € R polozime a - b = 0, kde prvek 0 je nulou
grupy (R, +). Jednicku nulovy okruh nemd a proto nemé ani jednotky.
10) V trividlnim okruhu je jeho jediny prvek a nulou i jednickou. Prvek a neni jednotkou, protoZe podle
definice jednotky jsou nenulové prvky.

Otazky:
e Existuje okruh, ktery obsahuje jednotky, ale neméa jednicku?
e Existuje okruh, ve kterém nula i jednicka jsou totozné prvky?
e Existuje okruh, ve kterém jsou pravé tii jednotky?

Priklad 11.7. Uvedme nékolik dalsich pfikladi, které okruhem nejsou.
1) Trojice (Q*,+,"), okruh netvori, protoze vzhledem k operaci ,+“ neexistuje v Q" neutralni prvek,
navic k zadnému prirozenému ¢islu neexistuje v Q opacné ¢islo.
2) Méjme mnozinu logickych hodnot {0, 1} a obvyklé logické operace konjunkce ,A“ a disjunkce ,V¢. Ani
jedna trojice ({0,1}, A, V), ({0,1}, V, A) netvori okruh (Cviceni [T TM).
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SNSRI
Q oo

[

b
b
a
b

[SES R S S

a
b
€

Tabulka 11.4.: Dwojice operaci na mnoZiné ({a,b},+,-).

3) Ozna¢me R = {a,b}. Trojice (R,+,"), kde operace jsou urc¢eny Tabulkou [T, okruhem neni, nebot
operace ,-“ neni asociativni. Naptiklad (a-b)-a=b-a=a#b=a-a=a-(b-a). Pro operaci ,“
navic neplati ani distributivni vztahy, naptiklad a - (a +b) =a-b=b#a=b+b=a-a+a-b.

4) Ozna¢me R = {a,b}. Trojice (R,+,), kde operace jsou uréeny Tabulkou ITH, okruhem neni, nebot
neplati distributivni vztahy vzhledem k operaci ,,4“, naptiklad a-(a +b) =a-b=a#b=b+a =
=a-a+a-b. Pritom evidentné (R, +) je grupa a (R,-) je pologrupa.

o Q|+
SIS S

b
alba
b b
1.5.: Dwojice operaci na mnoziné ({a,b},+,-).

[SAS RS S
—

Tabulk

5) Ozna¢me R = {a,b}. Trojice (R, +, ), kde operace jsou uré¢eny Tabulkou I8, okruhem neni, nebot
neplati distributivni vztahy vzhledem k operaci ,+%, napiiklad b- (a+a) =b-a=b#a=b+b=
=b-a+b-a. Pfitom evidentné (R, +) i (R,-) jsou grupy.

+lab ab

alab alab

b|ba b|ba
Tabulka 11.6.: Dvojice operaci na mnoziné ({a,b},+,-).

Okruhy pfirozenym zpiisobem zobeciiuji poéitani s celymi éisly. Celd ¢isla umime séitat i odéitat (pFicitat
inverzni prvek vzhledem k operace ,+“. Cel4 ¢isla umime nasobit, ale nemame operaci déleni celych cisel,
nebot vysledek nemusi byt celé ¢islo. Stejné vlastnosti mé kazdy okruh. Prvku okruhu mtzeme séitat i
,odc¢itat”, budeme-li pti¢itat opacné prvky. Prvku okruhu miizeme nésobit, avSak inverzni prvky v okruhu
nemusi existovat, dokonce v okruhu nemusi existovat ani neutralni prvek vzhledem k operaci ,,-“.

Cviceni
11.1.1.° Ukaste, Ze trojice (R, +,-), kde operace jsou uréeny Tabulkou I, je okruh.
11.1.2. UkaZte, Ze trojice (R,+,-), kde operace jsou uréeny Tabulkou T2, je okruh.

11.1.3.¥ Mé&jme okruh, ve kterém pro kazdy nenulovy prvek a a kaZdou dvojici prvki b,c plati ndsledujict
implikace: pokud ab = ca, potom b = c. Ukazte, Ze takovy okruh je komutativni.

11.1.4. Méjme mnoZinu logickjch hodnot {0,1} a obuyklé logické operace konjunkce A a disjunkce NV “.
Ukazte, Ze ani jedna trojice ({0,1},A, V), ({0,1},V, A) netvori okruh (Cviceni IT-1.2]).

11.1.5.% Ukazte, Ze v okruhu (R, +,-) je jednicka jednotkou, avsak opacnd implikace neplati.

11.1.6. Méjme okruhy (R1,+1,-1), (R2,+2,2), ..., (Rn,+n,n). Ukaite, Ze mnozina Ry ®Ra®...® R, =
= {(a1,as,...,a,) : a; € R;} s operacemi ,+“ a ,-“ definovanymi po slozkdch, tvori okruh. Rikdme mu
primy soucet okruhti.

11.1.7. Najdéte a popiste vSechny jednoty okruhu (Ms o(Z),+, ).

11.1.8.  Méjme libovolnou grupu (G,®) s neutrdlnim prokem e. Na mnoZiné G definujeme operaci ,*
predpisem Ya,b € G : a © b= e. UkaZte nebo vyvratte, ze (G, ®,®) je okruh.

11.1.9. Méjme netrivialni grupu (G, -). UkaZte, Ze trojice (G,-,-) (0bé operace jsou stejné) neni okruh.

11.1.10. Najdéte priklad struktury se dvéma operacemi (R,+,-), kleré nejsou okruhem, protoZe porusi
(pokud moZno) vidy prdvé jednu z Sesti vlastnosti v definici okruhu.
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11.1.11. Méjme mnozinu Fr vSech spojitych realnijch funkci R — R. Méjme operaci scitani funkci ,+“
a operaci skladdni funkei ,o“. Dokazte nebo vyvratte, Ze trojice (Fr,+,0) tvoid okruh.

11.2. Vlastnosti okruhu

Nejprve zavedeme obvyklou timluvu: druhou operaci okruhu budeme misto a - b psat jen ab a misto a + (—b)
budeme psat strucénéji a —b. Pokud by z kontextu nebylo jasné, zda zapisem ab rozumime soucin dvou prvkt
a a b daného okruhu, nebo zda se jedna o soucet a kopii prvku b, tak operaci soucinu zapiseme jako a - b.

Véta 11.1. Vlastnosti okruhu

Méjme okruh (R,+,-). Pro kaZdé a,b,c € R plati nasledujici rovnosti.
(i) a0 =0a =0

(ii) a(—b) = (—a)b = —(ab)

(iii) (—a)(—b) = ab

(iv) a(b—c) =ab—ac a (b— c)a=ba — ca

Jestlize navic (R, +,-) ma jednicku 1, tak plati ndsledugjici rovnosti.
(v) (-1)a = —a

(vi) (=1)(=1) =1

Dikaz.

(0) S vyuzitim levé distributivity operace ,,-“

vzhledem k operaci ,,+“ dostaneme
a0 = a(0+0) = a0 + a0,

odkud kracenim (ode¢tenim opa¢ného prvku k a0 podle Véty E1) v grupé (R, +) dostdvime 0 = a0.
Podobné 0a = (0 4+ 0)a = Oa + 0a, odkud krécenim (odeétenim opa¢ného prvku) dostdvame 0 = Oa.
(3) Pro dikaz dalsi rovnosti vyuZijeme neutralni prvek 0, distributivitu operace ,+“ a ptedchozi bod (B).

a(=b)+ab=a(-b+b)=a0=0

Odectenim ab od obou stran rovnosti dostaneme a(—b) = 0 — (ab) = —(ab). Analogicky (—a)b+ab= (—a+
+a)b =00 =0 a opét odeCtenim ab dostaneme (—a)b =0 — (ab) = —(ab).
() Pouzijeme-li dvakrat pfedchozi bod (B), tak dostaneme

(—a)(=b) = —(a(-D)) = —(—(ab)) = ab,

nebot opacnym prvek k opaénému prvku —(ab) je podle Lemmatu EZ31 prvek ab.
() Opét s vyuzitim bodu (H) dostaneme

a(b—c) = ab+ a(—c) = ab+ —(ac) = ab — ac.

Analogicky (b — ¢)a = ba + (—c)a = ba + —(ca) = ba — ca.
(m) Jestlize zvolime a = —1, tak dle bodu (O) dostaneme (—1)b = —(1b) = —b.
(E3) Jestlize navic zvolime b = —1, tak dle bodu (0) dostaneme (—1)(—1) = —(1(-1)) = =(-1) = 1. O

Zatimco grupa zobecniuje klasické séitani celych ¢isel, tak okruh byl zaveden jako zobecnéni séitani a
nasobeni celych ¢isel. Pripominadme, Ze pro libovolny prvek a daného okruhu existuje opaény prvek —a
vzhledem k operaci ,+“, avSak inverzni prvek a~! vzhledem k operaci ,,-“ existovat nemusi.

Poznamka 11.2. Casté chyby chapani okruhu
Mgjme dan okruh (R, +,-). Je dobré zduraznit, ze zatimco (R, +) tvoii grupu, tak (R,-) grupu téméi nikdy
netvori (Cviceni [I—ZM).

To mimo jiné znamend, ze v okruhu obecné nemtizeme kratit: jestlize plati ab = ac, tak nemus? platit
b = c. Napiiklad v okruhu (Zjs,+,-) plati 3-5=3=3-1, ale 5 # 1.

Déle v okruhu obecné nemusi existovat jednicka (neutrdlni prvek vzhledem k operaci ,-“). Jestlize
napifklad a? = a, tak nemusi platit @ = 0 ani @ = 1. Napftiklad v okruhu (Zjo,+,-) plati 5 = 5, aviak 5
neni ani neutralnim prvkem (nulou) grupy (Zio,+), ani neutrdlnim prvkem (jednickou) pologrupy (Zio, -).
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Okruhiim, které maji jedni¢ku vzhledem k operaci ,-“, se budeme vénovat v Kapitole [T Ukazeme,
ze ackoliv druhd operace obecné netvofi grupu, mé smysl v nékterych okruzich krétit (za splnéni dalich
podminek).

Cviceni

11.2.1. Najdéte (aZ na izomorfismus) vsechny takové okruhy (R, +,-), pro které plati, Ze (R, +) i (R, ") jsou
grupy.

11.2.2.° Ukaste, Ze v okruhu (R, +,-) je nejvjse jedna jednicka.

11.2.3.  Ukazte, Ze v netrividlnim okruhu (R,+,-) neexistuje k neutralnimu prvku 0 grupy (R,+) inverzni
proek.

11.2.4. Ukazte, Ze v netrividlnim okruhu nemusi k danému nenulovému prvku existovat prvek inverzni.

11.3. Podokruhy

Podobné jako byl v Kapitole B zaveden pojem podgrupy dané grupy, ma smysl zavést nasledujici podstruk-
tury okruht.

Definice Méjme okruh (R, +, ) a neprazdnou podmnozinu S C R. Jestlize (S, +, ) je okruh, nazveme jej
podokruh okruhu (R, +,).

Podokruh je struktura, ktera pfejimé obé operace okruhu pro vSechny své prvky. Operace v okruhu (S, +, )
jsou restrikcemi operaci okruhu (R, +,-).

Priklad 11.8. Uvedme né&kolik klasickych piikladt okruhti a jejich podokruhii.

1) Okruh (Z,+,-) je komutativni podokruh komutativniho okruhu (@, +,-). Okruh (Q,+, ) je komuta-
tivni podokruh komutativniho okruhu (R, +,-) a okruh (R, +,-) je komutativni podokruh komutativ-
niho okruhu (C, +, ).

2) Okruh (S, +, ) je komutativni podokruh komutativniho okruhu (Z, +, -).

3) Mnozina {0,2,4} s p¥islusnymi restrikcemi operaci s¢itdni a nasobeni modulo 6 je komutativnim po-
dokruhem komutativniho okruhu (Zg, +,-). Nulou okruhu i podokruhu je prvek 0. Je zajimavé si
uvédomit, ze jedni¢kou okruhu (Zg, +,-) je prvek 1, zatimco jednickou podokruhu ({0,2,4},+,) je
prvek 4.

4) Mnozina n nasobku celych ¢isel s operacmi bézného séitani a nasobeni (nZ,+,-), kde nZ = {na : a €
7}, je podokruhem okruhu celych ¢isel.

5) Mnozina diagondlnich matic (vSechny mimodiagonalni prvky jsou nulové) s celoéiselnyni prvky je
komutativnim podokruhem nekomutativniho okruhu (Ms o(Z), 4+, ).

Ma smysl upozornit na priklady podmnozin okruhti, které podokruhem nejsou.

Priiklad 11.9. Uvedme nékolik piikladti okruhti a jejich podmnozin, které podokruh netvori.

1) (L, +, ) neni podokruh komutativniho okruhu (Z, +, -), nebot (IL, 4+) neni grupa; nemé neutralni prvek
a operace + neni na I uzaviena.

2) Mnozina {0,1,2} s prislusnymi restrikcemi operaci séitani a nasobeni modulo 6 neni podokruhem
komutativniho okruhu (Zg, +, -), nebot operace nejsou uzaviené na mnoziné {0, 1,2}.

3) Okruh (Z,,+, ) neni podokruhem komutativniho okruhu (Z, +, -), nebot se jedné o rtizné mnoziny a
Z, ¢ 7.

Ovéreni podokruhu
Abychom ovéfili, zda dand podmnozina S prvka okruhu (R, +, -) tvoii podokruh staéi podle nasledujici véty
ovérit dvé vlastnosti.

Véta 11.2. Test podokruhu
Méjme okruh (R,+,-) a neprdazdnou podmnoZinu S C R. Potom (S,+,-) je podokruhem okruhu (R,+,-),
jestlize plati

(i) Ya,beS:a—-beSs, ((S,+) je podgrupou (R,+))
(i) Ya,beS:a-be S (uzavienost operace ,-*).

188



Petr Kovdr, 11. Okruhy, obory integrity a télesa 20. unora 2024

Dikaz. Protoze S je neprézdnd podmnozina R, tak podle Véty B1 z pfedpokladu (§) ihned plyne, Ze
grupa (S,+) je podgrupou grupy (R,+). Operace ,-“ je podle pfedpokladu (d) uzavfend na mnoziné S,
asociativita operace ,-“ se podle Cviceni G ,zdédi“ z asociativity operace na celém R a proto (S,-) je
pologrupa. Distributivita vzhledem k operaci ,,+“ se podle Cviceni OG- ,zdédi“ z distributivity na celém R
a z obou predpokladid uzavienosti (f) a (d). Podle Pozndmky [T je proto (S, +, ) okruhem a podle definice
podokruhu je (S, +, ) podokruhem okruhu (R, +, ). O

Piiklad 11.10. UkaZeme, Ze mnozina gausovskych celych ¢isel s operacmi bézného séitani a nésobeni
komplexnich éisel (Z[i], +, ), kde Z[i] = {a + bi : a,b € Z}, je podokruhem okruhu komplexnich ¢isel.
Ovéfime predpoklady Véty 21 Méjme dvé gaussovskd celd éisla a + bi,c + di € Z[i]. Jejich rozdil je
(a4 bi) — (c+di) = (a—¢) + (b— d)i, a protoze a — ¢, b — d jsou cel4 Cisla, tak jisté rozdil (a + bi) — (¢ + di)
je také gaussovské celé ¢islo.

Daéle ukézeme, Ze operace nasobeni gaussovskych celych ¢isel je uzaviend na Z[i]. Souéin (a + bi) - (¢ +
+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i. Oba koeficienty ac — bd, ad + be jsou jisté celd éisla, a proto je operace ,,-“
uzaviend na Z[i]. v

Pfipomertime, Ze v goniometrickém tvaru odpovida souéin dvou (nebo vice) komplexnich ¢&isel komplex-
nimu ¢islu, jehoz velikost je soucinem velikosti Cinitelti a jehoZ argument je souctem argumenti ¢initeld.
Vsimnéte si, ze operace nasobeni gaussovskych celjch ¢isel je uzaviena v komplexni roviné na mnoziné bodu
s celo¢iselnymi slozkami. Na Obrazku T2 vidime znazornéni soucinu (2 + ) - (—1 +4) = —3 +i. Zajimavé

je rozmyslet si sou¢in stejnych komplexnich ésel v goniometrickém tvaru. Plati 2 +i = /5 (% + z%),
proto ¢ = arccos % Déle —1 +1i =2 (g +z’T\/§) = V2 (cos 3T +isin 2T), kde 3 = 3T. A konecnsé
-3+i=+v10 (7\/% + iﬁ), proto (3 = arccos (7\/%*0)' Vskutku plati ¢ + o = arccos (%) + ?ﬂf =
= arccos (7\/%*0) = 3 (Cviceni [I370).

—-3+1 —1+1 241
P2

Obrézek 11.2.: Ndsobeni gaussovskych celyjch cisel.

Pruanik podokruhu
Uz vime, Ze prunik dvou podgrup je vzdy také podgrupou (Véta B20). Nésledujici ptiklad ukéze, ze prinik
dvou podokruhtl tak mtze byt podokruhem.

Priklad 11.11. Méjme okruhy (2Z,+,-) a (3Z,+,-). a) Tvori (2Z N 3Z,+,-) podokruh (Z,+,-)? b)

Tvoii (2Z N 3Z,+,-) podokruh (2Z,+,-)? c¢) Pokud ano, jak vypada podokruh (2Z N 3Z,+,)?

a) Ukazeme, ze (2Z N 3Z,+,-) je podokruhem okruhu (Z, +,-). Mé&me libovolné dva prvky a,b € 2Z N 3Z.

ProtoZe oba prvky a — b, a - b pat¥i jak do 2Z (protoze trojice (2Z,+,) je okruh), tak do 3Z (protoze

trojice (3Z,+,-) je okruh), tak oba prvky patii i do (2Z N 3Z,+,:). Podle Véty A je (2Z N 3Z,+, )

podokruhem okruhu (Z, +, -).

b) Stejné jako v pfedchozim bodu si uvédomime, %e a, b, a — b, a - b patii jak do Z, tak dokonce i do Z.

Podle Véty A je (2Z N 3Z,+, -) také podokruhem okruhu (2Z, +, ).

¢) Okruh (2Z,+,-) obsahuje vSechna suda celd ¢isla a okruh (3Z, +, -) obsahuje vSechny nasobky 3. Jejich

prunik proto obsahuje pravé nasobky éisla 6 a jedna se proto o okruh (67, +, -). v
Uvedeny pfiklad je mozno zobecnit: prinik podokruhti je vzdy také podokruhem.
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Véta 11.3. Mé&jme okruh (R,+,-) a dva jeho podokruhy (Ry,+,-) a (Ra,+,). Potom (Ry N Ry, +,-) je
také podokruhem okruhu (R, +,-).

Dikaz. Dokédzeme pfimo s vyuzitim Véty II—21 Mé&jme podokruhy (R;,+, ) a (Re, +, -) jsou okruhy v (R, +
+,-). Mé&me libovolné dva prvky a,b € Ry N Ry. Protoze (Ry,+,-) je okruh, tak a — b € R;, a protoze
(Ra2,+,-) je okruh, tak také a — b € Ry. To ale znamend, ze a — b € R; N Ry. Déle, protoze (Ry,+,-) je
okruh, tak a - b € Ry, a protoZe (Rz,+,-) je okruh, tak také a-b € Ry. To ale znamend, ze a - b € Ry N Rs.
Podle Véty A je (R, +, ) podokruhem v okruhu (R, +, ). a

Pfirozené se nabizi otézka: miZe byt sjednoceni podokruht také podokruhem? Nasledujici ptiklad
ukazuje, ze sjednoceni podokruhti nemusi tvofit podokruh.

Priklad 11.12. Mg¢jme okruhy (27Z, +,-) a (3Z, +, -). Zodpovime otazky. a) Tvoii (2ZU3Z, +, -) podokruh
(Z,4+,-)? b) Tvoii (2Z U 3Z,+, ) podokruh (2Z, +,-)?

Ukéazeme, Ze sjednoceni okruhti (2Z, +, -) a (3Z, +, -) neni okruhem. Operace obecné nejsou uzaviené na sjed-
noceni dvou nosnych mnozin. Plati sice 2 € 2Z a 3 € 3Z, proto 2,3 € 2Z U 3Z, dale dle ,zdédéné“ operace
je 243 = 5, avSak 5 ¢ 27 U 37Z, nebot 2 neni asi sudé ¢&islo, ano nasobek 3. Proto (2Z U 3Z,+, ) neni
podokruhem ani (2Z, +, ), ani (Z, +,-). v

Otazka: MuZe sjednoceni okruht tvorit okruh?
Cviceni
11.8.1.¥ Ukaszte, Ze kazdy podokruh komutativniho okruhu je komutativni.

11.3.2." Mé&jme okruh (R,+,-) a dva jeho podokruhy (Ry,+,-) a (R2,+,). Oznacme X = Ry [ Ry =
={r1-re:7r1 € Ry,73 € Ro}. Je (X, +,-) podokruhem okruhu (R,+,-)?

11.3.3.  Ukazte, Ze sjednoceni dvou podokruhi (Ry,+,-) a (Ra, +, ) okruhu (R,+,-) je okruhem pravé tehdy,
kdyZ R1 C Ry nebo Ry C Ry.

11.8.4. Ukazte, Ze nula okruhu je soucasné nulou kazdého podokruhu.

11.8.5.% Dokazte nebo vyvratte ndsledujici tvrzeni: jednicka okruhu (pokud existuje) je soucasné jednickou
kazdého podokruhu.

11.3.6.  Zdivodnéte, zda plati ndsledujict turzeni analogické Vété TI2: Méjme okruh (R, +,-) a neprdzdnou
podmnozinu S C R. JestliZe pro kaZdé a,b € S plati a+b € S a pro kaZdé a,b € S plati a-b € S, tak (S, +, ")
je podokruhem okruhu (R,+, ).

11.8.7.  Odvodte rovnost komplexnich éisel zndzornénou na Obrdzku T algebraicky v goniometrickém

tvaru. Tj. ukaZte, Ze plati arccos (%) + 3{ = arccos (7\/%)

11.3.8.  Mé&jme okruh ctvercovych matic 7adu 2 s celociselnymi proky (Ma2(Z), +,-). Dokazte nebo vyvratte,

Ze mnozina X = {(Z Z) ta,be Z} tvori podokruh daného okruhu.
11.8.9. Ve Cviceni ZZR na strané BB jsme zavedli idempotentni proky, pro které plati g - g = g. Méjme
idempotentni pruek g v okruhu (R,+,-). UkaZte, Ze prvek 1 — g je také idempotentnd.

11.3.10. Méjme nekomutativni okruh (R,+,-) a v ném dvojici proki a, b, pro které plati ab = 1, ale
ba # 1. Ukazte, Ze prvek 1 — ba je idempotentni prvek okruhu (R,-+,-) (idempotentni prvky jsme zavedli
ve Cvicent ZZZ na strané B3).

11.4. Obor integrity

V okruhu miizeme pracovat se tfemi klasickymi operacemi (resp. jejich analogiemi): séitédni, od¢itani a
nasobeni. Dé&lit nenulovym ¢islem (ndsobit inverzni hodnotou) vSak v okruhu obecné neni mozné, nebot
neni zarucena existence inverznich prvka. S vyuzitim nasobeni vS§ak mutzeme v okruhu popsat ,délitelnost®,
podobné jako pracujeme s délitelnosti celych ¢isel.

V dalsim textu se omezime na komutativni okruhy.

Délitelnost v okruzich
Deélitelnost jsme zavedli v Kapitole IO na strané M. Nyni pojem délitelnosti zobecnime pro operace v obec-
ném okruhu.
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Definice Méjme prvek a okruhu (R, +,-). Rekneme, ze prvek a déli prvek b 2z R pravé tehdy, kdyz existuje
takovy prvek ¢ v R, Ze a - ¢ = b. PiSeme a | b.

Rekneme, Ze prvek a je (netrivialnim) délitelem nuly v okruhu (R, +, -) pravé tehdy, kdy# existuje takovy
nenulovy prvek b v R, ze a - b = 0.

Podle Véty I pro kazdy prvek a okruhu (R, +,-) plati a0 = 0a = 0. MiZeme proto Fici, ze kazdé
¢islo a je (trividlnim) délitelem nuly, protoze pro ¢ = 0 je a - ¢ = 0. Nés vSak budou v dal§im textu zajimat
pouze netrividlni délitelé nuly. Délitelem nuly budeme rozumét pouze netrivialni délitele nuly a trivialni
délitele nebudeme uvazovat.

Pfi pocitani s celymi, raciondlnimi nebo realnymi ¢isly jsme na délitele nuly nenarazili. AvSak naptiklad
A% (le,—i-, ) je glg . 4_112 = ﬁlg = 612. Podobné 512, 4_112, 612, glz, glg a mm jsou v (Z12,+, ) netrivialni
deélitelé nuly. Jednd se o ¢isla soudélnd s 12. Naproti tomu v (Z11,+, ) Zadni (netrividlni) délitelé nuly
nejsou (proc?).

Priklad 11.13. Uvedme nékolik priklad déliteld nuly.
1) V nulovém okruhu je kazdy prvek délitelem nuly.

2) V déiselnych okruzich (Z,, +,-), kde n je slozené ¢islo n = pg, jsou ¢isla p i ¢ netrividlni délitelé nuly.
3) V diselnych okruzich (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-) i (C,+, ) neexistuje zadny netrivialni délitel nuly.
4) V okruhu matic fadu 2 s celoéiselnyni prvky (Ms2(Z),+,-) existuje nekoneéné mnoho délitelit nuly.

» 0 a c d\ _ (0 0). e 1 . . )
Napriklad (O b) . (O 0> = (O 0) jsou délitelé nuly pro libovolné a, b, c,d € Z.

Jestlize Cislo a je délitelem ¢isla b, neznamend to, Zze muzeme ¢islem a délit v celém okruhu. Abychom
mohli &islem a délit, potfebujeme existenci inverzniho prvku a~!. Napiiklad v okruhu (Z,+,) je ¢islo 2
délitelem c¢isla 6, avSak ¢islem 2 nemtzeme délit zadné liché ¢islo. Dale, protoze pro kazdé prirozené ¢islo k
plati 0 - k = 0, tak ¢islo 0 (i kazdé ¢islo k) je délitelem nuly, avSak nulou nemfizeme délit ani nulu, nebot
neni urcen ,podil“.

Otazky:

Ma3 triviadlni okruh nulu?

Ma trivialni okruh jednicku?
Ma trivialni okruh jednotku?
Ma trivialni okruh délitele nuly?

Muzeme v trividlnim okruhu délit nulou?

Obory integrity

Pfi pocitani s redlnymi ¢isly muzeme délit, pfi pocitani s celymi ¢isly muzeme alesponn kratit. Jestlize
v okruhu jsou (netrividlni) délitelé nuly, tak obecné nemuiZeme ani délit, ani kratit. To je neSikovné. Podi-
vejme se na struktury bez (netrivialnich) délitelt nuly.

Definice Netrivialni komutativni okruh s jednickou bez délitelti nuly se nazyva obor integrity.

Cela cisla s operacemi obvyklého s¢itani a nasobeni jsou typickym oborem integrity. Obory integrity byly
zavedeny pravé jako zobecnéni pocitani s celymi ¢isly. VSimnéte si, Ze pojem okruhu je oproti celym ¢islim
az prili§ zobecnén:

e okruh obecné neni komutativni, zatimco celd ¢isla (a obor integrity) ano,

e okruh obecné nemusi mit jednicku, zatimco celd ¢isla (a obor integrity) ano,

e v okruhu obecné mohou byt délitelé nuly, zatimco mezi celymi ¢isly (a v oborech integrity) ne.

Priklad 11.14. Uvedme né&kolik prikladti obort integrity.

1) Cela ¢isla (Z, +, -) jsou oborem integrity. Jednickou je ¢islo 1.

2) Raciondlni ¢isla (Q, +, -) jsou oborem integrity. Jednickou je ¢islo 1.

3) Okruh (Z,,+,-), kde p je prvoéislo, je oborem integrity. Jednickou je t¥ida 1.

4) Okruh polynomi (Z[z], +, ) s celo¢iselnymi koeficienty je oborem integrity, jednic¢kou je polynom 0z +
+1=1.

5) Mnozina gausovskych celych éisel (Z[i],+, ) je oborem integrity, nebot jednickou je ¢islo 1+0i =1 a
soucin dvou nenulovych komplexnich ¢isel je nenulovy.

6) Mnozina Z[v2] = {a + bV/2 : a,b € Z} s operacemi obvyklého s¢itani a nésobeni tvoii obor inte-
grity (Z[v/2],+,-). Jedni¢kou je ¢&islo 1+ 0i = 1 (Cviceni [IZ:).
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Priklad 11.15. Uvedme né&kolik prikladti okruhii, které nejsou oborem integrity.

1) Okruh (S, +,-) = (2Z,+, -) neni oborem integrity, nebot nema jednicku.
2) Okruh (M3 2(Z), +, -) neni oborem integrity. Jednak neni komutativnim okruhem a jednak ma délitele

” 1 3 6 3\ [0 0. e 12
nuly: napiiklad (2 6) (_2 _1> = (0 0> jsou délitelé nuly.

3) Okruh (Zg,+,-) neni oborem integrity, protoze ma délitele nuly: 2 -3 = 0. AvSak jeho podokruh
({0,2,4},+,-) je oborem integrity s jednickou 4.

4) Okruh (Z,,,+, ), kde n je sloZené ¢islo, neni oborem integrity.

5) Mnozina lichych celych ¢isel s operacemi oby¢ejného séitani a nasobeni (L, +, -) neni oborem integrity,
nebof neni ani okruhem.

Otéazka: Proc¢ neni okruh (Z,,+,-), kde n je slozené ¢islo, oborem integrity?

Priklad 11.16. Trojice (R,+,-), kde operace ,+“ a ,-“ jsou urceny Tabulkami IT—A, je okruhem (Cvi-
¢eni MIZM). Ukazeme, Ze trojice (R, +,-) je oborem integrity.

a
b
c

d d :
Tabulka 11.7.: Operace v okruhu ({a,b,c,d},+,-).

Protoze mnozina R obsahuje vice nez 1 prvek a protoze operace ,,-“ je podle Tabulky IT7 komutativni, je
trojice (R, +,-) netrividlni komutativni okruh. Jedni¢kou tohoto okruhu je prvek b, nebot pro kazdé = € R
plati 2 - b = z. Neexistence déliteldi nuly plyne opét z Tabulky [T, nebof kromé (nulového) prvku a je
pro kazdou dvojici prvki x,y € R\ {a} plati = - y # a. v

Kraceni v oboru integrity

Nasledujici véta ukazuje, Zze v oborech integrity mtizeme ,kratit“ nenulovymi ¢isly, podobné jako jsme zvykli
kratit cela ¢isla. Cela Cisla muzeme séitat, od¢itat, nasobit. Zkoumani délitelnosti je prvnim krokem smérem
k déleni (nenulovymi) ¢isly, tj. k hledani inverze vzhledem k (druhé) operaci ,-“. Je to pravé neexistence
délitelii nuly, kterd moznost kraceni nenulovymi(!) prvky zajisti.

Véta 11.4. O kraceni v oborech integrity
Méjme obor integrity (R,4+,-) a méme proky a,b,c € R. JestliZe a # 0 (a neni nula oboru integrity) a
ab = ac, potom b = c.

Dikaz.  Jestlize ab = ac, tak pricteni —ac obéma strandm rovnice a s vyuzitim distributivity vzhledem
k operaci ,,+“ dostaneme 0 = ab — ac = a(b — ¢). Protoze ale a # 0 a v oboru integrity neexistuji délitelé
nuly, musi platit b — c =0, tedy b = c. O

Analogicka implikace ba = ca = b = ¢ plyne z komutativity oboru integrity a nemusime ji dokazovat.

Poznamka 11.3. Uvédomte si, ze na rozdil od grup jsme pro dikaz moznosti kraceni v okruhu nepo-

tfebovali existenci inverznich prvku vzhledem k operaci ,-“. Stacilo vyuzit existence opac¢nych prvka a

distributivitu operace ,,-“ vzhledem k operaci ,,+“. Vsimnéte si, jak byla vyuzita neexistence délitelti nuly.
Cviceni
11.4.1. UkaZte, Ze trojice (R,+,), kde operace ,+“ a ,-“ jsou urceny Tabulkami [I-17], je okruhem.

11.4.2.  Ukazte, Ze pokud pro kaZdé dva nenulové proky okruhu (R,+,-) md alespori jeden z nich inverzi,
tak v okruhu nejsou netrividlni delitelé nuly.

11.4.3. Ukaszte, ze jednotka okruhu je délitelem kazdého prvku okruhu.

11.4.4. Ukazte, Ze Q(v/2) = {a + bv/2 : a,b € Q) s operacemi obvyklého scitini a ndsobeni tvori obor
integrity.
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11.4.5. Ukaste, Ze Z[V2] = {a + bV2 : a,b € Z} s operacemi obvyklého scitdni a ndsobeni tvori obor
integrity.

11.4.6. Najdeéte priklad oboru integrity, jehoZ néejaky podokruh neni oborem integrity. Jestlize takovy podo-
kruh neexistuje, dokazte to.

11.4.7. Najdéte priklady okruhi, které porusi vidy prdvé jednu ze ctyr vlastnosti poZadovanych v definici
oboru integrity. (UkaZte, Ze formulace definice oboru integrity neni zbytecné piisnd).

11.4.8. Najdéte priklad okruhu (R, 4+, ) a takovych jeho prvki a,b € R, pro které plati a-b =0, ale b-a # 0.

11.4.9. Méjme okruhy (Z,,+,-) pro n = 6,10,12. a) Ukazte, Ze existuje takové prirozené cislo n > 1, Ze
2" =z pro kazZdé z € Zg. b) Ukazte, Ze takové prirozené cislo n existuje i v okruhu (Z10,+,-). c¢) Ukazte,
Ze v okruhu (Zy2,+, ) takové prirozené ¢islo n neexistuge.

11.4.10.% Ukazte, ze v okruhu (Z,,+,-), kde n je délitelné druhou mocninou nékterého prvoéisla, neexistuje
takové prirozené c¢islo n, Ze 2™ = z pro kazdé z € Zy,.

11.5. Télesa

Je dobré si uvédomit, ze moznost kraceni vSak neznamend automaticky existenci inverznich prvki vzhledem
k operaci ,,-“. Napfiklad v oboru integrity celych ¢isel (Z,+, ) mizeme kratit, avSak inverze k nenulovym
prvkim kromé jednotek 1 a —1 neexistuji. Déleni nenulovym ¢islem je mozné pouze v pfipadé, ze k danému
prvku existuje existuje inverze.

Definice Téleso
Netrividlni komutativni okruh (R, +, -) s jednickou se nazyva téleso pravé tehdy, kdyz ke kazdému nenulovému
prvku existuje inverze.

Alternativng bychom téleso mohli nadefinovat jako takovy obor integrity, pro ktery (R \ {0},-) je (komuta-
tivn{) grupa.
Otazky:

e Kolik jednotek obsahuje téleso fadu n?

e Miize nula a jednicka télesa splyvat?

e Miize nula a jednicka okruhu splyvat?

Priiklad 11.17. Uvedme nékolik piikladu téles.

1) Klasické ¢iselné obory (Q,+,-) a (R, +, ) jsou télesa. Jednickou je éislo 1.

2) (Zy,+,-), kde p je prvocislo, je télesem. Jednickou je tiida 1. Ditkaz tohoto tvrzeni je ponechan jako
Cviceni 1M

3) (Zsli],+,-) je télesem s deviti prvky. Jednic¢kou je prvek 1 + 0i. Zduvodnéni je ponechdno jako
Cviceni 1A

4) (Q(v2),4+,"), kde Q(v/2) = {a+bV2 : a,b € Q} a operace jsou obvyklé séitani a nasobeni komplexnich
¢isel, je télesem. Jednickou je prvek 1+ 0v/2. Zdfivodnéni je ponechano jako Cviceni [T 5z

Priklad 11.18. Uvedme nékolik okruhti, které télesem nejsou.

1) Obor integrity (Z, +,-) neni télesem, naptiklad k ¢islu 2 neexistuje prvek inverzni.
) Okruh (S, +, ) neni télesem, nebof nemé jednicku.
3) Okruh (Zg, +, -) neni télesem, protoze napiiklad k prvku 2 neexistuje inverzni prvek vzhledem k néso-
beni (Cayleyho tabulka OT).

4) Okruh (Z,,+,-), kde n je slozené ¢islo, neni télesem, protoze obsahuje délitele nuly.

5) (Zs[i],+,-) netvoii téleso, protoze obsahuji délitele nuly (Cvifeni [T ).
6) Trivialni okruh neni podle definice télesem.
7) Nulovy okruh neni télesem, nebot obsahuje délitele nuly.

Nékteré priklady téles rozebereme podrobnéji.

Priklad 11.19. Okruh zbytkovych t¥id modulo 5 (Zs, +, ) je télesem.
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Ttidy rozkladu budeme oznacovat ¢isly 0, 1,2, 3,4. Uz vime, Ze (Zs, +) je grupa. Zbyva ukazat, ze (Z5\{0}, )
je také grupa. Z tabulky [T=X1 vpravo vidime, Ze operace je uzaviend na neprazdné mnoziné, neutralnim

prvkem je 1, inverzi k 1 je 1, inverzi k 2 je 3, inverzi k 3 je 2 a inverzi k 4 je 4. Asociativita operace ,,-*“ a
distributivita vzhledem ke s¢itani plyne z asociativity a distributivity nasobeni celych cisel. v
+(01234 012314
0(01234 0[/00000 2
1112340 1101234 2
2123401 2102413 4
3134012 3103142 1
4140123 4 O 4321 3
Tabulka 11.8.: Cayleyho tabulky operaci ,+“ a ,-“ v télese (Zs,+,-) a ndsobeni v grupé (Zs \ {0},4+).

Vsimnéte si, ze zatimco (Z5 \ {0}, ) z pfedchoziho ptikladu tvofi grupu, tak pokud bychom za nosnou
mnozinu vzali Z5, nebude (Zs, -) grupou, protoze prvek 0 nem4 inverzi. Pozdéji ukdzeme, Ze v kazdém télese
neutralni prvek prvni operace nema inverzi a neni mozno jej do nosné mnoziny pro druhou operaci zahrnout,
aniz bychom porusili existenci inverze pro prvek 0.

Priklad 11.20. Okruh zbytkovych tfid modulo 4 (Z4,+, ) nens télesem.

Podobné jako v pfedchozim piikladu budeme tfidy rozkladu oznacovat ¢isly 0,1,2,3. Vime, ze (Z4,+) je
grupa. AvSak (Z4 \ {0},-) neni grupa! Z tabulky IIT™@ vpravo vidime, %e operace sice mé neutrdlni prvek
je 1, ale operace predevsim neni uzaviena na (neprazdné) podmnoziné Z, \ {0} a navic prvek 2 nema4 inverzi.

v

1
0
1
2
3

Tabulka 11.9.: Cayleyho ta

(=l

ulky operaci ,+“ a ,-“ v okruhu (Zy4,+,) a nasobeni proki z mnoZiny Zs \ {0}.

Télesa a obory integrity
Nasledujici véta ukazuje, Ze télesa jsou specidlnim pfipadem obori integrity.
Véta 11.5. Kazdé teleso je oborem integrity.

Dikaz. Protoze kazdé téleso (R, +,-) je podle definice netrividlni, komutativni a mé jednicku, tak zbyva
ukazat, ze v télese neexistuji délitelé nuly. Méjme libovolné prvky a,b, € R. Jestlize soucin a - b = 0 a prvek
a # 0, tak musime ukazat, ze b = 0. Staci rovnost roznasobit zleva prvkem inverznim k a, ktery v télese
existuje. S vyuzitim Véty I dostaneme

To znamend, 7e (netrividlni) délitelé nuly v télese neexistuji a téleso je oborem integrity. ([l

Naproti tomu ne kazdy obor integrity je télesem. Napftiklad cela ¢isla s klasickym sé¢itanim a nasobenim
tvoii obor integrity, avak inverze (pfevrdcené hodnoty) existuji jen k ¢islim 1 a —1. Zajimavé vsak je, ze
konecné obory integrity télesem byt musi, jak ukazuje néasledujici véta.

Véta 11.6. Kazdy konecny obor integrity je télesem.

Diikaz. Ukazeme, ze kazdy nenulovy prvek a je v koneéném oboru integrity jednotkou (mé inverzi). Je-li

a=1,tak a=! = 1 = a. V kone¢ném oboru integrity je pro a = a' # 1 mnoZina mocnin a,a?,...,a"
konecna, musi platit a/ = a* pro néjaké i > j. Kracenim dostaneme o'~/ = 1, kde i — j # 0, a proto
prvek a’ 771 je inverzi k a. O

Priklad 11.21. Trojice (R,+,-), kde operace ,+“ a ,-“ jsou urceny Tabulkami [T, je podle Pii-
kladu TTH oborem integrity. Protoze nosnd mnozina R je konecné, je tento obor integrity podle Véty T

194



Petr Kovdr, 11. Okruhy, obory integrity a télesa 20. dnora 2024

soucasné télesem. Thned vidime, Ze jednickou je prvek b a najdeme inverze ke kazdému prvku riznému od a.
Platib=' =b, ¢t =dad ' =c

Z definic okruhu, oboru integrity i télesa a z Vét T2l a ITH1 nahlédneme, jaka je hierarchie téchto
struktur (Obrazek [1T37).

Okruhy

Obory integrity

Obrazek 11.3.: Hierarchie okruhi, obori integrity a téles.
Ve Cviceni I dokazeme, ze okruh zbytkovych tfid modulo prvocislo s operacemi klasického s¢itani
a nasobeni zbytkovych t¥id je télesem.

Dausledek 11.7. Je-li p prvocislo, tak okruh zbytkovych trid (Z,,+,-) je télesem.

Poznamka 11.4. Pouze v (nevlastnim) trividlnim okruhu ({a}, +, -) mizZe byt soucasné ({a},+) a ({a},")
grupou. Ve vlastich okruzich a oborech integrity (R, +,-) nemtze byt (R,-) grupou. Podle Véty T vime,
ze pro kazdé a € R plati a0 = 0a = 0 # 1. Prvek 0 proto nemd v grupoidu (R, -) inverzi a (R, -) neni grupa.

Cviceni

11.5.1.  Ukazte, Ze pro kazdé prvocislo p je okruh zbytkovych trid (Z,,+,-) télesem.

11.5.2.  Ukazte, Ze pro kazdé sloZené cislo p okruh zbytkovych trid (Z,,+,-) neni télesem.

11.5.8.° Ukaste, Ze (Zs3li], +,-) je télesem. Mnozina (Zs3i],+,-) = {a + bi : a,b € Z3} a operace odpovidaji
obvyklému scitani a ndsobent komplexnich cisel.

11.5.4. Ukazte, Ze (Q(v/2),+,-), kde Q(v/2) = {a+bv/2 : a,b € Q} a operace jsou obvyklé scitani a ndsobeni
komplexnich cisel, je télesem.

11.5.5.  Ukazte, Ze okruh (Zsli],+,-) nend télesem.

11.5.6. Méjme lich€ prvocislo p. Je okruh (Z,[i],+,-) je télesem?
11.5.7.  Méjme slozené éislo n. Je okruh (Zy[i],+,-) je télesem?
11.5.8.  Méjme prvocislo p. Je okruh (Zp[v/2],+,) télesem?

11.5.9. Dokazte nebo vyvratte: je-li prvek a délitelem nuly v okruhu (R,+,-), tak k proku a neexistuje
inverzni prvek.

11.5.10. Méjme netrivialnd komutationd okruh (R,+,-). Ukazte, Ze pokud pro kazdy nenulovy prvek a € R
plati aR = R, tak (R,+,-) je téleso.

11.6. Doplnkova témata

Charakteristika okruhu

V okruhu (Zy4, +, ) pro kazdou t¥idu i plati 4i = i +1i + i+ i = 0. To znamen4, 7e ¢tyfnasobek kazdé tiidy
je neutralni prvek. Cislo 4 je v tomto ohledu vyznamné, pro okruh (Zg4, +,-) je to nejmensi piirozené éislo
s touto vlastnosti. Dostavame se prirozené k nasledujici definici.
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Definice Méjme okruh (R, +,-). Nejmensi prirozené ¢éislo n takové, Ze pro kazdé prvek a okruhu R plati
nr = 0 nazyvame charakteristika okruhu (R,+,-). Jestlize zadné takové piirozené ¢islo n neexistuje, tak
fikdme, Ze charakteristika okruhu (R, +,-) je 0. Znacime ji charR.

Vsimnéte si, ze nr chapeme jako n-nasobek prvku r, nikoliv jako souéin prvka z R.
Priiklad 11.22. Uvedme nékolik klasickych prikladt okruht a jejich charakteristik.

1) Mnozina celych ¢isel s operacemi obvyklého s¢itani a nasobni (Z,+, ) je okruh s charakteristikou 0.

2) Mnozina sudych celych ¢isel s operacemi obvyklého s¢itani a nasobni (S, +, -) je okruh s charakteristikou
0.

3) Mnozina redlnych ¢isel s operacemi obvyklého s¢itani a nasobni (R, +,-) je téleso s charakteristikou 0.

4) Mnozina zbytkovych tiid s operacemi s¢itani a ndsobni (Z,, +,-) je okruh s charakteristikou n.

5) Mnozina zbytkovych t¥id modulo prvocislo p s operacemi s¢itani a nasobni (Z,,+,-) je téleso s cha-
rakteristikou p.

Nasledujici véta ukazuje, ze pro urceni charakteristiky okruhu mizeme s vyhodou vyuzit jednicku, pokud
existuje.

Véta 11.8. Meéjme okruh (R,+,-) s jednickou 1. Jestlize 1 je nekonecného tddu vzhledem k operaci ,+
+“, tak charakteristika okruhu (R,+,-) je 0. Jestlie 1 je konecného tddu n vzhledem k operaci ,+, tak
charakteristika okruhu (R,+,-) je n.
Diikaz. Méjme okruh (R, +,-) s jednickou 1. Jestlize pro zadné prirozené ¢islo n neplati nl = 0, tak fad
jednicky je nekone¢ny a charakteristika okruhu (R, +, -) je nula.

Jestlize jednicka je kone¢ného fadu n, tak nl = 0 a mens$i prirozené ¢islo nez n s touto vlastnosti
neexistuje. Pro libovolny prvek a € R plati

na=a+a+---+a=1la+la+---+1a
=141+ ---4+1)a=(nl)a=0a=0.
~—_——

n

To znamend ¢islo n je charakteristika okruhu (R, +, -). |
Charakteristika oboru integrity
Jestlize navic okruh je oborem integrity, tak hodnoty moznych charakteristik jsou velmi omezené.

Véta 11.9.  Charakteristika oboru integrity je bud 0 nebo prvocislo.

Diikaz. Podle Véty ITX1 sta¢i ukézat, ze Ffad jednicky kazdého oboru integrity je bud nekoneény, nebo
prvocislo.

Mg&jme obor integrity (R,+,-) s jedni¢kou 1. Jestlize fa4d jednicky je nekoneény, tak charakteristika
oboru integrity je 0.

Jestlize fad jednicky je konecné ¢islo n, kde n = st pro dvé rizna prirozena cisla s, ¢, tak mizeme psat

0=nl=(st)1 = (s1)(¢1).
Protoze v oboru integrity neexistuji (netrividlni) délitelé nuly, tak musi byt s = n, nebo t = n. Bez Gjmy
na obecnosti, pokud s = n, tak ¢ = 1, a proto ¢islo n je prvodislo. O

Véta @ dava pro fadu okruhi jednoduchy nastroj, jak ukazat, ze se nejedna o obor integrity. Jestlize
charakteristika jednicky neni prvocislo, tak v okruhu existuji délitelé nuly a okruh neni oborem integrity.

Cviceni

11.6.1.  Urcete charakteristiku oboru integrity (Q(v/2),+,-).

11.6.2. Méjme komutationi okruh (R,+,-) s prvociselnou charakteristikou p. UkaZte, Ze pro kaZdé dva
proky x,y € R plati (x + y)P = aP + yP.

O déleni nulou
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Uz na zakladni skole se zaci uci, ze nulou délit nelze. Nékteri to mozna vnimaji jako nedokonalost mnoziny
realnych ¢isel, pro¢ mame vyjimku z jinak dokonalého déleni systému Ctyf operaci s racionalnimi nebo
redlnymi ¢isly? Jak tuto chybu napravit? Staci polozit 1/0 = oo a takto chybéjici vysledek dodefinovat?

Ukézeme Ze to pro netrividlni okruh (R, +, -) neni mozné, aniz bychom porusili po¢etni pravidla v okruhu.
Nejprve si uvédomme, Ze v kazdém okruhu existuje neutrdlni prvek, ktery oznacime 0. Inverzni (opacny)
prvek vzhledem k operaci ,+“ existuje ke kazdému prvku a € R. Abychom mohli hledat inverzni prvky
ke kazdému prvku a € R vzhledem k operaci ,-“, tak (R,-) musi byt grupa.

Netrivialni okruh a inverze
Ukazeme, ze inverzni prvek ke vSem prvkim vzhledem k operaci .- existuje pouze v trividlnim okruhu.
V okruhu s jedingm prvkem evidentné je (R,+) i (R,-) (trividlni) grupou.

Jestlize mnozina R je alespon dvouprvkova, tak existuje b € R takové, ze b # 0. Prvek 0 neni neutralnim
prvkem v pologrupé (R, -), nebot podle Véty T plati b- 0 = 0 # b. Pokud okruh (R, +, -) nem4 jednicku,
tak (R,-) neni grupa a nemtizeme hledat inverze k zddnému prvku, nejen k prvku 0. Pokud 1 je jednickou
okruhu, tak je ziejmé, ze prvek 0 neméd inverzi, nebot pro kazdy prvek b € R podle Véty IO plati
b-0=0+#1 a prvek b nemize byt inverzni k 0.

Déle ukézeme, ze pokud (R,+) je netrividlni grupou a soucasné (R,-) je netrividlni grupou, tak tro-
jice (R,+,-) neni okruh. Vskutku, je-li 0 neutralni prvek grupy (R, +) a 1 neutralni prvek grupy (R, -), tak
podle Véty I plati 1-0=0=0-0. V grupé (R, -) je mozné kritit a dostavdme 1 = 0. Pokud 1 = 0 jsou
stejny prvek, tak pro kazdy dalsi prvek a € R, a # 0 plati a - 1 = a, protoze 1 je neutralni prvek vzhledem
k nasobeni, ale soucasné a - 0 = 0, podle Véty I Porovnanim dostavame spor a = 0.

1143

Grupa vzhledem k obéma operacim
Dukaz sporem v8ak neni tak nazorny, jako kdyz si uvédomime, %e pokud v netrividlnim okruhu je (R, +) i
(R, -) grupou, tak ztratime distributivitu, kterd obé operace svazuje.

Pfedpoklddejme, Ze madme mnoZinu R a dvé operace ,+* a ,-“ takové, ze (R,+) i (R,-) jsou grupy.
Bez jmy na obecnosti neutralni prvek grupy (R, +) ozna¢me 0 a neutrdlni prvek grupy (R,:) ozna¢me 1.
Rozlisime dva pfipady.

Jestlize obé grupy maji stejny neutralni prvek 1 = 0, tak bud se jedna o trividlni grupy, nebo existuje
néjaky prvek a € R riizny od 0. Potom ale jeho inverze a~—! neni 0, nebot neutralni prvek 0 je inverzi sim
k sob&. Porovname levou a pravou stranu (levého) distributivniho zékona vyrazu a=!(a + a). Leva strana
dava

ata+a)=atb#0,

nebot b # a, jinak by kracenim vyrazu a +a = a + 0 v grupé (R, +) muselo platit a = 0. Déle prava strana
po upravé dava
a_la—l—a_la:O—i—O:O,

nebot nula je neutralni prvek v obou grupach. Levy distributivni zdkon nemtize platit.
Jestlize se neutralni prvky obou grup lisi, tak porovname levou a pravou stranu (levého) distributivniho
zékona vyrazu 0~1(0 4 0). Levé strana dava

07'(0+0)=0"t0=14#0,

nebot 0 ne neutralni prvek operace ,+“ a 1 je neutralni prvek operace ,,-“.

0-0+0)=0""0=1,
Déle prava strana po upravé dava
07'o+07to=14+1#1,
nebot nula jinak by kracenim vyrazu 1+ 1 =14 0 v grupé (R, +) muselo platit 1 = 0.
Cviceni
11.6.3. Rozeberte mozné grupy se dvéma operacemi na dvouprvkové mnozine. Najdéte trojice prvkid, ktere
porusi distributivitu.

Nilpotentni prvek okruhu

Méjme libovolny okruh (R, +, ). Prvek a € R se nazyva nilpotentni pravé tehdy, kdyz néktera jeho pfirozena
mocnina je rovna nule okruhu. Symbolicky a je nilpotentni pravé tehdy, kdyz In € N : a” = 0. Nejnizsi
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prirozené ¢islo n, pro ktery je n-t4 mocnina nilpotentniho prvku a nulova, se nazyva index nilpotentniho

prvku.
Na rozdil od idempotentnich prvkd ma nilpotentni prvky smysl definovat pouze v okruhu.

Priklad 11.23. Uvedme nékolik prikladii nilpotentnich prvki okruhti.

1) V kazdém okruhu (R, +,-) je nula nilpotentnim prvkem.
2) V okruhu (Zg, +, ) je prvek 2 nilpotentni, nebot 2% — 8 = 0. Index prvku 2 je 3, nebot 2* -1 £ 0.
16 = 0. Index prvku 4 je 2, nebot 4 # 0. Prvek 6

Podobné prvek 4 je nilpotentni, nebot 7
16 = 0. Index prvku 6 je 3, nebot 6 =

’ 36 =14 #0.

v okruhu (Zg, +, ) také nilpotentni, nebot 6” =

2
0 a O
3) V okruhu (Ms3(Zg),+, ) je kazda matice A= [ 0 0 b | pro a,b, € Z nilpotentni, nebot
0 0 0

00 0 000
A*=4A={0 0 bl=10 00
00 0 000

4) V nulovém okruhu je kazdy prvek nilpotentni, nebot o = 0 pro kazdé a € R a kazdé n € N.

Je dobré si uvédomit, ze pokud pro prvek a okruhu (R, +,-) plati a™ = 0, tak a™ = 0 pro kazdé m > n,
nebot a™ = a"a™ " = 0a™ " = 0.

Priiklad 11.24. Uvedme nékolik piikladit prvki, které v daném okruhu nejsou nilpotentni.

1) V okruhu (Z, +, -) neni zadny nenulovy prvek nilpotentni, nebot vSechny mocniny kazdého nenulového
cela ¢islo a jsou nenulové cela cisla.

2) V okruhu (Zsg, +,-) prvek 3 neni nilpotentni, nebot 3" je liché &islo pro libovolné n € N, proto 3 £ 0.

3) V okruhu (Zg, +, ) neni zadny nenulovy prvek nilpotentni, nebof 1* =T # 0. Dale 2" = 27 # 0 ani

14" = 227 £ 0, nebot 2" neni nasobek 6. Mocniny prvki 3", 5" # 0, nebot 3" i 5™ jsou liché ¢sla,
ktera nejsou délitelna 6.

4) V télese (R,+,-) neni zddny nenulovy prvek nilpotentni, nebot kazdy nenulovy prvek je jednotkou

(P¥iklad [Z3).

Nasledujici priklad ukazuje, ze jednotky nikdy nejsou nilpotentni.

Priklad 11.25. Ukézeme, Ze zadnd jednotka netrividlniho okruhu (R, +, ) neni nilpotentni.
Jestlize prvek a je jednotkou okruhu (R, +,-), tak existuje v R inverze a~!. V netrividlnim okruhu je a # 0
(nula nemé inverzi) a pro spor predpokladejme, Ze a je nilpotentni, tedy pro né&jaké pfirozené ¢islo n > 1
plati a® = 0, pficemz a"~! # 0. Nyni rovnost a™ = 0 roznasobime inverzi a~!. Dostaneme ave =qnl =
=a~1-0=0, coz je hledany spor.

V trividlnim okruhu je (jediny) prvek 1 je jednotkou a sou¢asné nulou, proto 1 = 1% = 0. v

Otazky:

Mize byt v okruhu kazdy prvek nilpotentni?

Existuje okruh bez nilpotentniho prvku?

Muze byt v okruhu prvek kone¢ného fadu nilpotentni?
Mize byt v okruhu prvek nekoneéného radu nilpotentni?
Je kazdy prvek nekone¢ného radu nilpotentni?

Cviceni
11.6.4. Ukazte, Ze kazdy nilpotentni prvek a okruhu (R,+,-) je délitelem nuly.
11.6.5. Ukazte, Ze v oboru integrity ani v télese neexistuji nenulovée nilpotentni proky.

11.6.6. Méjme okruh (R,+,-) a dva prvky a,b € R. Ukazte, Ze pokud v okruhu plati ab = 0, tak prvek ba
je nilpotentnsi.

11.6.7. Méjme nilpotentni prvek a okruhu (R,+,-). UkaZte, Ze prvek 1 — a je jednotkou okruhu (R, +,-).
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11.6.8. Méjme nilpotentni prvek a a libovolny prvek b komutativniho okruhu (R,+,-). Ukazte, Ze prvek
1 — ab je jednotkou okruhu (R,+,-).

11.6.9. UkaZte, Ze kazdy prvek a koneéného tddu v netrividlnim okruhu (R, +,-) neni nilpotentns.
11.6.10. Ukazte, Ze kaZdy nenulovy nilpotentni prvek okruhu je nekonecného radu.

11.6.11.  Pro kazdé ptirozené ¢islo n najdéte okruh (R,+,-) a jeho nilpotentni prvek a indexu n.

Pole a téleso

V literatute se nékdy rozlisuje pojem téleso (anglicky ,division ring“) jako struktura se dvéma operacemi,
kde druhd operace nemusi byt komutativni a pole (anglicky ,field* jako komutativni téleso. Naptiklad
raciondlni ¢isla nebo redlna cisla tvoil pole (Q,+,-), respektive (R, +,-), avSak kvaterniony, o kterych je
psano na strané B4, jsou typickym prikladem nekomutativniho télesa.

V tomto textu pod pojmem ,téleso“ rozumime vzdy strukturu se dvéma operacemi, kde prvni i druha
operace jsou komutativni.

Oktoniony

Podobné jako kvaterniony jsou rozsifenim komplexnich ¢isel, tak oktoniony jsou rozsifenim kvaternionti.
Mg&jme mnozinu Qg = {e; : i = 0,1,...,7} a operaci nasobeni uréenou Tabulkou [T Nosnou mnoZzinou je
0= {.23060 + x161 + Toey + x3€3 + Tae4 + TsE5 + TeE + T7€7 : X0, X1,...,T7 €ER, eg,e1,...,67 € @8}

€0 €1 €2 €3 €4 €65 € €7
€b| €0 €1 €2 €3 €4 €5 €5 €7
€1| €1 —€y €3 —€2 €5 —€4 —€7 €Eg
€2| €2 —€3 —€y €1 € €7 —€4 —€5
€3| €3 €2 —€1 —€y €7 —€g €5 —€4
€4| €4 —€5 —€6 —€7 —€0 €1 €2 €3
€5| €5 €4 —€7 € —€1 —€y —€3 €2
€6| €6 €7 €4 —€5 —€3 €3 —€y —€1
€r| €er —€g €5 €4 —€3 —€2 €1 —€
Tabulka 11.10.: Tabulka ndsobeni oktonionovych jednotek mnoziny QOg.

Vsimnéte si, ze Tabulka T neni celou Cayleyho tabulku operace ,,-“, nebot nejsou uvedeny vysledky
pro opacné prvky. Déle si vSimneme, Ze (O, -) netvofi pologrupu, nebot operace ,,-“ neni asociativni. Vskutku,
napiiklad (e3-e1) - €6 = ea - eg = —eyq, zatimco ez - (e1 - eg) = e3 - (—e7) = ey.

Pro oktoniony lze definovat dvé operace: obvyklé séitani ,,+“ po slozkdch a vyse uvedené nasobeni.
Dostaneme strukturu, kterd je ,neasociativhim okruhem®, nebof operace ,,+“ je komutativni, asociativni
a mé neutrdlni prvek 0 = Oeg + Oe; + Oez + Oeg + Oeyq + Oes + Oeg + Oey. Néasobeni vSak neni asociativni.
Ovéreni, Ze nasobeni je distributivni zleva i zprava vzhledem ke s¢itani, je ponechano jako cviceni.

Odkazy:

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Uctonio:

® https://www.researchgate.net/publication/3320/04/0 Wuantized Hall Effect Phenomena and _lopological-Urder in 4D _Josephson,

Cviceni
11.6.12. Sestavte tabulku operaci (Q1g,-), kde Q16 obsahuje 8 oktonionovych jednotek i 8 prvki k nim

opacnych. Jaké vlastnosti md takovy grupoid?

11.6.13.  Ukazte, Ze pro oktoniony (O, +,-) je operace ndsobeni distributivni zleva i zprava vzhledem ke sci-
tani.

11.6.14. Ukazte, Ze okruh kvaternioni je podokruhem oktonioni.

David Hilbert (12. biezna 1862 — 14. tinora 1943)

Némecky matematik a fyzik David Hilbert byl jednim z nejvlivnéjsich matematika 19. a zacatku 20. stoleti.
Narodil se v Konigsbergu, tehdy némeckém mésté, nyni ruském Kaliningradu.
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Po obhéjeni disertace studoval dale v Lipsku u Felixe Kleina a pak v Pafizi u Charlese Hermitea.
Od cervna 1886 se vratil do Konigsbergu, kde byl od roku 1893 fadnym profesorem. V roce 1895 odesel
do Gottingenu, kde se stal vedoucim katedry a kde aktivné pusobil az do své smrti v roce 1934.

Obréazek 11.4.: David Hilbert

V dobé Hilbertova pfichodu do Gottingenu bylo nepfipustné, aby se profesor pratelil s mladsimi kolegy
na nizsich mistech. Hilbert tuto tradici zlomil, coz podpoftilo rozvoj védeckého zivota.

V roce 1900 pfedstavil na mezindrodnim matematickém kongresu v Pafizi 23 otevienych problému. Jeho
seznam problému ovlivnil vyvoj matematiky celého 20. stoleti. Nékteré problémy se podafilo vyfesit brzy,
jiné pretrvavaji do dnesniho dne. Jeho seznam je vSeobecné uznavan jako dobie promysleny a nejuspésnéjsi
prehled otevienych problému pfipravenych jednim clovékem.

Hilbert a jeho pokracovatelé vyraznym zptusobem prispéli k formalizaci a upevnéni zakladd moderni
matematiky, prispéli k rozvoji matematické fyziky. Albert Einstein si po vytvofeni specidlni teorie relativity
uvédomil, Ze gravitaci je mozné popsat jako dusledek zakfiveni Casoprostoru. Pro forméalni popis tohoto
kli¢ového objevu vsak Einsteinovi nejprve chybél potfebny matematicky aparat. Hilbert ve spolupréci s Otto
Sternem odvodil potfebné rovnice nezavisle na Einsteinovi, proto se matematicky aparat obecné teorie
relativity nazyva ,,Hilbertovy-Einsteinovy rovnice“.

Hilbert byl zastance Cantorovy teorie mnozin, nicméné existence paradoxi ukazala, jak zivelné vznikaly
v 19. stoleti nékteré matematické teorie. Jednim z hlavnich cili, ktery si Hilbert kladl, bylo vytvofeni pev-
nych zakladt matematiky. Na pfelomu stoleti vznikla ,matematické logika* jako nova disciplina, ktera se
snazila sjednotit a vybudovat pevné zaklady matematiky. Hilbertovym cilem bylo pfezkoumat celou matema-
tiku a v podstaté ji znovu systematicky axiomaticky vybudovat od zakladu. Hilbert véfil, ze pfi dusledném
dodrzeni rigoréznich metod bude mozné odvodit kazdé matematické tvrzeni tak, aby jeho pravdivost byla
nezpochybnitelnd. Avsak Kurt Godel v roce 1931 ukazal, Ze takovy vysledek je v matematice principialné
nemozny. Ukézal, ze v dostateéné slozitych axiomatickych systémech nemiize byt zarucena ani bezespornost
soustavy axiomi, ani odvoditelnost vSech tvrzeni. Hilbert pfesto az do smrti zlistal presvédcen, Ze nepo-
znatelnost v matematice neexistuje. Na svij ndhrobni kdmen si nechal vytesat ,,Musime védét, budeme
védét!«

Odkazy:

® phttp://edu.techmania.cz/cs/encyklopedie/vedec/1154/hilbery

ttps://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilber
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Kapitola 12. Idealy a faktorové okruhy

V kapitole B jsme zavedli pojem normalni podrgupy, tedy takové podgrupy, které vynasobené kterymkoliv
prvkem grupy zleva nebo zprava daji stejny komplex. Tato vlastnost umoznila posléze pracovat s faktorovymi
grupami.

Nyni zavedeme analogicky pojem pro strukturu se dvéma operacemi. Misto podgrupy, ktera je normalni,
budeme pracovat s podokruhem, ktery pfi operaci nasobeni ,,pohlti“ vSechny prvky celého okruhu.

12.1. Ideal

Nyni zavedeme pojem tzv. idedlu, ktery v okruhu hraje podobnou roli, jakou méa norméalni podgrupa v grupé.

Definice Ideal okruhu
Méjme okruh (R,+,-). Podokruh (I,+,-) okruhu (R, +,-) se nazyvé (oboustranny) idedl okruhu (R, +,-)
pravé tehdy, kdyz pro kazdé r € R a kazdé a € I plati r-a € I a soucasné a-r € I.

Definice k4, ze pro kazdé r z okruhu (R, +,-) plati »I C I, kde I = {ra : a € I}, a soucasné Ir C I,
kde It = {ar : a € I}. Rikdme, 7e ideal ,pohlti“ nebo ,absorbuje“ pfi nasobeni prvky celého okruhu
(Obrazek TZM). Vlastnosti Vr € R, Va € I plati r-a € I Aa-r € I se ¥ikd absorpce.

Obrazek 12.1.: Idedl ,pohlti“ kazdy prvek okruhu vzhledem k druhé operaci. Vlevo je obecny idedl,
vpravo je idedl v komutativnim okruhu.

Piiklad 12.1. Uvedme nékolik jednoduchych piiklada idedld.

1) Uz vime, ze (Z,+,-) je okruh a (S, +,-) je jeho podokruh. Jedna se dokonce o idedl, protoze libovolny
nasobek sudého ¢isla je sudé ¢islo.

2) Mé&jme okruh celych ¢isel s operacemi obvyklého séitani a nasobni (Z, +, ). Okruh (nZ,+,) pron € N
tvori ideal v (Z, 4+, -).

3) V okruhu polynomt je idedlem napiiklad podokruh polynomt s nulovym absolutnim ¢lenem.

4) Trivialnt okruh je (R,+,-), kde R = {0}. Trivialni okruh je idedlem v kazdém okruhu.

5) Okruh (R, +,) je jisté podokruhem a idedlem sebe sama. Takovy ideal najdeme v kazdém okruhu.

Priklad 12.2. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii, kdy podokruh idedlem neni.
1) Naptiklad (Z,+, -) je podokruhem v (Q, +, -), avSak neni idedlem, protoze napiiklad % €Q,1€7Z,ale
1-1¢Z.
2) Uz vime, ze diagondlni matice tvoii komutativni podokruh okruhu (M 2, +, -). Diagonalni matice viak
netvoii ideal okruhu (Ms o, +,-) (Cviceni ZT3).
3) Mnozina lichych celych éisel L neni idedlem v okruhu celych ¢isel (Z,+, ), protoZze mnozina L neni
uzaviend vzhledem k operaci s¢itani a netvori okruh (zejména ne podokruh (Z, +,-)).

Otazka: Je kazdy podokruh komutativniho okruhu idealem?

Idedl (I,+,-) se nazyvéa nevlastni idedl, jestlize I = R nebo I = {0}. Tyto ideély existuji v kazdém
okruhu. Ostatni idedly se nazyvaji vlastni idedly. Pravé vlastni idedly jsou netrividlni a zajimavé struktury.
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Nasledujici véta tiké, jak ovérit, zda néjaky podokruh je idedlem. Znamend to ovéfit, zda se jedna
o podokruh a zda mé vlastnost idedlu (véta Fikd, Zze miizeme uSetfit test uzavienosti.)

Véta 12.1. Test idealu
Méjme okruh (R,+,-) a neprazdnou podmnozinu I C R. (I,+,-) je idedl okruhu (R,+,-) pravé tehdy, kdyz
jsou splnény obé nasledugici vlastnosti.
(i) Ya,bel:a—-bel (podokruh)
(ii)) Vre RVYac€l:raclNarel (absorpce)

Diikaz. Jednd se o ekvivalenci, dokdzeme obé implikace.

»= Mg&jme idedl (I,+,-) okruhu (R, +,-). To znamend, ze (I,+,) je podokruh okruhu (R, +,-) a podle
Véty A plati vliastnost (f). A protoze (I,+,-) je idedlem, tak je splnéna vlastnost ().

»<=“ Predpoklddejme, Ze jsou splnény vlastnosti (1) a (H). Abychom ukazali, ze (I,+,-) je podokruhem
okruhu (R, +,-), tak ovéfime oba pfedpoklady Véty IT1 Predpoklad () je stejny ve Vété I Zbyva
ovétit, zda pro kazdé a,b € I plati a - b € I, pii¢em? v predpokladu () staci zvolit 7 = b. A konecné podle
pfedpokladu (O) ihned dostédvame, ze podokruh (I, +,-) je dle definice idedl okruhu (R, +, -). O

Vsimnéte si, jak jsou podminky Véty X1 elegantnim zpiisnénim podminek Véty I Nasledujici
véta je analogii Véty =1

Véta 12.2. Prunik idealu je ideal
Méjme idedly (I1,+,-) a (I2,+,-) okruhu (R, +,-). Priunik idedli (I1 N1z, +,-) je také idedl okruhu (R,+,-).

Diikaz je ponechan jako Cviceni 2T Plati i nasledujici silnéjsi tvrzeni.

Lemma 12.3. Méjme idedly (I;,+,-) okruhu (R,+,-), kde j € J. Prinik idedli ([
idedl okruhu (R, +,-).

Diikaz je opét ponechan jako Cviceni IZT2]

ies L+ \) je také

Ideal generovany mnoZinou
Podobné, jako jsme na strané A zavedli podgrupu, které je generovana mnozinou prvki, tak miizeme zavést
ideal generovany mnozinou prvka.

Definice Ideal generovany mnozinou
Méjme okruh (R, +,-) a libovolnou podmnozinu M C R. Symbolem (M) oznacime prunik vsech idedld
v okruhu (R, +,-), které obsahuji mnozinu M. Rikdme mu idedl generovany mnoZinou M.

Definice idedlu generovaného mnozinou je korektni, nebot vzdy existuje n&jaky ideal, ve kterém je mnozina M
obsaZena, a sice samotny okruh (R, +,-). A podle Véty CZ3 je prunik (M) vSech takovych idedlu také
idedlem v okruhu (R, +, ).

Cviceni
12.1.1. Mé&jme idedly (I, +,-) a (Iz,+,) okruhu (R, +,-). Dokazte Vétu IZ2A, tj. dokazte, Ze pranik idedli
(I N Iy, +, ) je idedlem okruhu (R,+,").

12.1.2. Méjme idedly (I;,+,-) okruhu (R,+,-), kde j € J. Dokazte Lemma IZ3R, tj. dokazte, Ze prinik
idedlii (. 1j, +,°) je idedlem okruhu (R, +,).

12.1.3. Ukazte, Ze diagondlni matice netvori idedl okruhu (Mo, +,-) ¢tvercovych matic Tadu 2.
12.1.4. Ukazte, Ze kazdy podokruh nulového okruhu je idedlem.
12.1.5. UkaZte, Ze nilpotentni proky komutativniho okruhu (R, +,-) tvori idedl okruhu (N, +,-).

12.1.6. Ukazte, Ze turzeni Cviceni TZI0]1 neni mozné rozsirit i pro nekomutationi okruhy.

12.2. Faktorovy okruh

V kapitole B jsme zavedli rozklad grupy podle normalni podgrupy. Ziskali jsme faktorovou grupu. Ukazalo
se, ze faktorové grupy mohou zjednodusit zkouméani dané grupy, nebot faktorova grupa je mensiho rfadu
a pritom stale ma nékteré vlastnosti puvodni grupy. Podobné miZeme zkoumat faktorové okruhy. Roli
normalni podgrupy pfitom bude hrat ideal.
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Nejprve ukdzeme, ze kdyz se omezime na prvni operaci ,,+“, tak dostavame klasicky koncept norméalni
podgrupy.

Véta 12.4. Méjme (oboustranny) ideal (I,+,-) okruhu (R, +,-). Potom (I,+) je normalni podgrupa grupy
(R,+).
Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze (I,+) je podle Véty B0 podgrupa grupy (R, +). Dale, protoze (I,+, )
je podokruh okruhu (R, +, ), tak podle Véty 21 pro kazdé a,b € I platia —b € I.

Navic z komutativity operace ,+“ pro kazdé © € Rplati a ® I = {x +i:4i € I} = I ® x, a proto je
(I,4) normalni podgrupa grupy (R, +). |

Otazka: Véta IZZ ma tvar implikace. Plati opa¢na implikace? Tj. plati tvrzeni: méjme okruh (R, +, )
a normélni podgrupu (I,+) grupy (R, +), potom (I,+, ) je idedlem okruhu (R, +,-)?

Nyni sestavime tridy rozkladu daného okruhu podle néjakého idealu a zavedeme nové operace s tfidami
tohoto rozkladu. Ukdzeme, ze vysledna struktura je také okruhem podobné jako faktorova grupa je také
grupou.

Véta 12.5. Mé&me je (oboustranny) idedl (I,+,-) okruhu (R,+,-). Definujme mnoZinu R/T = {x +
+ 1 :x € R}. Definujme operaci , 5% a operaci ,&%. Pro kazdé v,y € R/] polozme (x +1)® (y+ 1) =
=(z+vy)+1I and pro kazdé x,y € R/[ polozme (v +1)© (y+1) = (x-y) + 1. Potom (R/[, @, ®) je okruh.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze (R / I, ®) je komutativni grupa. Podle Véty B se jedna o faktorovou grupu
komutativni grupy (R, +) podle normdlni podgrupy (I, +).

Déle ukazeme korektnost zavedeni operace ,,©“, tj. vysledna tfida souc¢inu nesmi zaviset na volbé ozna-
Ceni. Jestlize vezmeme rizné oznacené stejné t¥idy rozkladu z1 +1 = xzo+ I a y; +1 = yo + I, tak prictenim
stejného prvku —xo dostaneme —xo + 21 +1 = —xo + 22+ I = I. Podle Véty B2 je —x2 + 21 =1 € I, tedy
r1 = T3 + i, kde i € I. Analogicky ukazeme, Ze y; = ys + j, kde 7 € I. Nyni

1+ Do +1)=(@2+i+1)O(y2+j+1)=(z2+1)O (y2 + 1),

nebot i + I =1aj+ 1= J podle Véty A

Dale ovéfime zbyvajici vlastnosti okruhu podle Definice I Operace ,,0“ je jisté uzaviend na nosné
mnoziné grupy (R / I, ®), nebot soudin dvou komplexii rozkladu je komplex rozkladu.

Operace ,,®“ je asociativni, coz lze ukazat s vyuzitim asociativity operace ,-“. Pro kazdé tii t¥idy
rozkladu (a+ 1), (b+1),(c+1) € R/T plati (a+1)©((b+ 1) ® (c+1))=(a+D)O((b-c)+I)=a-(b-c)+
+I=(a-b)-c={(a-)+DHo(c+)=(a+D)OB+I)) O (c+1I).

Zbyva ukéazat distributivitu operace ,,©* vzhledem k operaci ,®“. Analogicky jako v predchozim od-
stavci vyuzijeme distributivitu operace ,,-“ vzhledem k operaci ,+%. Pro kazdé tii t¥idy rozkladu (a+1), (b+
+1I),(c+I) e R/rplati (a+ 1) O (b+ )& (c+I)=(a+D)O(b+c)+I)=a-(b+c)+I=(a-b+
t+a-)+I=(a-)+Dd(a-c)+D)=(a+DOBG+D)D(a+1)O (c+1)).

Distributivitu zprava bychom ukézali analogicky, dikaz vynechame. Ukézali jsme, ze tiidy rozkladu R / I
s operacemi ,,®“ a ,®“ tvori okruh. O

Nyni mtzeme vyslovit néasledujici definici.
Definice Okruh (R/[, @, ®) budeme nazyvat faktorovy okruh okruhu (R, +,-) podle idedlu (I, +,-).
Priklad 12.3. (Z/S, @, ®) tvori faktorovy okruh se dvéma t¥idami rozkladu.

ProtoZe podle Prikladu 2T je (S, +,:) idedlem v okruhu (Z,+, ), tak (Z/S,G},@) je faktorovy okruh.
Ttidy rozkladu jsou S a L, pfislusné operace jsou popsany Tabulkami [ZZT1

@S L ®©|SL

S|SL S|SS

LILS L|SL
Tabulka 12.1.: Operace v bindrnim okruhu ({S,L}, &, ®).
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Tabulky vyjadifuji dobfe zndmé vlastnosti sudych a lichych ¢isel, naptiklad Ze soucet dvou lichych ¢isel
je sudé cislo, nebo Ze soucin sudého a lichého ¢isla je opét sudé ¢islo. v

Zavedeme klasickou Gmluvu, Ze operace ,®“ a ,©“ ve faktorovém okruhu (R / 1, ®,®) budeme znadit
¢ a ¢ stejné jako v pivodnim okruhu (R,+,:). Z kontextu (oznaceni prvkl) bude vzdy zfejmé, zda
pracujeme s operaci v puvodnim okruhu nebo s operaci ve faktorovém okruhu.

Priklad 12.4. Uvedme nékolik jednoduchych piikladt faktorovych okruht.
1) Protoze okruh (3Z,+,-) je idedl v okruhu (Z, +, -), tak zbytkové t¥idy modulo 3

Z/37,={z+3%:z € L} = {03,15,25}

tvori faktorovy okruh se tfemi t¥idami rozkladu. Uz vime (Véta B), Ze tyto t¥idy tvofi grupu s operaci
s¢itani t¥id. Nyni protoze (3Z,+,-) je idedl v okruhu (Z,+,-), tak podle Véty IZR zbytkové tiidy
tvoii faktorovy okruh. Tento okruh je oborem integrity a dokonce télesem (Piiklad IITA).

2) Protoze (4Z,+,-) je idedl v (Z,+,-), tak Z/4Z je faktorovy okruh. Tento faktorovy okruh se ¢tyimi
tf{dami vSak neni oborem integrity, nebot obsahuje délitele nuly.

3) Mé&jme okruh (R, +, -) s nulou 0 a jeho trividlni podokruh ({0}, +, ). Potom (R/{()}, +, ) je faktorovym
okruhem, jehoz tiidy rozkladu jsou jednoprvkové mnoziny s prvky z R.

Priklad 12.5. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii, kdy struktura neni faktorovym okruhem.

1) Okruh celych ¢isel (Z,+,-) je podokruhem télesa (Q,+,-) i télesa (R,+,-). Protoze vSak celd ¢isla
netvori idedl v ani v jednom z uvedenych téles, tak faktorovy okruh (Q / 7, +,-) neni definovén.

2) Napiiklad (Z /L, +,) neni faktorovy okruh, nebot (L, +,-) neni idedlem. Operace ,-“ neni uzaviend
na L, proto ani operace ,-“ neni konzistentni pro prislusné komplexy.

Je dobré si uvédomit, pro¢ pii sestaveni faktorového okruhu (R / I),+,) pozadujeme, aby (I,+,-) byl
ideal, a pro¢ nestaci aby (I, +, ) byl podokruh okruhu (R, +, -). Podivejme se, ktera vlastnost bude porusena,
pokud bychom chtéli sestavit napiiklad faktorovy okruh (Q / Z,+,"). Protoze s¢itani celych i racionalnich
Cisel je komutativni operace, tak (Z,4) je normdlni podgrupou grupy (Q, +) a mtizeme sestavit faktorovou
grupu (Q / 7, +). Tiidy rozkladu budou tvaru g+ Z, pficemz dvé t¥idy ¢; +Z a g2 + Z budou totozné, pokud
q2 — q1 € Z. Problém nastane u operace -, kterd nebude dobre definovina. Vezmeme-li naptiklad dvé
titdy 2 + Z a 0+ Z = Z, tak cekame, Ze jejich sou¢in je tiida 3 -0+ Z = 0+ Z = Z. Vezmeme-li viak jiné
reprezentanty stejnych t¥id, napiiklad % +ZaZ=1+2Z (nebot 1 —0=1 € Z), tak se zd4, Ze soucinem je
tfida % 147 = % + 7Z # 7. Vysledné t¥idy se lisi, evidentné % + Z # 7. Ve skutec¢nosti soucin neni dobfe
definovana operace, nebot soudin rtznych reprezentantt davé reprezentanty rtiznych t¥id. Pravé vlastnost
absorpce hlavniho idealu dava jistotu, Ze nejen soucet, ale i soucin bude dobfe definovana operace.

Vlastnosti faktorovych okruhu
Ukézeme, 7e komutativita i existence jedni¢ky okruhu (R, +,-) se pfenese na kazdy faktorovy okruh tohoto
okruhu.

Véta 12.6.  Méjme je (oboustranny) idedl (I,+,-) okruhu (R,+,-). Potom plati nasledugici tvrzen.

(i) Jestlize je okruh (R,+,-) komutationi, potom je i faktorovy okruh (R/]., +, ) komutativn.
(ii) Jestlize okruh (R,+,-) mad jednicku, potom i faktorovy okruh (R/[7 +,+) md jednicku.

Diikaz. Thned z definice operace nasobeni dostaneme obé tvrzeni. Komutativita plyne z komutativity
operace na R.
(a+B)-(b+I)=ab+1=ba+1={b+1) (a+1)

Déle jednickou je t¥ida 1 + I, nebot pro kazdé a + I € R/ ] podle definice nasobeni t¥id rozkladu plati
(a+I)-A+1)=al+I=a+1,

protoze v okruhu (R, +,-) je al = a. Druhd rovnost (14 I) - (a+ I) = a + I se ukdze analogicky. O

Faktorové okruhy miZeme chéapat jako néstroj, jak z vétsich okruhi (s vice prvky) vyrobit podobné mensi
okruhy (s méné prvky). Ma-li okruh vice riznych ideal, miZeme vyrobit vice riznych faktorovych okruht,
které ¢astecné zachovévaji strukturu ptivodniho okruhu. Tomuto aspektu se budeme vénovat v Kapitole 31
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Kdy je faktorovy okruh oborem integrity nebo télesem

Uvedli jsme piiklady, kdy faktorovy okruh je oborem integrity i priklady, kdy neni. Také mame piiklady
faktorovych okruhti, které jsou télesem a priklady, kdy tomu tak neni. Zda faktorovy okruh je oborem
integrity nebo télesem zavisi na vlastnostech pfislusného idedlu, coz podrobnéji rozebereme na strané EZI3.

Cviceni
12.2.1. Méjme okruh étvercovych Fadu matic s celociselnymi prvky (Mao(Z),+,-). Oznaéme I mnoZinu

véech ctvercovych fdadu matic se sudymi celociselngmi proky. UkaZte, Ze podokruh (I,+,-) je idedlem okruhu
(M2(Z),+,-). Kolik prvki md faktorovy okruh (Mao(Z)/1,4+,)?

12.2.2.  Ukazte, Ze okruh (Z,+,-) nent idedlem v télese (R, +,-).

12.2.8.  Ukazte, Ze je-li (I,+,-) idedl v komutativnim okruhu (R,+,-) a a ¢ I, tak mnoZina J = {r € R :
a-r €I} je nosicem idedlu v okruhu (R,+,-).

12.2.4. Méjme okruh (R,+,) a libovolnyg prvek a € R. Ukazte, Ze plati ({a}) = {a-r:r € R}.

12.2.5. Dokazle silnéjsi verzi Véty IZZ] Méjme podokruh (H,+,-) okruhu (R,+,-). Potom (H,+) je
normdlni podgrupa grupy (R, +).

12.2.6.*% Méjme okruh (R,+,-) a jeho podokruh (H,+,-). Sestavime rozklad R/H a definujeme operace &
a ,O% jako ve Veté @M Ukazte, Ze aby byly obé operace dobie definovdny, musi podokruh (H,+,-) byt
(oboustranngm) idedlem v okruhu (R,+,-). Tj. ukaZte, Ze vlastnost idedlu je nejen postacuji, ale i nutnd
pro existenci faktorového okruhu (R/H7 D,0).

12.2.7.  Dokazte nebo vyvratte: V okruhu (Q,+,-) neeristuje netrividlng vliastni idedl.

12.2.8. Dokazte nebo vyvratte: V télese (R, +,-) neexistuje netrividlng vlastni idedl.

12.3. Okruh polynomu

Dulezitym prikladem faktorovych okruhd budou okruhy sestavené z polynomi.

Okruh funkci
Nejprve si vSimneme, ze i s funkcemi mizeme pracovat jako s prvky néjakého okruhu.

Priiklad 12.6. Méjme R mnozinu vSech redlnych funkci jedné realné proménné, jejichz definiéni obor jsou
vSechna realnd cisla. Operace ,,+“ je ddna predpisem

Ve eR: (f+9)(x) = f(x) +g(x)

Operace ,,-“ je dana predpisem
VeeR:(f g)(x) = f(z) g(z)

Uvedené operace jsou klasické s¢itani a nasobeni funkei. Potom (R, +,-) je okruh. Nulovym prvkem tohoto
okruhu je konstantni funkce o(z) = 0 a jednickou je konstantni funkce j(x) = 1.
Polynomy patii mezi funkce s velmi peknymi vlastnostmi. Nyni zavedeme okruh polynomii.

Otazka: Proc¢ neni okruh polynomu idealem v okruhu funkci?
Definice Méjme netrividlni komutativni okruh (R, +,-). Ozna¢me
R[z] = {ap2™ + ap_12" '+ -+ a1z +ap: n €N, ay,as,...,a, € R}.

Mnozinu R[z] nazveme mnozinou polynomii nad R a jeji prvky jsou polynomy v proménné x. Rekneme, Ze
dva polynomy a,z"™ + an_12" "t 4+ 4+ @12 + ag, by ™ + b1 4o+ iz + by € RJ[z] jsou si rovny
pravé tehdy, kdyz n = m a a; = b; pro vSechna 0 < i < n.

Vsimnéte si, ze symbol ,+“ se v definici okruhu polynomt pouziva ve dvou vyznamech. Jednak oznacuje
operaci v okruhu (R, +,-) a jednak v definici mnoZiny R[z] = {a,2" + ap_12" ' + -+ a1x +ag : n €
N,a,as,...,a, € R} oddéluje jednotlivé ¢leny polynomu.

Je dulezité si uvédomit, ze prvky v R[x] neuvazujeme jako funkce urcené pfedpisem polynomu, ale
jako posloupnosti koeficientii. Pismeno z neuvazujeme (nyni) jako proménnou, za kterou bychom dosazovali
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¢iselné hodnoty. Pozdé&ji budeme sice do polynomt z R[z] dosazovat za 2 prvky okruhu R, avSak pii sestaveni
okruhu polynomii se jedna pouze o symbol, ktery rozlisuje prvky posloupnosti koeficientii daného polynomu.

Priklad 12.7. Zduraznéme rozdil mezi polynomem a polynomickou funkei.

1) Napiiklad v okruhu (Zs[z], +, ) jsou p(x) = x a q(x) = 23 riizné polynomy, které vSak uréuji stejnou
funkci Z3 — Zg, nebot Zz = {0,1,2} a plati p(0) = 0 = ¢(0), p(1) =1 = ¢(1), p(2) =2 = ¢(2).
2) Naproti tomu napiiklad p(z) = x a r(x) = 22 jsou v okruhu (Zs3[z], +, ) rtizné polynomy, které uréuji

rizné funkce v okruhu (Zsz[z], +,-). Plati p(0) =0 = r(0), p(1) =1 =r(1), ale p(2) =2 # 1 = r(2).

Uvédomte si, Ze mnozina R[x] je vZdy nekone¢nd. Protoze ¢islo n (pozdéji zavedeme obvyklou termino-
logii, dle které n je stupein polynomu) neni pevné zvolené pfirozené ¢islo, tak i v pfipadé, Ze R je konec¢na
mnozina, obsahuje R[x] polynomy s libovolnou hodnotou ,stupné“ n € N.

Priklad 12.8. Uké4zeme nékolik jednoduchych piikladii mnozin polynomd.

1) Mnozina Z[z] je mnozinou polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, mnozina Q[z] je mnoZinou polynomi
s racionalnimi koeficienty, mnozina R[z]| je mnozinou polynomi s redlnymi koeficienty, mnozina C[z]
je mnozinou polynomu s komplexnimi koeficienty.

2) Mnozina Ms 2(Z)[z] je mnozinou polynomi, jejichz koeficienty jsou ¢tvercové matice fadu 2 s celoéi-
selnymi koeficient.

3) Mnozina S, [x] je mnozinou polynomt, jejichz koeficienty jsou permutace fadu n. Nebude vSak mit
smysl sestavovat okruh polynomii nad mnozinou S, nebot k dispozici médme jen jednu ptirozenou
operaci sklddani permutaci.

4) Mnozina D, [z] je mnoZinou polynomd, jejichz koeficienty jsou permutace fadu n. Opét nemd smysl
sestavovat okruh polynomt nad mnozinou D,,, nebot k dispozici mdme jedinou pfirozenou operaci
skladani zobrazeni.

Piiklad 12.9. Ukézeme nékolik prikladii, které mnozinou polynomt nejsou.

1) Nz] neni mnozinou polynomt, nebot N netvori okruh. Nemame opac¢né prvky.
2) L[z] neni mnozinou polynomf, nebot IL netvoii okruh a operace séitdni neni na mnoziné I uzaviena.
Pozdéji uvidime, ze by ani operace s¢itani polynomu nebyla uzaviend na mnoziné L[z].

Otazky:
e Kolik existuje riuznych funkci Zs — Z3?
e Kolik existuje rtuznych polynomi v okruhu (Zs[z], +,-)?
e Kolik existuje riznych polynomi stupné nejvyse tii v okruhu (Zs[z], +,-)?

Casta chyba p¥i chapani mnoZiny polynomii

V okruzich polynomt (Z,[z],+, ") pocitame s koeficienty modulo n, exponenty vsak zachovavame! Castou
chybou je redukce exponent modulo n. Naptiklad v okruhu polynomii (Z3[z], +, -) polynom p(x) = bzt —x+
+7 =22 + 22 + 1, ale q¢(z) = 2% # 22. Pozd&ji ukdZeme, Ze ma smysl pocitat s koneénymi mnozinami
polynom, avSak nikoliv pouhou redukci exponentit modulo n. Bude se jednat o faktorové okruhy polynomu.

Operace pfi poditani s polynomy

S polynomy miizeme provadét klasické operace s¢itani a nasobeni. Operace sou¢tu a soucinu polynomi budou
definovany ,prirozené“ tak, jak jsme zvykli s polynomy pocitat. Stale vSak musime mit na paméti, ze se
na polynomy divame jen jako na prvky néjakého okruhu, nikoliv jako na funkce, které ¢isltim pfifazuji funkéni
hodnoty. Nésledujici definice ukazuje, jak obé operace formalné popsat, i kdyZ s polynomy nepracujeme jako
s funkcemi.

Definice Operace v mnoziné polynomu
Méjme komutativni okruh (R, +,-) a dva polynomy a(z),b(x) € R[z], kde a(z) = anz™ + ap_12" 1 + -+ +
+ arx + ag, b(x) = bypa™ + bp_12™ Y 4+ - 4 brx + bg. Soucet polynomai je

s—1

a(z) + b(x) = (as + bs)x® + (as—1 + bs—1)x® " + -+ + (a1 + b1)x + ap + bo,

206



Petr Kovdr, 12. Idedly a faktorové okruhy 20. unora 2024

kde s = max{n, m}, pficemz a; = 0 pro vSechna pfirozend ¢isla i > n a b; = 0 pro vSechna pfirozend cisla
7 > m. Dale soucin polynomi je

-1
a(x) - b(r) = Crgpn®™ " + Cgn_12™T T 4 T+ o,

kde ¢ = arby + ap_1b1 + -+ + a1bgp_1 + agbr pro vSechna k =0,1,...,m + n.

Symbol ,+“ se v definici operaci v okruhu polynomt pouziva ve tfech vyznamech. Jednak oznacCuje prvni
operaci v okruhu (R, +,-), dile oddéluje jednotlivé ¢leny polynomu v definici mnoziny Rlz] = {a,z™ +
+ap_ 12" '+ -+ a1z +ap : n € Nyayg,as,...,a, € R} a koneéné ozna¢uje operaci séitani polynomii
a(z) + b(x). Dale symbol ,-“ se v definici pouZiva ve dvou vyznamech. Jednak oznacuje druhou operaci
v okruhu (R, +, ), kterou v popisu ¢ = agbg + ag—1b1 + - - - + a1bg—1 + apby, podle Gmluvy vynechdvame, a
déle oznacuje ndsobeni polynomt a(x) - b(z).

Vsimnéte si, ze takto definované scitani i nasobeni polynomu presné odpovida klasickym pocetnim
operacim, na které jsme zvykli pfi praci s polynomickymi funkcemi. Hlavnim rozdilem je, Ze koeficienty
nejsou nutné realnd c¢isla, ale pracujeme s prvky néjakého okruhu.

P¥iklad 12.10. Mgjme dva polynomy a(x) = 22°+ 12242, b(x) = 222+ 12+2 okruhu polynomi (Z3[x], +
=+, ). Vypocitame soucet a soucin obou polynomii.

Pro vypocet a(x) + b(z) seCteme koeficienty odpovidajicich mocnin. Nesmime zapomenout, Ze koeficienty
s¢itdme nad okruhem (Zs[z], +,-).

a(x) +b(z) = 203 + 122 +2) + 202 +1le +2) =22 + 022 + le + 1 =223 + 1w + 1

Pro vypocet a(z) - b(x) vypocitdme koeficienty u kazdé mocniny podle vztahu ¢, = arbo + ar—1b1 + -+ +
4+ a1bg_1 + agbg pro vSechna k =0,1,...,m + n. Dostaneme

cp=22=4=1 (mod3),c=2-1=2,¢0=1-2+2-2=6=0 (mod 3),

3=2-241-1=3=0 (mod3),c4=2-14+1-2=4=1 (mod3),c5=2-2=4=1 (mod 3).

Proto
a(z)-b(xr) = (22° + 122 +2) - (222 + 12+ 2) = 12° + 1o* +02® + 02% + 22 +1 = 12° + 1a* + 22 + 1.

v

Okruh polynomu
Nyni miizeme vyslovit néasledujici definici.

Definice Méjme komutativni okruh (R, +, ). Usporfadana trojice (R[z], +, ), kterou tvofi mnozina
R[z] = {ana™ 4+ ap_12" ' + - -+ a1z +ap : n € N,ay,as,...,a, € R}.

spolu s operacemi s¢itani a nasobeni polynomt, se nazyva okruhem polynomu nad R v proménné x nebo
strucéné okruhem polynomi nad R.

Nejprve ukézeme, Ze definice je korektni.

Lemma 12.7. Jestlize (R,+,) je komutativni okruh, pak (R[x],+,") je komutativni okruh.

Diikaz. Vime, Ze nosnd mnozina je neprazdné, nebot naptiklad nulovy polynom o(z) = 0 je v kazdém okruhu
polynomu. Déle je z definice operaci zfejmé, Ze jak scitani, tak nasobeni polynomu jsou operace uzaviené
na R[x], nebot vysledek souétu i souéinu polynomt jsou polynomy z R[z]. Déle nésobeni i sé¢itani polynomi
jsou komutativni i asociativni operace, protoze nasobeni i séitani v okruhu (R, +,-) jsou komutativni i
asociativni operace, coz se ovéfi dosazenim a tpravou (Cviceni [Z32).

Nulou okruhu polynom je polynom o(x) = 0. Opaénym prvkem k polynomu a(z) = a,2"+a, 12" 1+
+ -+ a1x +ag je polynom —a(z) = —ap, 2" + (—an_1)x" L4+ (—a1)z + (—ag) = —ap 2" — ap_13" "t —
-++—a1x — ag. Nyni vime, Ze (R[z],+) je komutativni grupa a ze (R[], -) je komutativni pologrupa.

Déle jednic¢kou okruhu polynomt je polynom j(z) = 1, kde 1 je jednickou okruhu (R, +, ). OvéFit distri-
butivitu operaci sou¢inu a souc¢tu polynomd je technicky néro¢né, vyuzijeme sumy. Méjme a(z),b(x), c(x) €
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R[z], kde a(z) = Yy aix’, b(z) = YL bjad a c(x) = Yop_o exa®. Oznacme | = max{m,n,p} a polozme
a;=0pron <i<[,bj=0prom < j <l c,=0prop<k<I[ Potom

i=0 \j=0 =0 \j=0
20 4 20 4 l l l l
= E a;bi_jz’ + E E a;ci—jz’ = a;x’ E bjx? + E a;x’ g cpat
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 §=0 =0 k=0
n m n p
= E a;x’ g bjx! + g a;x g crr® = a(z)b(x) + alz)c(z)
i=0 j=0 i=0 k=0

Druhy distributivni zdkon nemusime diky komutativité operaci ovéfovat. Celkem dostavame, ze (R[z], +, ")
je okruh, dokonce komutativni okruh. (Il

Priklad 12.11. Uvedme né&kolik jednoduchych piikladéi okruhu polynomui.

1) (R[z], +, ) je klasicky okruh vSech polynomt s redlnymi koeficienty.

2) (Z[z],+,-) je okruh vSech polynomt s celoéiselnymi koeficienty.

3) (Z,]x],+,-) je okruh vSech polynomt s koeficienty z mnoziny Z,. Specidlné (Zy[z],+,-) je okruh
binarnich polynomt.

Piiklad 12.12. Déle uvedme nékolik priklad, kdy okruh polynomut nedostaneme.

1) Trojice (N[z],+,-) neni okruhem polynomd, protoze trojice (N, +,-) neni okruhem; nemame opacéné
prvky vzhledem k operaci ,+.
2) Trojice (Ma32(Z)[z],+,-) neni okruhem polynomi, protoze operace -

“ neni komutativni.

V kazdém okruhu polynomt mizeme zavést nékteré pojmy, které zname z analyzy polynomickych funkci.

Definice Méjme komutativni okruh (R, 4+, -) a okruh polynomu (R[x], +, -). Mé&jme polynom p(x) = a,z"+
+an_ 12"+ -+ a1z + ag. Je-li a, # 0 (kde 0 je nula okruhu (R, +,)), tak stuper polynomu p(x) je n.
Polynom o(z) = 0 nazyvame nulovy polynom. Nulovy polynom nemd definovany stupeni. Déle a,a™ je
vedouci c¢len polynomu p(x) a a, je vedouct koeficient polynomu p(z). Polynomy tvaru p(z) = ag jsou
konstantni polynomy, které pro ag # 0 jsou stupné 0.

Nyni ukdZzeme, ze pokud je okruh (R, +,-) netrividlni, komutativni a nemé délitele nuly, tak tyto vlast-

nosti bude mit také pfislusny okruh polynomu (R[z], +, ).

Véta 12.8. Jestlize (D, +,-) je obor integrity, pak trojice (D[x],+,-) je obor integrity.

Diikaz. Protoze kazdy obor integrity (D, +,-) je komutativni okruh, tak podle Lemmatu 27 vime, Ze
(D[x],4+, ) je komutativni okruh. Tento okruh mé jednic¢ku: jednic¢kou je polynom j(z) = 1, kde 1 je
jednickou oboru integrity (D, +,-). Protoze o(z) = 0 # 1 = j(x), je mnoZina D[z] netrividlni.

Nyni staéi ukdzat, ze v okruhu nejsou (netrividlni) délitelé nuly. Mé&jme dva polynomy a(z) = a,z™ +
+an_ 12" a1 +ag, b(x) = bpx™ + by 1™ L+ -+ by + b € D[z], kde a,, # 0 a b, # 0. Potom
podle definice sou¢inu polynomt je vedouci koeficient sou¢inu a(z) - b(x) roven an,b,,, a protoze (D, +,-) je
oborem integrity, tak soucin a,b,, # 0. To znamend, Ze soucin a(z) - b(z) # o(z) a v okruhu (D]x], +,-)
nejsou délitelé nuly. O

Cviceni
12.3.1.  Ukazte, Ze je-li (R,+,-) téleso, tak (R[x],+,-) téleso byt nemusi.
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12.3.2.  Mé&jme komutativni okruh (R,+,-). Sestavime okruh polynomi (R[z],+,-). UkaZte, Ze operace
nasobent i sc¢itani polynomi definované na strané jsou komutativni i asociativni operace.

12.8.3.  Provedte operace s polynomy v okruhu (Zs[x],+, ).

(i) (23 — 222 + 62 + 3) + (ba? — 2z + 1)
(ii) (2 + 22 — 1)(z + 2)

12.8.4. Urcete zbytek po déleni (x5 + 22* — 22% + 2 + 2) : (2% + x + 2) v okruhu (Z3[z], +,-).
12.8.5.  Urcete zbytek po déleni (z* — 22% — 2% + 22 — 1) : (22 + 2 + 2) v okruhu (Z3[x], +, ).

12.8.6. Naleznéte viechny mozné zbytky po déleni polynomu f(x) v okruhu (Zslz],+,-) polynomem x? +
+x+ 2.

12.3.7.  Popiste mnoZinu viech polynomi f(x), které v okruhu (Zs|x],+,-) ddvaji po déleni polynomem
2%+ +2 2bytek x + 2.

12.3.8. Dokazte nebo vyvratte: Méjme téleso (R,+,-). Okruh (R[x],+,-) nikdy nent téleso.

12.4. Idealy v okruhu polynomu

Ukéazeme, jak konstruovat idealy v okruhu polynomt a pomoci nich budeme sestavovat konecna télesa
riznych rada.

Hlavni ideal

Specidlnim pfipadem idedlt jsou idedly, které vzniknou jako mnozina nisobku jednoho prvku.

Definice Méjme komutativni okruh (R, +,-) s jednickou a né&jaky prvek a € R. Ozna¢me (a) = {a-r:r €
R}. Trojice ((a),+,-) se nazyva hlavni idedl okruhu R.

Nejprve ukazeme, ze definice je korektni, tj. mnozina nasobkt prvku a spolu s restrikcemi operaci okruhu
(R, +,-) je idedlem v tomto okruhu.

Véta 12.9. Méjme komutationi okruh (R,4+,-) a néjaky prvek a € R. Potom ({a),+,-) je idedl okruhu
(R,+,-).
Diikaz. Jisté plati, Ze (a) je neprazdnd podmnozina v R, nebot podle definice 1 € R a a-1 € (a). Déle
staci ovéfit predpoklady Véty 2T (Test idedlu).

Méjme dva prvky x,y € (a). UkdZeme, Ze i jejich rozdil x — y patii do (a). Protoze x € (a), tak existuje
b € R takové, Zze x = a-b. Podobné, protoze y € (a), tak existuje ¢ € R takové, ze y = a - ¢. Nyni s vyuzitim
Véty I dostaneme x —y =a-b—a-c=a-(b—c). ProtoZe b — ¢ = d € R, tak podle definice hlavniho
idedlu je x —y = a - d € (a) a tvrzeni plati.

Zbyvé ukézat, ze pro kazdé b € R a kazdé i € (a) je také bi € (a). Z definice hlavniho ideédlu je i = ar
pro néjaké r € R. Potom z komutativity a asociativity je bi = b(ar) = a(rb) = ac, kde ¢ = rb, ¢ € R, coz
podle definice hlavniho idedlu znamena, ze bi € (a). O

Priklad 12.13. Uvedme nékolik jednoduchych piikladi hlavnich idealt.
1) Okruh (S, +, ) je hlavnim idedlem ((2),+,-) okruhu (Z, +, ).
2) Pro kazdé n € N je ({n),+,-) hlavnim idedlem okruhu (Z, +,-). Navic plati (n) = nZ.
3) Trivialni okruh ({0}, +,-) je hlavnim idedlem v kazdém okruhu, nebot (0) = {0}.
4) Kazdy okruh (R, +,-) s jednickou je svym (nevlastnim) hlavnim idedlem, nebot (R, +,-) = ((1),+,-).

Priklad 12.14. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii idealt, které nejsou hlavnim idealem.

1) M&jme okruh (7', +,-), kde T je takovd podmnozina polynomi 7' C Z[z] s celo¢iselnymi koeficienty,
které maji sudy absolutni ¢len. Tento okruh je idedlem v okruhu (Z[x],+,-) (CvicenilZZ ), avsak
neni hlavnim idedlem (Cviceni [ZZ2)

2) Mé&jme okruh (S, +, ). Zadny jeho ideal neni hlavnim idealem, nebot okruh (S, +, ) nem4 jednicku.

3) Mé&jme okruh (M, n,+,-) étvercovych matic fadu n. Zadny jeho piipadny ideal neni hlavnim idedlem,
nebot okruh (M, ;. +,-) neni komutativni.
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4) Trojice (N, +, ) neni hlavnim idedlem okruhu (Z, +, -), nebot trojice (N, +, ) neni idedlem, ani podo-
kruhem okruhu (Z, +, -), protoze netvoii okruh. Chybi nula i opa¢né prvky.

Na strané P2 jsme definovali idedl generovany mnoZinou prvka. Hlavni idedl muzeme analogicky
definovat jako prunik vSech idedali, které dany prvek obsahuji, neboli jako ideal generovany jednoprvkovou
mnozinou. Obé struktury: hlavni idedl ((a),+,-) i idedl generovany mnozinou ({{a}),+,) jsou totozné,
diikaz je ponechan jako Cviceni 227

Nyni je zfejmé, proc¢ je soucasti definice pozadavek, aby okruh obsahoval jednicku. Pokud bychom jed-
ni¢ku nepozadovali, tak hlavni ideal generovany prvkem by neodpovidal ideadlu generovanému jednoprvkovou
mnozinou. Napiiklad v okruhu sudych éisel (S, +,-) je podokruh generovany jednoprvkovou mnozinou {2}
pravé cely okruh (S, +,-). V Piikladu X1 jsme ukézali, Ze okruh (S, +, ) je dokonce idedlem okruhu (Z, +
+,). Hlavni ideél v8ak neni definovany, protoZe S neobsahuje jednicku. Pokud bychom existenci jednicky
v definici nepozadovali, tak vysledny ,hlavni idedl“ by neobsahoval napiiklad ¢islo 2, platilo by (2) = 4Z,
nikoliv celé (2) =S = 2Z.

Idealy v okruhu polynomi
Nyni ukédZeme idedly v okruhu polynomi, které maji specidlni tvar. Staci vzit vSechny (polynomidlni)
nasobky néjakého pevné zvoleného polynomu. Z Véty IZ0 ihned vyplyva nasledujici tvrzeni.
Dausledek 12.10. Méjme okruh polynomi (R[x],+, ) nad komutativnim okruhem (R,+,-) a méjme néjaky
polynom p(x) € Rlx]. Polozme
(@) = {p() - () : f(x) € Rla]}.
Potom trojice ((p(x)),+,-) je idedlem v okruhu polynomi (R[z],+,").
Diikaz. Protoze okruh polynomt je (R[z],+,-) komutativni, tak podle V&ty IZ® tvrzeni plati. O

D4 se ukézat, Ze dokonce vSechny idedly v okruhu polynomu jsou tvaru (p(z)).

Vyuziti hlavnich ideala

Uz vime, zZe rozkladem okruhu podle idealu ziskame faktorovy okruh. Nyni budeme rozkladat okruhy po-
lynomi podle hlavnich idealt a dostaneme tak faktorové okruhy. Nékteré z takto ziskanych faktorovych
okruhii budou navic télesem. UkéaZzeme, jak je mozno sestavit faktorovy okruh libovolného fadu n*, kde n,
k jsou prirozend cisla.

Priklad 12.15. Sestavime faktorovy okruh (Zs [T]/<T2 +1),+ -). Sestavime tabulky nasobeni a s¢itani.

Abychom sestavili faktorovy okruh, najdeme nejprve vSechny mozné zbytky r(x) po déleni polynomem
p(r) = 2% — 1.
0, 1, 2, =z, z+4+1, z+2, 2z 241, 2z+42

Ttidy rozkladu faktorového okruhu maji tvar r(x) + <x2 — 1>, budeme je stru¢né oznacovat

0, 1, 2, = =x+1, x=+2, 2z, 2z+1, 2z+2.

Sestavime-li tabulku séitédni tfid rozkladu. Dostaneme Tabulku IZZ1 Da&le sestavime-li tabulku nésobeni

tfid rozkladu. Dostaneme Tabulku 2231 v
+ 0 1 2 T z+1 z+2 2z 2z +1 20+ 2
0 0 1 2 T z+1 x+2 2r 2z +1 2z + 2
1 1 2 0 z+1 z+2 T2r+12x+2 2
2 2 0 1 z+2 T x+12x+2 2r 2z + 1
T T z+1 z+2 2z 2x +1 2z +2 0 1 2
z+1| z+1 z+2 T2x+12r+2 2z 1 2 0
r+2| r+2 T z+12r+2 22z 2x+1 2 0 1
2x 20 20+ 1 22 +2 0 1 2 T z+1 x+2
20+ 1|22 +1 22+ 2 2x 1 2 0 z+1 z+2 T
20+ 2| 22+ 2 2z 2r+1 2 0 1 z+2 T z+1
Tabulka 12.2.: Tabulka operace séitdini ve faktorovém okruhu (Zs [x}/<x2 +1)+ )
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10 1 2 T z+1 x+2 20 2r+1 22 +2
00 0 0 0 0 0 0 0 0
1|0 1 2 T x+1 z+2 2 20 +1 22+ 2
210 2 1 20 2r+2 2x+1 T rz+2 x+1
z|0 T 2z 2 x+22x+2 1 z+12zx+1
z+1|0 z+122+2 z+2 2z 12z +1 2 T
z+2|0 z+222+12x+2 1 T z+1 2z 2
22| 0 2x T 122+1 z+1 22x+2 z+2
20 +1|0224+1 z2+2 =x+1 2 2r 2z +2 T 1
20 4+2[02x+2 z+12x+1 T 2 xz+2 1 2

Tabulka 12.3.: Tabulka operace ndsobeni ve faktorovém okruhu (Zs [m]/<x2 +1),+ ).

Vytesime druhy ptiklad s velmi podobnym zadanim.

Priklad 12.16. Sestavime faktorovy okruh (Zs [1}/@2 —1)+ -). Sestavime tabulky nasobeni a s¢itani.

Opét najdeme nejprve viechny mozné zbytky r(z) po déleni polynomem p(z) = 22 — 1.
0, 1, 2, z, z+1, z+2, 2z, 2x+4+1, 2x+42

Tiidy rozkladu faktorového okruhu maji tvar r(z) + (2% — 1), oznacime je

0, 1, 2, z, z+1, z+2, 2z, 2zr+1, 2z+2.
Vsimnéte si, ze tiebaze jsou tfidy oznacCeny stejné jako v Prikladu [XTH1, jedna se o jiné tridy. V kazdé
t¥idé jsou obecné jiné polynomy. Zatimco tiida 1 okruhu (Zs[xz]/ (2% +1),+, -) obsahuje naptiklad poly-
nomy 1,22+ 2,222, ..., tak tiida 1 okruhu (Z3 [m]/<x2 _ 1>, +, ) sice obsahuje polynom 1, avSak neobsahuje
polynomy z2 + 2 ani 222.

Sestavime Cayleyho tabulku s¢itdni T2 v okruhu (Zs [x]/<x2 — 1>, +,+). Tabulka je stejnd jako Ta-
bulka ™A Avsak Cayleyho tabulka nidsobeni 231 bude mit jinou strukturu nez Tabulka 2231 Napriklad
vyraznym rozdilem je, Ze v okruhu (Z3 [m]/<x2 —1)+ -) existuji délitelé nuly. Napiiklad (x +2) - (x +1) =
=122 +32+2 = 22— 1= 0. Faktorovy okruh (Z3 [w]/<x2 — 1)+ -) proto neni télesem ani oborem integrity.

v
+ 1) 1 2 T z+1 xz+2 2¢ 20 +1 22+ 2
0 0 1 2 T z+1 x+2 2 2z +1 22+ 2
1 1 2 0 z+1 z+2 T 2x+1 2x +2 2z
2 2 0 1 xz+2 T z+12r+2 2r 2z + 1
T T z+1 x+2 2¢ 2z +1 2z + 2 0 1 2
z+1| z+1 z+2 T2r+12x+2 2 1 2 0
r+2| xz+2 Z rv+127+2 2r 2x + 1 2 0 1
2z 2z 2z +1 22+ 2 0 1 2 T x+1 x+2
20+ 1|22 +1 22 +2 2x 1 2 0 z+1 z+2 T
2x +2| 2z +2 2r 2z +1 2 0 1 z+2 T x+1
Tabulka 12.4.: Tabulka operace scitdini ve faktorovém okruhu (Zs [x}/<x2 — 1>, +,4)
10 1 2 T z+1 z+2 20 20 +1 2z + 2
00 1] 0 0 0 0 0 0 0
110 1 2 T x+1 x+2 2r 2z +1 2z 42
210 2 T 222r+222+1 T z+2 z+1
z|0 T 2z 1 z+122+1 2 x+22x+2
2+1|0 z+122+2 2+4+122x+2 02x+2 0 z+1
2+2|0 z+22x+12x+1 0 24+2 z+22x+1 0
26| 0 2z z 220 +2 z+2 T2r+1 z+1
20 +1|022+1 2+2 z+2 02r+12x+1 2+2 0
204+2[022+2 z+12x+2 x+1 0 z+1 02z +2

Tabulka 12.5.: Tabulka operace nasobeni ve faktorovém okruhu (Zs [m]/<x2 - 1>, +,4).
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Je zajimavé srovnat faktorové okruhy z P¥ikladii [ZI5] a [ZIG Faktorovy okruh (Zs[xz]/ (z? + 1), +, )
je oborem integrity, nebotf je netrividlni, komutativni a nem4 délitele nuly. Dokonce se podle Véty [T
jedné o téleso Fddu 9. Naproti tomu ve faktorovém okruhu (Zs[z]/ (2% —1),+, -) existuji délitelé nuly a
nejedna se ani o obor integrity.

Ireducibilni a reducibilni polynomy
Ve faktorovém okruhu budou délitelé nuly vzdy, pokud rozkldadame okruh polynomt podle polynomu p(z),
ktery je mozno rozlozit na dva nekonstantni polynomy r(z) = a(z) - b(x) V takovém pfipadé jsou stupné
polynomi a(x), b(z) mensi nez stupné polynomu p(z), proto oba polynomy najdeme jako reprezentanty tiid
a(z), b(z), a potom a(z) - b(x) = p(x) = 0.

Nyni je zfejmé, Ze budeme-li chtit sestavit obor integrity nebo dokonce konec¢né téleso pomoci faktoro-
vych okruhii okruhu polynomi, tak musime rozkladat podle polynomi, které neni mozné rozlozit.

Definice Méjme okruh polynomu (R[z], +,-) nad komutativnim okruhem (R, +,-). Mé&me nenulovy po-
lynom p(x) € R[z], ktery neni jednotkou v R[x]. Rekneme, Ze p(z) je polynom ireducibilni v R|[x], jestlize
jej neni mozno napsat jako sou¢in dvou polynomi, které nejsou jednotkou v R[z]. Naopak, polynom p(z)
je reducibilnd v Rx], jestlize existuji takové polynomy a(x),b(x) € R[z], kde a(z) ani b(x) nejsou jednotkou
v R[x], ze plati p(x) = a(x) - b(x).

Priklad 12.17. Uvedme nékolik pfikladii reducibilnich i ireducibilnich polynoms.

1) Polynom 2% + 1 je ireducibilni v R[z], a proto nen{ ireducibilni ani v Q[z] ani v Z[z]. Naproti tomu
2?2 + 1 je reducibilni v C[xz], nebot 2? + 1 = (x —i)(z + i).

2) Polynom 22 + 1 je reducibilni také v Zs[x], nebot 22 +1 =22 -1 = (x — 1)(z+ 1) = (z + 1)(x + 1).
Nenf reducibilni v Z3[z] ani v Zs[z], je vSak reducibilni v Zs[z], nebot (z + 2)(z + 3) = 2% + 0z + 1.

3) Polynom 22 — 9 = (x — 3)(z + 3) je reducibilni v C[z], v R[z], v Q[z] i v Z[z] a je reducibilnim
polynomem také v Zjo[z]. Kdybychom neméli timluvu (Pozndmka BZ31 na strané E), ze t¥idy Z
mtizeme znacit libovolnym reprezentantem, tak by polynom z? — 9 nebyl polynomem v Zs|x], nebot
9 ¢ Zs. Na zdkladé tmluvy vsak miizeme v Zy[x] psat 22 —9 =22 — 1 = (z — 1)(z + 1).

4) Polynom z* — 1 je reducibilni v C[z], v R[z] i v Q[z], nebot 2% — 1 = (2 + 1) (z — }). Polynom 2% — 1
vSak neni polynomem v Z[z] ani v Z,[z] a proto nema smysl uvazovat, zda je reducibilni.

5) Polynom z? + 1 je reducibilni v C[z], nebof z? + 1 = (z + %) (z — %), a je ireducibilni v R[z] i v Q[z].

6) Polynom 422 — 2 = (22 + 1/2)(2x — v/2) je reducibilni v R[z] i v C[z] a neni reducibilni v Q[z]. AvSak
v Z[x] polynom reducibilni je, nebot 4z* — 2 = 2(222? — 1), pii¢emz v Z[x] polynom 2 nens jednotkou,
protoze na rozdil od okruhtt Q[z], R[z] a C[z] nem4 inverzi.

7) Polynom p(z) = 10 neni reducibilni ani ireducibilni v R[z], nebot 10 je jednotkou v R[x] a definice
se na néj nevztahuje. AvSak v Z[v] polynom p(x) = 10 reducibilni je, nebot 10 = 2 -5 a ani jeden
z polynomit a(x) = 2, b(x) = 5 neni jednotkou v Z[z], nebot nemaji inverzi.

8) Polynom z* + 1 = (22 +v/2x +1)(2? — /22 + 1) je reducibilni v R[z] i v C[z] a je ireducibilni v Q[z]a
v Z[z]. Naopak, v protoze 24 +1 = (z+1)(z+1)(z+1)(2+ 1) polynom reducibilni je, nebof 424 —2 =
= 2(222 — 1), pticem? v Z[x] polynom 2 neni jednotkou, protoze na rozdil od okruhii Q[z], R[x] a C[z]
nema inverzi.

Kone¢n4 télesa muzeme sestavit jako faktorové okruhy podle hlavnich idedld p(x) pouze pokud p(x)
je ireducibilni polynom (nelze je rozlozit na souéin). Pokud je p(z) reducibilni, tak ve faktorovém okruhu
urcité budou existovat délitelé nuly a takovy faktorovy okruh nebude oborem integrity, ani télesem.

Rozpoznani reducibilnich a ireducibilnich polynomii

V konecném faktorovém okruhu lze ireducibilitu polynomu ovérit hrubou silou. Pozor, nemusi stacit hledani
linedrnich faktorti dosazovanim hodnot okruhu R, nebot reducibilni polynom nemusi mit linedrni faktory.
Napiiklad v okruhu (R[z], +,-) polynom z* + 4 nem4 %4dné koteny (ani linearni faktory) a pfitom plati

ot +4 = (2% + 22 4 2)(2® — 22 + 2).

Na druhou stranu je mozno dokazat, pokud po dosazeni prvku ¢ z oboru integrity (R,+,) za = do poly-
nomu p(z) dostaneme nulu (nulovy prvek), tak existuje takovy polynom ¢(z) € R[z], ze p(x) = (z — ¢)q(x).

Je mozno ukazat, ze vSechna konecna télesa se daji zkonstruovat jako faktorové okruhy okruhu polynomu
podle vhodngch hlavnich ideali. Dtikaz tohoto tvrzeni je vSak nad rdmec kurzu.

Cviceni
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12.4.1.  Ukazte, Ze okruh polynomai se sudym absolutnim clenem z Prikladu TZ-IZ] je idealem okruhu poly-
nomi s celociselnymi koeficienty (Z[z], +, ).

12.4.2. Ukazte, Ze okruh polynomu se sudym absolutnim clenem z Prikladu TZ-1Z] neni hlavnim idedlem
okruhu (Z[x], +,-).

12.4.3.  Ukaste, %e (2 + x4 2) je idedl okruhu (Zs[z], +,-).
12.4.4. Ukazte, Ze (x* + x + 2) je idedl v okruhu (Zs[z],+,-) bez vyuZiti Disledku T2
12.4.5.  Dokazte Disledek TZTIN bez pouziti Vety A
12.4.6.  Ukazte, Ze (x® — 1) je idedl okruhu (Zs[z], +,").
12.4.7.  Ukaste, Ze (x* + 1) je idedl okruhu (Zs[z], +,-).
12.4.8.  Ukaste, Ze (x* + 1) je idedl okruhu (Zs[x], +,-).
12.4.9.  Ukazte, Ze (x* + x + 1) je idedl okruhu (Zs[z], +, ).
12.4.10.  Popiste faktorovy okruh (Zs [J:]/< +a+2)+ -). Sestavte tabulky operaci v tomto okruhu.
12.4.11.  Ukazte, Ze faktorovy okruh (Zs|x /<x +r4+ 2>7 ,+) ze Cviceni [ZZ1I0] je obor integrity.
12.4.12.  Ukazte, Ze faktorovy okruh (Zs|x /<x +r4+ 2>7 ,+) ze Cuiceni [ZZ-10)] je téleso.
12.4.18.  Owéite, zda faktorovy okruh (Zs3 [:U]/<2x2 + 1> +,-) je téleso.
)

12.4.14. Ukazte, zZe faktorovy okruh (Zs [x]/<x2 + 1> nent obor integrity ani téleso.

12.4.15. Co by se zménilo, pokud bychom v tabulce ndsobeni faktorového okruhu (Zs [m]/<x2 +1)+:°)
z Prikladu TZZ1Z] nulu v fadku x 4+ 1 a ve sloupci x + 1 nahradili jednickou? Jednalo by se o obor integrity?

12.4.16. Urcete, zda faktorovy okruh (Zs [m]/(xQ L4 1>, +,+) je téleso.
12.4.17.  Urcete, zda faktorovy okruh (Zs [m]/<x2 +2),+ -) je téleso.
12.4.18. Sestavte téleso Tadu 8.

12.5. Doplnkova témata

Maximalni idealy a prvoidealy
Vime, ze faktorovy kruh muze byt oborem integrity, ale nemusi. Podobné faktorovy okruh muze byt télesem,

ale nemusi. Zda faktorovy okruh je oborem integrity nebo télesem zavisi na vlastnostech prislusného ideélu.
Nejprve zavedeme dva typy ideald.

Definice Méjme okruh (R, +,-) s idedlem (I, +, ). Jestlize pro kazdé a-b € I plati a € I nebo b € I, tak se
idedl nazyva prvoidedl okruhu (R, +,-). Idedl se nazyva mazimdini idedl okruhu (R, +,-), jestlize v okruhu
neexistuje ideal J s vlastnosti I C J C R.

Priklad 12.18. Uvedme nékolik jednoduchych piikladt prvoidedltt a maximélnich idealt.

1) V okruhu celych ¢isel (Z,+,-) je podokruh (kZ,+,-) prvoidedlem a soucasné maximalnim idedlem,
jestlize k je prvocislo. Pokud k neni prvodislo, tak podokruh (kZ,+,-) neni ani prvoidedlem, ani
maximalnim idedlem.

2) V okruhu polynomt s celo¢iselnymi koeficienty (Z[x], +, -) je podokruh ((z), 4+, ) prvoidealem, ale neni
maximalnim idedlem (Cviceni [ZAT a [Z5A).

3) V okruhu polynomt s celoéiselnymi koeficienty (Z[z],+,-) je podokruh vSech polynomi se sudym
absolutnim ¢lenem prvoidealem.

Véta 12.11. Méjme komutativni okruh (R, 4+, -) s jednickou. KazZdy mazimdlni idedl (I,+,-) v okruhu (R, +
+,-) je soucasné prvoidedlem okruhu (R,+,-).
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Diikaz. Méjme maximélni ideél (I, +, ) v komutativnim okruhu (R, +,-) s jedni¢kou. Déle mé&jme a,b € R
takové, Ze a - b € I. Predpokladejme, Ze a ¢ I a budeme chtit ukézat, ze b € I.

Oznacime J = {x € R:a-xz € I}. Podle Cvi¢eni IZZA je (J,+,-) idedlem v (R, +, ), kde navic b € J
a I C J (pro¢?). Protoze (I,+,-) je maximalni idedl, tak J = I nebo J = R. Pokud by nastal druhy pfipad
J =R, tak 1 € J a z definice idealu by pro kazdé a € R platilo a-1 = a € I, coz dava spor s predpokladem,
Ze a ¢ I. Proto J = I a proto b € J soufasné znamend b € I, coz je dokazované tvrzeni. (Il

Nasledujici tvrzeni ukazuje vyznam prvoidealu. Faktorovy okruh podle prvoidealu neobsahuje délitele
nuly, a dokonce naopak kazdy faktorovy okruh bez déliteld nuly vznikne rozkladem podle prvoideélu.

Véta 12.12. Méjme okruh (R,+,-) a jeho idedl (I,+,-). Potom faktorovy okruh (R/[,+, -) neobsahuje
délitele nuly pravé tehdy, kdyz (I,+,-) je prvoidedl okruhu (R, +, ).

Diikaz. Tvrzeni méa tvar ekvivalence, dokdzeme obé implikace.

»= Meéjme libovolny sou¢in a - b € I, kde (I,+,-) je ideal okruhu (R, +,). Potom plati (a-b) +1 = I,
aproto (a+1)-(b+1I)=(a-b)+ 1 =1 Jestlize faktorovy okruh (R/[,+,-) neobsahuje délitele nuly, tak
z rovnosti (a+1I)-(b+1I) =1 plyne a+ I = I nebo b+ I = I. To soucasné znamend, ze a € I nebobe [ a
tedy I je prvoideal.

»<=“ Mgéjme prvoideél (I,+,-) okruhu (R, +,-). Mé&me libovolny souéin takovy, ze (a+1)-(b+1I)=1. To
znamend, ze (a-b)+ 1 =1, atedy a-b € I. Protoze (I,+,") je prvoideédl okruhu (R,+,-), tak z rovnosti
(a-b)+ I = I dostavame a € I nebo b € I. To soucasné znamend, ze a + 1 = I nebo b+ 1 = I a tedy
faktorovy okruh (R/[,+,) neobsahuje délitele nuly. O

Priklad 12.19. Uvedme piiklad faktorového okruhu prvoidealu i faktorového okruhu idedlu, ktery neni
prvoidealem.

1) V okruhu celych ¢isel (Z, +, ) je podokruh (5Z, +, -) prvoidedlem. Faktorovy okruh (Z/5Z, +,-) neob-
sahuje délitele nuly. V Dalsi kapitole dokonce ukazeme, Ze tento okruh je izomorfni s okruhem (Zs, +, -).

2) V okruhu celych ¢isel (Z,+,-) podokruh (6Z,+,-) neni prvoidedlem, protoze napiiklad 2 -3 = 0.
Faktorovy okruh /Z/57,+,-) ~ (Zg, +,-) obsahuje délitele nuly, plati 2-3 = 0.

Prvoideal komutativniho okruhu s jednickou tak umozni sestavit obor integrity.

Dausledek 12.13. Méjme komutativni okruh (R,+,-) s jednickou. Méjme idedl (I,+,-) okruhu (R,+
+,+), kde I # R. Potom faktorovy okruh (R/[, +,) je oborem integrity prdvé tehdy, kdyz I je prvoidedl
okruhu (R, +, ).

Ditkaz. Tvrzeni ma tvar ekvivalence, dokazeme obé implikace.

»=“ 'V oboru integrity neexistuji délitelé nuly, proto implikace plyne ihned z Véty 2121

»<=“ Protoze (I,+,-) je idedl komutativniho okruhu (R, +,-), tak podle Véty IZA je (R/],+, -) komu-
tativni faktorovy okruh, ktery je netrividlni, nebof I # R. Podle Véty IZTZ1 vime, Ze ve faktorovém
okruhu (R/, +,) nejsou délitelé nuly, a proto je (R/7,+,-) oborem integrity. O

Maximalni ideéal je dokonce nastrojem pro sestaveni téles jako faktorovych okruhi komutativniho okruhu
s jednickou.

Véta 12.14. Méjme komutativni okruh (R, +, ) s jednickou. Méjme idedl (I,+,-) okruhu (R, +,-). Potom
faktorovy okruh (R/[, +,+) je téleso pravé tehdy, kdyz (I,+,-) je maximdini idedl okruhu (R, +, ).

Dikaz. Tvrzeni mé tvar ekvivalence, dokaZzeme obé implikace.
»2=“ Méjme faktorovy okruh (R/ I,+,-), ktery je télesem. Jisté I # R, jinak by faktorovy okruh byl
trividlni. Mé&jme takovy ideal (J,+,-) okruhu (R, +, ), Ze plati I C J C R. Potom existuje takovy prvek j €
J, ze j ¢ I. A protoze prvek j + I je pak nenulovym prvkem télesa (R/ I,+,-), existuje jeho inverze ¢ + J,
pro kterou plati

G+I)-(c+I)=jc+I=1+1,

kde 1 + I je jednickou télesa (R/[, +,-). Porovnanim komplexii je 4+ I a 1+ I dostaneme 1 — jc € I, proto
1= (1-jc)+jc € J. Je snadné si uvédomit (Cviceni IZHA) ze pokud 1 € J, tak plati J = R, a tedy
idedl (I,4+,-) je maximalni idedl okruhu (R, +, -).

o= Jestlize (I,+,-) je maximalni ideédl okruhu (R, +, ), tak z Véty ZI1 a Disledku IZTA je faktorovy
okruh (R/[,+, -) oborem integrity. Méjme takovy prvek b € R, Ze b ¢ I. Staéi ukdzat, ze prvek b+ I
faktorového okruhu (R/],+,-) ma inverzi.
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Oznaéme J = {b-r+a:r € R,a € I}. Trojice (J,+,-) je podle Cvi¢eni [ZH11 idedlem v okruhu (R, +
+,-). Z definice mnoziny J ihned vidime, ze I C J, avSak protoZze b € J, ale b ¢ I, tak I C J. A protoze
(I,+,-) je maximalni ideél okruhu (R, +,-), tak J = R a prvek 1 € J.

Nyni pro libovolny prvek b € I najdeme inverzi k prvku b + I faktorového okruhu (R/ I,+,). Protoze
kazdy prvek v mnoziné R, R = J, miizeme napsat jako (b-r) + a/, zejména 1 = (b-r) + d’, kde @’ € I.
Potom 1+7I=(b-r)+ad’ +I1=b-r+1=(b+1)-(r+1)aprvky b+ 1, r+ I jsou navzdjem inverzni. Proto
pro libovolné nenulové b € I je (b+I)~* = (r + I) a faktorovy okruh (R/J,+,) je télesem. O

Cviceni
12.5.1. Mé&jme okruh polynomi s celociselnymi koeficienty (Z[x], +,-). UkaZte, Ze podokruh ({x),+,") je
prvoidedlem v tomto okruhu.

12.5.2.  Ukazte, zZe podokruh ({x) ,+,-) neni mazimalnim idedlem okruhu polynomi s celociselnymi koefici-
enty (Z[a], +-).

12.5.3. Najdéte priklad okruhu s pravé dvéma ruznymi maximdlnimi idedly.
12.5.4. Méjme idedl (I,+,-) okruhu (R,+,-). UkaZte, Ze pokud 1 € R, tak I = R.

12.5.5. Mé&jme idedl (I,4+,-) komutativniho okruhu (R,4+,-) s jednickou. Oznaéme J ={b-r+a:r €
R,a € I}. Ukazte, Ze trojice (J,+,-) je idedlem v okruhu (R,+,).

Okruh hlavnich ideala

Podle definice je hlavni idedl okruhu (R, +,-) tvaru ({a}) = {a-r : r € R} pro n&jaky prvek a € R. Ne
v kazdém okruhu musi byt kazdy ideal hlavni. AvSak v nékterych okruzich je kazdy ideél hlavni.

Definice Obor integrity (R, +,-) se nazyva okruh hlavnich idedli, jestlize kazdy jeho idedl je tvaru ({a}) =
={a-r:r € R} pro néjaky prvek a € R.

Priklad 12.20. Uvedme nékolik jednoduchych piikladit okruht hlavnich ideéli.

1) Okruh polynomi s racionalnimi koeficienty (Z[x], +,-) je okruhem hlavnich ideéli.
2) Okruh polynomd s koeficienty z télesa Z,, kde p je prvocislo, je (Z,[z], +, -) je okruhem hlavnich idealu.

Nésledujici véta fikd, Zze pokud pracujeme s okruhem polynomdu, jejichZz koeficienty jsou z néjakého
télesa, tak vzdy se jednad o okruh hlavnich ideélu.

Véta 12.15. Méjme téleso (F,+,-). Potom okruh (Fx],+,-) je okruhem hlavnich idedli

Dikaz. Protoze (F,+,-) je téleso, tak (Flz],+,-) je podle Véty IZX1 oborem integrity. Méjme néjaky
idedl (I, +,-) oboru integrity (F[z],+,-). Rozlisime dva p¥ipady. Pokud I = {0}, tak trividlné plati I = (0).
A pokud I # {0}, tak obsahuje n&jaky prvek nenulovy polynom a mezi v§emi takovymi polynomy vybereme
néjaky polynom g¢(z) nejmensiho stupné. Ukédzeme, ze I = (g(x)). Jisté plati, Ze (g(z)) C I, protoze
g(z) € I. Abychom ukézali opa¢nou inkluzi, vezmeme libovolny polynom f(z) € I a ukdzeme, Ze také patii
do (g(x)). Uzitim Euklidova algoritmu (Véta @A) muzeme psat f(x) = q(z)g(x) +7r(z), kde ¢(x) a r(x) jsou
polynomy a navic r(x) = 0 nebo deg(r(x)) < deg(g(z)). Ukdzeme, ze druhd moznost deg(r(z)) < deg(g(x))
nemtize nastat. Protoze (I, +,-) je idedlem okruhu polynomi (F[z],+,-), tak ¢(z)g(z) € I, a z uzavienosti
operace je také r(z) = f(x) — g(x)g(z) € I. Protoze v I neexistuji polynomy mensiho stupné nez g(x), musi
byt r(x) = 0, jinak by deg(r(z)) < deg(g(x)). Odtud dostavame, ze f(x) = g(x)g(x), coz znamend, ze f(x)
patii do idealu I. Ukézali jsme, ze I C (g(z)), a tedy I = (g(z)) a tedy kazdy idedl (I, +, ) okruh (F[x],+,")
je hlavni. Okruh (F[x],+,-) je okruhem hlavnich idedld. O
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Kapitola 13. Homomorfismy okruh

Homomorfismus okruhti je pojem analogicky pojmu homomorfismu grup, kterému jsme se vénovali v Kapi-
tole B jedna se o takové zobrazeni, které ,zachova“ obé operace, tj. obraz souc¢tu je souctem obrazti a navic
obraz soucinu je souc¢inen obrazu.

13.1. Homomorfismus okruhu

Existence homomorfismu dvou okruhiu fika, Ze jeden okruh je jako struktura se dvéma operacemi soucasti
jiného okruhu. Nemusi se jednat pfimo o podokruh, ale v druhém okruhu najdeme podokruh s podobnou
strukturou. Podobnost chapeme jako ,pohled z dalky“, kdy prehlédneme nékteré detaily.

Definice Méjme okruhy (U, +1,-1) a (V, 42, 2). Homomorfismem okruhu (U, +1,-1) do okruhu (V, 42, -2)
rozumime takové zobrazeni f : U — V, které zachova obé okruhové operace, tj. ze pro kazdé x,y € U plati
(1) flz+1y) = f(z) +2f(y),
(i) f(z-1y)=f(x)2 f(y)
Rikame, 7e (U, +1,1) je prund okruh a (V, 4z, 2) je druhy okruh homomorfismu f. JestliZe je jasné, ktery
okruh je prvni a ktery druhy, tak fikdme, f je homomorfismus okruhii (U, +1,-1) a (V, 42, -2).

Obrazek 13.1.: Homomorfismus f okruhu (U,+1,1) do okruhu (V, 4=, 2) zachovdvd obé operace.

Priklad 13.1. Uvedme nékolik jednoduchych piiklad@t homomorfismii okruhi.

1) Zobrazeni f : Z — Q, kde pro kazdé n € Z plati f(n) = n, je homomorfismus okruht (Z,+,-) a
(@7 -+, )

2) Zobrazeni [ : Z — Z,, ve kterém pro kazdé a € Z polozime f(a) = @, (nebo s vyuzitim tmluvy
na strané Bll, ze tiidy Z, muZzeme znacit libovolnym reprezentantem miizeme psat f(a) = r, kde r je
zbytek po déleni ¢isla a ¢islem n), je homomorfismus okruhi (Z,+, ) a (Z,,+, ). Tomuto homomor-
fismu se tikéa prirozeny homomorfismus Z do Z,,.

3) Zobrazeni f : C — C, kde pro kazdé z € C polozime f(z) = z, kde Z je ¢islo komplexné sdruZené, je
homomorfismus okruhu (C, +, ) do sebe.

4) Zobrazeni f : R[z] — R dané pfedpisem f(p(z)) = p(1) (polynomu pfifadime jeho funkéni hodnotu
v bodé 1) je homomorfismus okruhdt (R[z],+,-) a (R, +,-) (Cviceni ZTA).

5) Mégjme libovolny okruh (U, +,-) a libovolny okruh (V,+,) s nulou Oy. Zobrazeni f : U — V dané
predpisem f(z) = Oy je nulovy homomorfismus.

6) Zobrazeni [ : Zg — Z¢ definované prepisem

je homomorfismem okruht (Zg, +,-) a (Zg, +,-). Ovéteni je ponechino jako Cviceni 313

Priklad 13.2. Uvedme nékolik jednoduchych piikladii, kdy zobrazeni neni homomorfismem okruhii.

1) Zobrazeni f : Z — 7Z dané predpisem f(n) = —n pro kazdé n € Z neni okruhovym homomorfismem,
protoze nezachovava operaci ,,-“. Napfiklad f(—1)- f(—1) =1, avSak f((—1)-(-1)) = f(1) = —1.
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2) Mg&jme zobrazeni f : Z — Ny, kde pro kazdé n € Z plati f(n) = |n|. Zobrazeni f neni homomorfismus
okruhi, nebot nezachovava operaci ,,+“. Napiiklad f(1)+f(—1) = 1+1 = 2, avSak f(1—1) = f(0) = 0.

3) Zobrazeni f : Z, — Z, ve kterém pro kazdou tf¥idu @ € Z, poloZime f(a@) = a neni homomorfismus
okruht (Z,,+,) a (Z,+,+). Zobrazeni nezachoviva operace, napiiklad n — 1 +n —1 = n — 2, avSak
m—1)+(n—-1)=2n—-2%#n-—2. Podobné¢ 2-n—1=n—2 aviak 2- (n —1) =2n — 2 #n — 2.

4) Méjme prirozené éislo k, k # 1. Zobrazeni f : Z — @, kde pro kazdé n € Z plati f(n) = kn neni
homomorfismem okruh, nebot f(a) - f(b) = k%ab, aviak f(a-b) = kab.

5) Zobrazeni f : Mso(Z) — Z dané predpisem f(A) = det(A), kde A € M 2(Z), neni homomorfismus
okruhiti, nebof det(A) + det(—A) = 2det(A), avsak det(A — A) = 0, coz pro reguldrni matici A neni
2det(A).

Otéazka: Je zobrazeni f : M5 3(Z) — Z dané predpisem f(A) = det(A), kde A € M3 3(Z), homomorfismus
okruhu?

Poznadmka 13.1. Vsimnéte si, ze podle definice homomorfismu okruhu (U, 4+, 1) do okruhu (V, 42, 2)
plati rovnost (8), coZ znamend, Ze homomorfismus okruhi f je soucasné homomorfismem grupy (U, +;)
do grupy (V,+2).

Otéazka: Méjme homomorfismus okruhu (U, +1,+1) do okruhu (V,+2,-2). Podle definice plati také rov-

nost (). Znamena to, Ze homomorfismus okruht f je soucasné homomorfismem grupy (U, 1) do grupy (V -2).

Vlastnosti homomorfismi okruhu

V Kapitole B1 jsme pfi zkouméni homomorfismu grup ukézali, Ze obrazem neutralniho prvku grupy je vzdy
neutralni prvek a obrazem inverzniho prvku grupy je inverze obrazu. Analogickd tvrzeni plati i pro homo-
morfismy okruha.

Véta 13.1. Vlastnosti okruhovych homomorfismi
Méjme okruh (U, +1,-1) s nulou Oy a okruh (V, 4=, +2) s nulou Oy . Jestlize zobrazeni f : U — V je homo-
morfismus okruhi, pak

(i) f(Ou) = Ov,
(i) pro kazdé x € U plati f(—x) = —f(z).
Jestlize (U, +1,1) a (V,4+2,2) jsou navic télesa, 1y je jednicka v (U,+1,-1), 1y je jednicka v (V,4+2,2) a
1y je obrazem nékterého prvku z U, pak
(iti) f(lu) = 1v,
(iv) pro kazdé x € U, x # Oy plati f(x=1) = (f(z))~ .

Diikaz. Ukéazeme platnost jednotlivych tvrzeni s vyuzitim znamych vlastnosti homomorfismu grup.

(i) Podle Pozndmky I3 vime, Ze homomorfismu okruhu (U, +;, 1) do okruhu (V, 42, 2) je soucasné
homomorfismem grupy (U, +1 ) do grupy (V, += ). Podle Véty B0 plati, Ze neutralni prvek prvni grupy
se zobrazi na neutralni prvek druhé grupy, tj. plati f(0y) = Oy,

(ii) Podobné jako v dikazu pfedchozi ¢asti vyuzijeme, Ze f je soucasné homomorfismem grupy (U, +1)
do grupy (V,+2). Podle Véty B2 plati, ze inverze prvku v prvni grupé se zobrazi na inverzi obrazu
v druhé grupé, tj. plati f(—z) = —f(x).

(iii) Jestlize (U,+1,1) a (V,4=2,2) jsou télesa a 1y je obrazem nékterého prvku z U, pak z rovnosti (O)
plyne, Ze homomorfismus okruhii f je souc¢asné homomorfismem grup (U \ {0y },-1) a (V \ {0y}, 2),
pfifemz mnozina V \ {0y} neni prazdna a obsahuje neutralni prvek 1y. Potom podle Véty B se
neutrdlni prvek 1y grupy (U \ {Op},-1) zobrazi na neutrdlni prvek 1y grupy (V \ {Ov},-2), tj. plati
f(1y) = 1.

(iv) Podobné jako v dikazu pfedchozi ¢asti vyuzijeme, Ze f je soucasné homomorfismem grupy (U\{0y}, 1)
na grupu (V' \ {Ov},2). Podle Véty B2 plati, ze inverze prvku z v prvni grupé se zobrazi na inverzi
obrazu v druhé grupé, tj. plati f(z=1) = (f(x)) L.

Ukézali jsme vSechna tvrzeni a dikaz je ukoncen. (I

Otézka: Proc¢ ve Vété XM pozadujeme u bodu (M) a (H) existenci obrazu jednicky 1y7
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P¥iklad 13.3. Mgjme okruh (Z,+,-). Definujeme zobrazeni f : Z — Z ptedpisem f(z) = 2% pro kazdé
z € Z. Ukazeme, ze se nejednd o homomorfismus.

Staci si vSimnout, Ze je poruSena vlastnost () Véty 3T Plati f(—1) = (-1)? = 1 a nikoliv f(-1) =
= —1. To soucasné znamena, ze zobrazeni nezachova nékterou operaci, pripadné obé operace. Naptiklad
f(243) = f(5) =25, avsak f(2)+(3) =4+9=13. v

Priklad 13.4. Méjme zobrazeni f okruhu (Z,+,-) do okruhu (S, +,-) definované piedpisem f(z) = 2z
pro kazdé z € Z. Ukazeme, Ze se nejedna o homomorfismus.
Zobrazeni f nezachovd operaci ndsobeni. Napiiklad f(2-3) = f(6) = 12, av8ak f(2)-(3)=4-6=24.

Priklad 13.5. Mé&jme zobrazeni f okruhu (Zg4, +, -) do okruhu (Zg, +, ) definované predpisem f(Z4) = 3z
pro kazdé T4 € Z4. Ukdzeme, ze f je homomorfismus.

Mg&jme a,b € Z4. Nejprve si uvédomme, Ze nestadi vychézet z rovnosti f(a + b) = 3(a + b) = 3a + 3b, nebot
sCitani v prvnim okruhu se déje modulo 4, zatimco s¢itani v druhém okruhu se déje modulo 6.

Pfimo ovérime zachovani obou operaci. S vyuzitim Véty A oznacme a+b = 4¢g; + 11, kde 0 < rp < 4.
Potom plati f(a+b) = f(r1) =3r1 =3(a+b—4¢1) = 3a+3b—12¢; = 3a+3b = f(a) + f(b) a zobrazeni f
zachovava séitani.

Podobné ozna¢me a-b = 4¢s + r2, kde 0 < ry < 4. Potom plati f(a+b) = f(r2) =3ra =3(a-b—4q) =
=3a-b— 1292 = 3a-b. A protoze v Zg plati 3-3 = 9 = 3, tak s vyuzitim komutativity mizeme psat
3a-b=3-3a-b=(3-3a)-(3-b) = f(a)- f(b) a zobrazeni f zachovdvd i nadsobeni. Zobrazeni f je
homomorfismus okruhu (Z4, +, -) do okruhu (Zg, +, -). v

Piiklad 13.6. UkéZeme, Ze zobrazeni f okruhu (Zg4, +, -) do okruhu (Zg, +, -) dané predpisem f(T4) = 224

pro kazdé x4 € Z4 neni homomorfismus.

Ukézeme, ze takto definované zobrazeni nezachovavi operaci ,-“. Pokud napiiklad ¢ = 3, b = 2, tak

f(B3+2) = f(1) =2-1=2v okruhu (Zg, +,-). AvSak f(3)+ f(2) =2-3+2-2=0+4 =4 v okruhu (Zg, +, -).
Obecné méjme a,b € Z4. S vyuzitim Véty A ozname a + b = 4q; + r1, kde 0 < r; < 4. Potom plati

fla+b)=f(r1) =2r1 =2(a+b—4q1) = 2a + 2b — 8¢y = 2a + 2b — 2¢; v okruhu (Zg, +, -). Obecné nemusi

platit f(a) + f(b) = 2a +2b = 2a + 2b — 2¢;. v

Obraz okruhu je podokruh
V Kapitole B jsme ukazali, ze mnozina obrazi homomorfismu grup tvofi spolu s restrikci operace podgrupu
druhé grupy. Analogické tvrzeni plati i pro homomorfismus okruhi.

Véta 13.2. Méjme homomorfismus [ : U — V okruhd (U,+1,1) a (V,4+2,2). Pak (f(U),+s,3) je
podokruh okruhu (V,+2,-2), kde 43 je restrikce operace ,4o“ na mnozinu f(U) a ,3% je restrikce o
na mnozinu f(U).

Diikaz. Abychom ukédzali, ze (f(U),+s, 3) je podokruhem okruhu (V,+»,3), tak ovéfime piedpoklady
Véty I Nejprve si vSimneme, Zze mnozina f(U) je jisté neprazdnd, nebot f(0y) = 0y a proto Oy € f(U).
Jisté plati f(U) C V, nebot f(U) je mnozina prvki z V.

Dale pro kazdé f(a), f(b) € f(U) plati f(a) +2(—f(b)) = f(a) +2f(=b) = f(a —b). Proto pro kazdé
F(a), F(b) € F(U) plati £(a) +5 f(b) = f(a) +2/(b) € f(U). A konetn pro kardé f(a), f(b) € f(U) plati
f(a) -2 f(b) = f(a-1b). Proto pro kazdé a,b € f(U) plati f(a) -5 f(b) = f(a) -2 f(b) € f(U) a operace je
uzaviena.

Celkem dostévame, ze (f(U),+3,-3) je podokruh okruhu (V, 4, -2). O

Pfipomenme, Ze asociativita a distributivita operaci okruhu se v podokruhu automaticky ,,zdédi“, coz
je ukézano ve Cvicenich 05T a 0BG

Obrazek 13.2.: Podokruh (f(U),+s,-3) okruhu (V, 42, 2).
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Specialni pripady homomorfismi
Jestlize homomorfismus okruhtt mé néjaké dalsi vlastnosti, zavadime pro né pojmenovani.

Definice Méjme homomorfismus f okruhu (U, 41, 1) do okruhu (V] 45, -2). Homomorfismus f je injektivnd
homomorfismus pravé tehdy, kdyz pro kazdé a,b € f(U) plati implikace f(a) = f(b) = a = b. Injektivni
homomorfismus nazveme monomorfismem okruhi.

Homomorfismus f je surjektivni homomorfismus pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € V existuje x € U
takové, ze f(x) = y. Surjektivni homomorfismus nazveme epimorfismem okruhi.

Bijektivni homomorfismus f : U — V nazveme izomorfismem okruhi (U, +1,+1) a (V, 42, -2). Bijektivni
homomorfismus f : U — U nazveme automorfismem okruhu (U, +, ).

Priiklad 13.7. Rozebereme nékolik jednoduchych piikladti homomorfismt okruht.

1) Zobrazeni [ : Z — Q, kde pro kazdé n € Z plati f(n) = n, je monomorfismus okruht, f vSak neni
epimorfismus okruht.

2) Zobrazeni f : Z — Z, ve kterém pro kazdé a € Z polozime f(a) = @, =T, kde r je zbytek po déleni
¢isla a ¢islem n, je epimorfismus okruht, avsak ne monomorfismus.

3) Zobrazeni f : C — C, kde pro kazdé z € C polozime f(z) = Z, kde Z je ¢islo komplexné sdruzené, je
isomorfismus okruht, ktery je soucasné automorfismem.

4) Zobrazeni f : R[z] — R dané pfedpisem f(p(x)) = p(1) (polynomu piifadime jeho funkéni hodnoty
v bodé 1) je epimorfismus okruhii, f vSak neni monomorfismus.

5) Nulovy homomorfismus okruhu (U, +, ) do okruhu (V,+, ) je epimorfismus pouze v piipadé, ze V je
jednoprvkova mnozina a monomorfismus pouze v ptripadé, ze U je jednoprvkova mnozina.

6) Homomorfismus f : Zg — Zg z Prikladu 3T neni ani monomorfismus ani epimorfismus ani ismorfis-
mus.

Cviceni
13.1.1. UkaZte, Ze zobrazeni [ : 7 — Z,, ve kterém pro kaZdé a € Z polozime f(a) = T, kde r je zbytek
po délent ¢isla a c¢islem n, je homomorfismus.

13.1.2.  Ukazte, Ze zobrazeni f : R[z] — R dané predpisem f(p(x)) = p(1) (polynomu piifadime jeho funkcni
hodnoty v bodé 1) je homomorfismus okruhi.

13.1.3. Ukazle, Ze zobrazeni [ : Zg — Zg dané predpisem f(a@) = 3amod6 (tiidé a pritadime zbytkovou
tridu uréenou reprezentantem ,zbytek po déleni ¢isla 3a cislem 6“) je homomorfismem okruhi (Zg,+,-) a
(Zﬁa +7 ) .

13.1.4.  Mé&jme libovolnyg okruh (R, +,-) s jednickou 1. UkaZte, Ze zobrazeni [ : Z — R definované predpisem
f(n) = nl (soucet n kopii jednicky 1) pro kazdén € Z je homomorfizmus okruhu (Z,+,-) do okruhu (R, +, ).

13.1.5. Najdéte néjaky homomorfismus okruhu (U, 41, 1) do okruhu (V, 42, +2), pro ktery neplati vlastnosti
bodi (i) o (@) ve Véte X

13.1.6.  Dokazte nebo vyvratte. Zobrazeni f : R[z] — R[z] definované pro kaZdy polynom p(x) predpisem
f(p(x)) = p'(x) (polynomu pFiradime jeho derivaci) je homomorfismus okruhu (R[z], +,-) do okruhu (R[z], +
+,-).

13.1.7.  Méjme libovolny komutativni okruh (R,+,-) s charakteristikou 2. UkaZte, Ze zobrazeni f : R — R
dané predpisem f(a) = a® je homomorfismus.

13.2. Jadro homomorfismu

V Kapitole B jsme zavedli jaAdro homomorfismu grup a ukézali, Ze se jedna o normalni podgrupu prvni grupy
homomorfismu. Nyni zavedeme analogicky pojem pro homomorfismus okruh.

Definice Méjme homomorfismus f : U — V okruhu (U, +1,+1) do okruhu (V, 42, 2) s nulou Oy. Jddrem
homomorfismu f je mnozina Ker(f) = {zx € U : f(z) = 0y }.
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Obrazek 13.3.: Jadro homomorfismu okruhi (U, ,-1) do okruhu (V, 42, 2).

Piiklad 13.8. Rozebereme nékolik jednoduchych piikladtt homomorfismt okruht.

1) Homomorfismus f : Z — Q, kde pro kazdé n € Z plati f(n) = n, m4a jadro Ker(f) = {0}.

2) Homomorfismus f : Z — Z,, ve kterém pro kazdé a € Z polozime f(a) = a, = 7, kde r je zbytek
po déleni ¢isla a ¢islem n, m4 jadro Ker(f) = {kn : k € Z}.

3) Isomorfismus f : C — C, kde pro kazdé z € C polozime f(z) = Z, m4 jadro Ker(f) = {0}.

4) Jadrem homomorfismu f : R[z] — R dané predpisem f(p(z)) = p(1) (polynomu pfifadime jeho funkéni
hodnoty v bodé 1) je mnozina vSech polynomu s redlnymi koeficienty, jejichz graf prochazi poc¢atkem.

5) Nulovy homomorfismus f okruhu (U, +,-) do okruhu (V, +,-) mé jadro Ker(f) = U.

6) Homomorfismus f : Zg — Zg¢ z Ptikladu X310 ma jadro Ker(f) = {0,2,4}.

Poznamka 13.2. Méjme homomorfismus f : U — V okruhu (U, +1,+1) do okruhu (V| 42, -2). Uz vime, zZe
f je také homomorfismem grupy (U, +;) do grupy (V, =), a proto je jadro homomorfismu okruht soucasné
jddrem homomorfismu grupy (U, +1) do grupy (V, +2).

Véta13.3. Méjme homomorfismus [ : U = V okruhu (U, 41, 1) do okruhu (V, 42, 2). Pak (Ker(f),+s,3)
je (oboustranny) idedl okruhu (U, ,1), kde operace ,+3 “ je restrikce operace ,+1 “ na mnozinu Ker(f) a
operace 3% je restrikce operace 1% na mnoZinu Ker(f).

Diikaz. Mnozina Ker(f) je jisté neprdzdnd, nebot podle Véty LI jadro vzdy obsahuje neutrdlni prvek
okruhu (U, +1, 1).

Operace ,+3“ je uzaviena na Ker(f), protoZe podle definice homomorfismu a Véty [CXT pro kazdé
a,b € Ker(f) plati f(a —b) = f(a) +2 f(=b) = f(a) — f(b) =0y — 0y = Oy.

Jadro v soucinu absorbuje prvky celého okruhu (U, +, 1), protoze pro kazdé r € U a kazdé i € Ker(f)
plati f(r-1i) = f(r) -2 f(i) = f(r) 2 0y = Oy, tedy r -1 ¢ € Ker(f). Podobné pro kazdé r € U a kazdé
i € Ker(f) plati f(i-17) = f(i) -2 f(r) =0y -2 f(r) =0y, tedy také i -1 r € Ker(f).

Podle Véty IXT dostavame, ze Ker(f) je idedl v okruhu (U, +1, 1). O

Uz vime, Ze homomorfismus okruht je sou¢asné homomorfismus grup (vzhledem k prvni operaci) a proto
ihned dostavame néasledujici tvrzeni.

Dausledek 13.4. Méjme homomorfismus f : U — V okruhu (U,+1,-1) do okruhu (V,+2,-2). Potom
grupa (Ker(f),+s) je normdlni podgrupa grupy (U,-+1), kde ,+5“ je restrikce operace ,+1 “ na mno-
Zinu Ker(f).

Diikaz plyne ihned z predchozi véty a Véty XA z piedchozi kapitoly.

Cviceni

13.2.1.° Dokaste, Ze jddro nulového homomorfismu f : U — V okrubu (U,+1,-1) do okrubu (V,4z,-2) je
celd mnozina U.

13.2.2.  Mé&jme okruhovy homomorfismus | okruhu (U, ,-1) do okruhu (V,4=,-2). Ukazte, Ze Ker(f) =U
praveé tehdy, kdyz f je nulovy homomorfismus.

13.2.3.  Mé&jme homomorfismus okruhu (Z[x],+,-) do okruhu (Z,+,-) dany pro kaZdy p(xz) € Z[x] predpisem
f(x) =p(0). Ukazte, Ze jddro tohoto homomorfismu je Ker(f) = (z).

13.3. Faktorovy okruh podle jadra

Protoze jadro Ker(f) tvofi idedl okruhu (U, 41, -1) néjakého homomorfismu f : U — V, tak pfirozené miuzeme
sestavit faktorovy okruh okruhu (U, +1, 1) podle jadra Ker(f).
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Véta 13.5. Méjme homomorfismus f : U — V' okruhu (U, +1,-1) do okruhu (V,+2,-2). Pak (U/Ker(f), +

+,-) je okruh, kde ,+“ je scitani komplexi a - je nasobeni komplexii.
Dikaz. Protoze Ker(f) je podle Véty I3 ideél okruhu (U, 41, 1), tak (U/Ker(f), +, 1) je podle Véty 231
faktorovy okruh. O

Priklad 13.9. Uvedme nékolik jednoduchych piikladti homomorfismt okruhi.

1) Jadrem homomorfismu f : Z — Z,,, ve kterém pro kazdé a € Z polozime f(a) = a,, je Ker(f) = {kn :
k € Z}, pficemz @, = T,, kde r je zbytek po déleni ¢isla a ¢islem n. Faktorovy okruh (Z/Ker(f), +,-)

je okruh, jehoz tiidy jsou 0, 1, ...n — 1.
2) Jadrem nulového homomorfismu f : U — V okruh (U, +,-) do okruhu (V,+,-) s nulou 0y daného
predpisem f(z) = Oy je celd mnozina U, a proto je faktorovy okruh (U / U,+,-) trividlni.

Priklad 13.10. Mgéjme homomorfismus f okruhu (Z[z], +, -) do okruhu (Z, +, ) dany pro kazdy p(x) € Z[x]
predpisem f(p(z)) = p(0). Jadro homomorfismu f je Ker(f) = (x) (Cvifeni IZZZ). Sestavime faktorovy
okruh (Z[x]/(z),+,")-

Jadro homomorfismu f je obsahuje vSechny polynomy s nulovym absolutnim ¢lenem. Nula faktorového
okruhu (Z[z]/ (z),+,-) proto obsahuje pravé polynomy Ker(f) = (z). Dalsi tiidy Z obsahuji polynomy,
jejichz funkéni hodnota v nule je z. Plati Z[z]/ (z) = 2+ (z). Pro dva prvky a, b faktorového okruhu plati
(a+ZT)+(b+T)=(a+b)+Ta(a+T) (b+7T) = (a-b)+7T, proto se s tFidami pocita stejné jako s celjmi
¢isly Z. Kazda ttida vSak obsahuje nekone¢né mnoho polynomt. v

Hlavni véta o homomorfismu okruhu
Nasledujici dusledek je jen preformulovanim Véty XA pro pripad, kdy za idedl vezmeme jadro homomor-
fismu.

Dausledek 13.6. Méjme homomorfismus [ : U — V okruhu (U,~+1,-1) do okruhu (V,+2,-2). Potom
grupa (U/Ker(f), +) je komutativni grupa, kde ,+“ je scitdni komplexii.

Nyni mame vSechny nastroje k dispozici a takové faktorové okruhy budeme sestavovat. Mame-li néjaky
homomorfismus okruhu (U, +1, 1) do okruhu (V, 42, -2), tak navic ukdZeme vztah mezi faktorovym okruhem
prvniho okruhu a podokruhem druhého okruhu.

Véta 13.7. Hlavni véta o homomorfismu okruhu
Méjme homomorfismus [ : U — V' okruhu (U, 4+, 1) do okruhu (V, 42 ,-2). Potom zobrazenii : U/Ker(f) —
f(U) takové, Ze

Va € U :i(a+1 Ker(f)) = f(a)

je homomorfismus okruhi (U/Ker(f), +,) a (V,+2,2). A ddle zobrazeni i : U/Ker(f) — f(U) je izomor-

fismus okruhi (U/Ker(f), +,) a(f(U),+3,-3), kde ,+3 “ je restrikce operace ,+2 “ na mnozinu f(U) a -3

je restrikce operace -2 na mnozinu f(U).

Dikaz. ProtoZe zobrazeni f je homomorfismus, tak podle Véty I3 vime (f(U), 42, 2) je podokruh

okruhu (V, 42, -2) Déle podle Véty I3 vime, ze Ker(f) je (oboustranny) ideédl okruhu (U/Ker(f), +, ).

(i) Pro kazdé a,b € U vezmeme tiidy a + Ker(f), b + Ker(f) a plati i ((a + Ker(f)) + (b + Ker(f))) =
=i((a+0b)+Ker(f)) = fla+b) = f(a) +2f(b) =i(a+ Ker(f)) +2i(b+ Ker(f)). To znamend, ze
obraz souctu trid U/Ker(f) je soucet obrazt t¥id U/Ker(f)~
(ii) Analogicky ovéfime zachovani operace nasobeni. Pro kazdé a,b € U plati vezmeme tiidy a + Ker(f),

b+ Ker(f) a plati i ((a + Ker(f)) - (b+Ker(f))) = i((a-1b)+Ker(f)) = f(a-b) = f(a) 2 f(b) =
= i(a + Ker(f)) -2 i(b + Ker(f)). To znamend, ze obraz souéinu t¥id U/Ker(f) je souéin obrazt
tiid U/Ker(f)~

Dostavame tak, ze zobrazeni ¢ je homomorfismus okruhu (U/Ker(f), +,-) do okruhu (f(U), 42, 2).
Nepiimo ukézeme, Ze zobrazeni ¢ je injektivni. Je-li i(a + Ker(f)) = i(b + Ker(f)), tak podle definice

zobrazeni ¢ plati f(a) = f(b). Potom ale f(a) — f(b) = f(b) — f(b) = Oy. Pfitom f(a) — f(b) = f(a =),

proto f(a —b) =0y aa—b=c € Ker(f). Dostavame, ze a = b+ ¢, kde ¢ € Ker(f) a a + Ker(f) =b+c+

+ Ker(f) = b+ Ker(f).
A kone¢né ukazeme, ze zobrazeni i je surjektivni, nebot pro kazdé f(z) € f(U) vezmeme a + Ker(f) €

U/Ker(f), pro které plati i(a + Ker(f)) = f(a). Zobrazeni i je tedy izomorfismus okruht (U/Ker(f)7 +,)

a (f(U), +3,3). U
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Obrazek 13.4.: Homomorfismu okruhu (U/Ker(f), +1,-1) do okruhu (V, 45, 2).

Vsimnéte si (ObrazekZ), ze jaddro homomorfismu f je idedl okruhu (U,+1,-1). Odpovidajici tfida
faktorového okruhu (U / Ker(f), +» -) se zobrazi na neutralni prvek okruhu (V, 42, -2).

Homomorfismus ¢ ndm dava nastroj, jak zkoumat okruh (V,+2,-2). Misto druhého okruhu (V, 42, 2),
respektive misto okruhu obrazi (V) +z,2), lze zkoumat faktorovy okruh (U / Ker(f);+,-) prvnfho okruhu.
Prvni okruh (V, 41, 1) si mtizeme zvolit. Pokud se ndm podafi najit vhodny homomorfismus f a jeho jadro,
tak faktorovy okruh (U / Ker(f): =+ -) okruh je izomorfn{ s druhym okruhem (V, 42, -2).

Cviceni
13.3.1. UkaZte, Ze kazdy ideal okruhu (R,+,-) je jadrem néjakého homomorfismu okruhu (R, +,-).

13.3.2.  méjme homomorfismus [ okruhid (Rlz],+,-) a (R,+,-). Méjme a € R. Urcete jadro homomorfismu
f:R[z] — R dané predpisem f(p(x)) = p(a) (polynomu pfiradime jeho funkéni hodnoty v bodé a).
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Kurzivou jsou v rejstiiku oznaceny stranky, kde najdete definici pfislusného pojmu.
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nosnad mnozina, g1,

nukleotid, =0

nula, B3, X3
okruhu, 53, BT7, EI3, 220,
nulovy

homomorfismus, BT7, 220, 220, 221
okruh, =3
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polynom, 214,
prvek,
nulovy okruh,
nutnd podminka,

obména,

obor

defini¢ni, [

hodnot, 3

integrity, U1, 3, POX, 213, T4
obraz, [,
okruh, X3

automorfismus,
epimorfismus,

faktorovy, EI3, 004, P04, DT, 204, P10, 21,
013, 020, 022, 2232, 223, 223
hlavnich ideala, 213, ZT3
homomorfismus,
charakteristika, I3
izomorfismus,

jednicka, ¥4, P18, 213,
jednotka, X3

komutativni, X3

maximalni idedl,
monomorfismus,

nula, X3, P77, 213, 221,
nulovy, X3,

polynomt, E03, U7, O3, E13
prvoideal, 13,

primy soucet, 50

trividlni, [37, X3, €G3, 200,

oktoniony, B4, [T, [T,
opacny prvek, bd, T3, =3
operace

asociativita, B2
asociativni, [, B4,
binarni, 3
déleni, O
distributivni, [, X3, X3, =4, X3
idempotentni, B2
komutativni, [
restrikce, [
ternarni, I3
unarni, I3
uzaviend, 03, B4, 4, €7
vysledek, I3

operand, I3

operator, B3

ordinalni ¢isla, X3

osova symetrie, B4

parita, 33, [33
permutace, 4,
identicka,
licha,
pevny bod, [Z7
rad, 30
suda,
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pevny bod permutace, [Z7

podgrupa, [74, [, [, EY, 00, 00, 00, 00, £, =3

generovana mnozinou, [T77
grupy jednotek, 77
index, P7, €3, @3
netrividlni, [7]
nevlastni, [7]
normalizator, A, 1A, 112
normaélni, I3, O3,
rozklad grupy, B3
trivialni, [7]
vlastni, [7]
podil, @, B
podminka,
nutna,
postacujici,
podmnozina, @
podokruh, XY, P14, P14, 222
pole,
pologrupa, &0
polynom,
ireducibilni,
konstantni,
mnozina,
nulovy, 23,
reducibilni, P12, 213
soucet,
soucin, BU7
stupen,
poset, 1
postacujici podminka,
potenéni mnozina, [1, 3, @
prava grupa, [[Z9
prava mnozina, I3, I3, [, 4
pravdivostni hodnota,
proménna, P43,
prosté zobrazeni, I3
prunik
idedlu, M, 2,
podgrup, [
podokruhd,
prvek
fixovany, [Z7
idempotentni, B2, B3, [T
inverzni, M3, [=Z3
jednotkovy,
mocnina, B3, 13
nasobek,

neutrdlni, B4, BX, g, 4, 4, 52, B2, B3, B3,

™
nilpotentni, [I4, [J7
nulovy,
opacny, b4, 13, =3
prvni véta o izomorfismech, 23
prvocislo, O
prvoideal, E13,
predpoklad,
primy dikaz,

pfimy soucet
okruhi, =0
pfirozeny homomorfismus, ZI4

reducibilni polynom, 132, E13
relace, B
antisymetricka, [
¢asteéného usporadani, I
délitelnosti, O
ekvivalence, B
mezi mnozinami, @
na mnoziné, @
reflexivni, B, [
symetricka, B
tranzitivni, B, [
reprezentant, 171
restrikce, [,
operace, A, X149, P20, P71, P22
rozklad, M3, M4, P, PO3, 210
grupy podle podgrupy, B3
mnoziny, [1

t¥idy, [1, 35, 203, 203, D3, D3, brd, P10

Rubikova kostka, 2
Rubikova kostka 1 x 3 x 3, @3, @4, T4

rad
grupy, (3, [14
nekonecny, @3, @, 14
permutace, 31
prvku, @, T4

s¢itani komplext, [79
skalarni soucin, &1
slozené cislo, O

soucet

polynomi,
soucin

grup

vnéjsi, I3, 73
polynomi,
skalarni, @1
vektorovy, E1
spor, I3, I3, &4, B3
stupen polynomu,
suda permutace,
sudoku, £4
surjektivni zobrazeni, [4, B4
symetrickd grupa,
symetricky objekt, B3
symetrie, B3, £

n-uhelnika,

¢tverce, B3

Ctyrsténu, 2

krychle, E2

kvadru, £d

osova, B3

symbolu recyklace,

trojahelnika, GO
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systém mnozin, @

tabulka

Cayleyho, 20, B2, B3, B3
téleso, U4, P4, P9, 200, P13, 213, 14
transpozice, 33

trividlni
okruh, 37, X3, I3, DI,
podgrupa, [7]

trividlni homomorfismus, B0, 27
tridy rozkladu, [1
tvrzeni,

uzaviena

operace, I3, 4, £2
uzaviend operace, I1
uzavienost, B4, B3, @2

vedouci
Clen,
koeficient,

vektorovy soucin, [

véta
aritmetiky zakladni, O
Bézoutovo lemma, B
Euklidovo lemma, 3
Euklidiv algoritmus, @
hlavni o cyklickych grupéch,
hlavni 0 homomorfismech,
Lagrangeova,
Mala Fermatova, T2
o jednoznacnosti inverzniho prvku v grupé, b3
o jednoznacnosti neutralniho prvku, B3
o jednoznac¢nosti podilu a zbytku, B
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o jednoznacnosti podilu a zbytku, A
o kraceni v grupé,
o ponozkach a botach,
prvni véta o izomorfismech,
zékladni véta aritmetiky, O
vlastni
ideal,
podgrupy, [71
vlastni podmnozina, @
vnéjsi soucin grup, 3, 73
vyrok,
vysledek operace, 3@
vzor, [, A

zéklad indukce,
zékladni véta aritmetiky, @
zbytek, @, B, 214, 220, 220, 221, 222
zbytkova tfida modulo m, B2, T4
Zcube, @3, 173
zobrazeni
bijektivni, [, @4
injektivni, 3, 04
inverzni,
mnoziny, 2
na,
obraz, I3
prosté, 3
surjektivni, [[4, 04
vzajemné jednoznacné, [[F
vzor, 3@
z mnoziny, 3

zrcadleni, I
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Otazka copyrightu

Pri sestavovani textu jsem se snazil dasledné dodrzovat autorska prava. Témér vSechny obrazky struktur,
zobrazeni a hlavolami jsem pfipravil sém v METAPOSTU. Oba programy jsou volné §ifitelné soucésti
distribuce operacniho systému Linux.

Vsechny fotografie, které jsem stdhnul z internetu (vétsinou z Wikipedie), bud maji na Wikipedii vy-
slovné uvedeno, ze jsou jejich autory volné dany k dispozici nebo se jedna o reprodukce dél stasich nez 70
let. Novéjsi fotografie budov, plaket a mist je mozno pouzit ve smyslu § 33 odst. 1 autorského zékona,
ktery rika ,, Do prdva autorského mezasahuje ten, kdo kresbou, malbou nebo grafikou, fotografii nebo filmem
nebo jinak zaznamend nebo vyjddri dilo, které je trvale umisténo na ndmésti, ulici, v parku, na verejnych
cestach mebo na jiném verejném prostranstvi; do autorského prdva nezasahuje ani ten, kdo takto vyjddrené,
zachycené nebo zaznamenané dilo ddle uzije. Je-li to mozné, je nutno uvést jméno autora, nejde-li o dilo
anonymni, nebo jméno osodby, pod jejimz jmeénem se dilo wvadi na verejnost, a dadle ndzev dila a umistend.“

Nasleduje seznam fotografii a obrazki i s uvedenim zdroja, ze kterych jsem cerpal.

e obrazek “symmetrie”, titulni strana; FEEp:/7en-wikipedia.org/wiki/File:BigPlatoBips.
e kresba Leonadra daVinciho, str. B3;

EEtp://en.wikipedia.org/wiki/File:Studio_del Corpo_Umano_-_Leonardo_da_Vinci.png

L symetrie motjlla, str. BE; pttp://en.wikipedia.org/wiki/File:simetria-bilateria.svg
e odraz na hladiné, str. B3,

pttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Mount_Hood_reflected_in _Mirror_Lake, Uregon.pg
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ttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Russian_Polar_kxpedition_watch_from_1969_(Iront) .

e hodiny v Greenwichi s 24 hodinovym cifernikem, str. I3;

pttp://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/61/Greenwich_clock l-manipulated.pg
e hodiny ve Florencii s 24 hodinovym cifernikem, str. E3; pEtp://en-wikipedia.org/wiki/File:Florence-DuomoT]
LLOCK. 1D
difrakce na mf‘iéce, str. ??, pttp://en.wikipedia.org/wiki/kile:Bragg diffraction_2.svg
snimek difrakce, str. ??, pttp://arstechnica.com/science/2013/0o/Toamy-X-rays—see-inside-rare-molecules/

fuleren Cﬁo, str. ?7, pttp://en.wikipedia.org/wiki/File:(C60a.png

symbol pro recyklaci, str. B; pEtp://en-wikipedia.org/wiki/File:Recycle001 svg

Eulerova funkce ng, str. ; pttp://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/9b/kulerPhi.svg

dopravni znacka upozornujici na kruhovy objezd, str. EIl; FEEps://cs wikipedia.org/wiki/Kruhovy objez
t¥ kongruentni pyramidy v krychli,

Str. ??; p: WWW.Ma .brown.eau ancno eV O chapterZ/section! .

Rubikova kostka, str. I2; pEtps://cs wikipedia.org/wiki/Rubikova Kostkd

Ivy cube, str. [0; fEEps://ruwix.com/twisty-puzzles/ivy-cube]

FlOppy Cube, str. I]IZ; ttps://en.wikipedia.org/wiki/File:Flo Cube_scrambled_1.pn

Zcube, str. @A, vlastni fotografie

Camille Jordan, str. IZEEZ; pttps://en.wikipedia.org/wiki/File:Camille Jordan 4.7pd

Rubikova kostka o rozméru 1 x2x3 krychliéek, str. I]ZE; pttps://www.kids.net.my/rubiks/brand-qiyi/ready

FToCk-1n-m-s1a-gilyi-IXZX3-TUb1K-s-cube-magic-cube-speed-cube-IX2X3-Dlack-With-SCTIiCKer-Tubik-cubd
Mirror Floppy Ghost Cube, str. [Z3; EEtps://cubezz. com/Buy-b428-Yong Junt Ix3x3TChostFCuberSiIver  htm]

Cayleyho tabulka Sy, str. 77; FEtps//en-wikiversity ors/wiki/Symmetric proup S

zéhlavi Cayleyho tabulky 54, str. 77, pttps://en.wikiversity.org/wiki/Symmetric_group oS4

Loydova patnéctka, str. IIEH; bEtTps://en.wikipedia.org/wiki/1b_puzzle#/media/File:Sam _Loyd_-_The 1475 Puzzle_in_Puzzlelan:
Vlakno DNA, str. IIEU; pttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Dna_strand3_cs.png

Nukleové baze AT, str. ﬂ:gﬂ; pttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Base_pair Al.svg

Nukleové baze CG, str. I]XU; pttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Base _pair GC.svg

David Hilbert, str. DI0; fEtps //en-wikipedia org/wiki/David Hilberq

230


http://en.wikipedia.org/wiki/File:BigPlatoBig.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Studio_del_Corpo_Umano_-_Leonardo_da_Vinci.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Simetria-bilateria.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Mount_Hood_reflected_in_Mirror_Lake,_Oregon.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Russian_Polar_Expedition_watch_from_1969_(front).jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/61/Greenwich_clock_1-manipulated.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Florence-Duomo-Clock.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Florence-Duomo-Clock.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Bragg_diffraction_2.svg
http://arstechnica.com/science/2013/05/foamy-x-rays-see-inside-rare-molecules/
http://en.wikipedia.org/wiki/File:C60a.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Recycle001.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/9b/EulerPhi.svg
https://cs.wikipedia.org/wiki/Kruhov�_objezd
http://www.math.brown.edu/~banchoff/Beyond3d/chapter2/section02.html
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rubikova_kostka
https://ruwix.com/twisty-puzzles/ivy-cube/
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Floppy_Cube_scrambled_1.png
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Camille_Jordan_4.jpg
https://www.kids.net.my/rubiks/brand-qiyi/ready-stock-in-m-sia-qiyi-1x2x3-rubik-s-cube-magic-cube-speed-cube-1x2x3-black-with-sticker-rubik-cube
https://www.kids.net.my/rubiks/brand-qiyi/ready-stock-in-m-sia-qiyi-1x2x3-rubik-s-cube-magic-cube-speed-cube-1x2x3-black-with-sticker-rubik-cube
https://cubezz.com/Buy-5448-YongJun+1x3x3+Ghost+Cube+Silver.html
https://en.wikiversity.org/wiki/Symmetric_group_S4
https://en.wikiversity.org/wiki/Symmetric_group_S4
https://en.wikipedia.org/wiki/15_puzzle\#/media/File:Sam_Loyd_-_The_14\-15_Puzzle_in_Puzzleland.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Dna_strand3_cs.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Base_pair_AT.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Base_pair_GC.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert

Petr Kovar, Literatura 20. unora 2024

Literatura

[G] J.A. Gallian, Contemporary Abstract Algebra, Cengage Learning, 8th edition (2012), ISBN13
978-1133599708.

[P]  Ch.C. Pinter, A Book of Abstract Algebra, MacGraw-Hill, 2nd edition (2010), ISBN13 978-0-486-
47417-5.

231



Petr Kovar, Pouzité symboly

Uzite¢né tabulky

Zde je uvedeno nékolik uzitecnych tabulek, se kterymi se ¢asto pracuje.

Tabulka skladani symetrii rovnostranného trojahelnika

o Ro Rioo Roso Za Zp Zc
Ry | Ry Riz0 Raso Za Zp Zc
Riso | Ri20 Roao Ro Zc Za Zs
Rogo | Roao Ro Ri20 Zp Zc Za
Za | Za Zp Zc Ro Rizg Raao
Zp | ZB Zc Za Rayp Ro Ri
Zc | Zc Za Zp Riz Rosyo Ry

Tabulka 13.1.: Dihedrdlni grupa (Dy, o).

Tabulka skladani symetrii ¢tyfsténu

20. unora 2024

° L TAB TAC TAD ¥YD YA Yo ¥YB ¥Yp ¥B ¥Pa Pc
(A) =1 L TAB TAC TAD YD $A YC YB $Yp Y5 Y4 $C
(AB)(CD) =map | map ¢ map Tac $a $p 9B Yc ¥ ¢p Yo o4
(AC)(BD) =mac | Tac Tap L TaB $YCc ¢B $D YA Y4 Yo ¥Pp ¥
(AD)(BC) =Tap | Tap Tac Tap L ¥B Pc $A YD Yo ¥4 5 ¥b
(ABC) = ¢p YD YB YA Yc ¥p Yo Y5 Pa4 L TAD TAB TAC
(BDC) = ¢pa YA $Yc $YD ¥B 9039 %qu %DID <P’c TAB TAC Lt TAD
(ADB) = ¢c pc pa PB YD ¥4 Y Yo ¢p TAC TAB TAD L
(ACD) = ¢p YB YD YCc YA Yo $Yp a4 $B TAD L TAC TAB
(ACB) = ¢ D Y4 Yo ¥ L TAc TAD TAB YD Yc ¥PB YA
(ADC) = ¢’z Y5 Yo Y4 YD TAB TAD Tac L YA YB YC ¥D
(BCD)=¢y | ¢4 ¢p ¥p $c Tac L TAB TAD $Yc YD YA ¥B
(ABD) = | ¢c ¥ ¢p ¥4 TAD TaB L TaCc $B YA D $C

Tabulka 13.2.:

Tabulka skladani symetrii ¢tverce

Alternugict grupa (Ag, o).

Ry | Ro Rgo Rigo Rovo H V. FE F
Rgo | Roo Rigo Roro R F E  H V
Rigo | Rigo R2ro Ro Reo V. H F K
Roro | Roro Ro Rgo Riso F  F V. H

Tabulka 13.X96.: Tabulka dihedrdlni grupy (Dy, o).
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Piehled pouzitych symboli

Struktury s jednou operaci a dvéma operacemi

(R’ +, )
(R[z], +, )
(<a’> s )

inverzni prvek (str. Bd)

inverzni matice (str. B2)

grupoid s operaci ,,0“ (str. @)

grupa s operaci - (str. BD)

operace s komplexy A, B (str. )

nasobeni prvku a a komplexu B (str. [9)
index podgrupy (H,-) v grupé (G, ) (str. E2)
fad grupy (G, -) (str. @3)

centrum grupy (G, -) (str. [2)

cyklickd grupa generovand prvkem a (str. [I2)
izomorfni grupy (G, o01) a (H,o3) (str. [B3)

okruh s operaci s¢itani ,+“ a operaci ndsobeni - (str. [X3)
okruh polynom s koeficienty z okruhu R (str. EOF)
hlavni idedl okruhu generovany prvkem a (str. EId)

Dalsi matematické symboly

20. unora 2024

24 potenéni mnozina mnoziny A (str. @) AUB sjednoceni mnozin A a B (str. B)

) prazdnd mnozZina (str. Q) A\ B rozdil mnozin A a B (str. D)

3 identickd permutace (str. [Z2) A A B symetrickd diference mnozin A a B (str. B)
¢(n)  eulerova ¢(n) funkce (str. =) A x B kartézsky soufin mnozin A a B (str. B)

E,., jednotkova matice fadu n (str. B0) AN B logickd konjunkce ,A a soucasné B“ (str. EI)
x € A prvek x mnoziny A (str. D) AV B logicka disjunkce ,, A nebo B“ (str. EO)

A C B podmnozina A mnoziny B (str. B) A® B logické operace XOR ,A XOR B* (str. 77)

A C B vlastni podmnozina A mnoziny B (str. B) A = B implikace , jestlize plati A, tak plati B“ (str. 7?)

ANB prinik mnozin A a B (str. D)

Ciselné obory

A & B ekvivalence ,A plati prave, kdyz B¢ (str. 77)

N pfirozena cisla Q raciondlni cisla P prvodisla

Z cela cisla R reélni ¢isla S suda cela cisla
Z.,, zbytkové tfidy modulo n R* rozsirena realni ¢isla L licha cela cisla
kZ celociselné nasobky d¢isla k C komplexni ¢isla I iraciondlni ¢isla
Zl[i] gausovska celd ¢isla tvaru a + bi (str. [X9)

Z[V2]  &sla tvaru a 4 by/2 (str. [O0)

M,y n, ¢tvercové matice fadu n s redlnymi koeficienty (str. E2)

My, regularni étvercové matice fadu n s redlnymi koeficienty (str. B2)

M, »,(F) ¢tvercové matice fadu n s koeficienty z mnoziny F (str. [0)

Specialni typy algebraickych struktur

Z,+) grupa celych ¢isel s operaci obycejného séitani (str. BQ)

Z,-) monoid celych ¢isel s operaci obyéejného nésobeni (str. B2)

D,,, o) dihedralni grupa symetrii n-tihelnika s operaci sklddéni symetrii (str. B9)

U(n),-)  grupa jednotek modulo n s operaci obycejného nasobeni (str. B4)

Sn,0) symetrickd grupa vSech permutaci n-prvkové mnoziny (str. [ZR)

L, +) grupa zbytkovych tfid modulo n (str. BO)

monoid nasobeni ¢tvercovych matic ¥adu n s redlnymi prvky (str. B2)

grupa nasobeni reguldrnich étvercovych matic fadu n s redlnymi prvky (str. B2)

grupa reguldrnich diagonalnich matic fadu n s redlnymi prvky (str. [0)
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) grupa vybranych permutaci |G|-prvkové mnoziny dle Cayleho tabulky grupy (G, -) (str. [Z0)
Ay, 0) grupa sudych permutaci n-prvkové mnoziny (str. [30)



