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13 Eulerovské grafy, vzdalenost v grafu

13.1. Nakreslete Eulerovsky graf G na 8 vrcholech, kde 6(G) > 2 a A(G) = 4. Popiste vrcholy grafu a
wved'te priklad Eulerovského tahu.

Resenim miuze byt napiiklad cyklus Cs, do kterého piiddme vhodné zvolené hrany cyklu Cj tak, aby
koncové vrcholy nebyly sousedni v Cf.

13.2. Jakd je nejvétsi moznd vzddlenost mezi dvéma vrcholy Ky, .

Kazdé dva vrcholy x,y z ruznych partit jsou sousedni a jsou proto ve vzdalenosti 1. Pokud méa kazda
partita m = n = 1, je to nejveétsi vzdalenost v grafu.

Pokud ma4 alespoii jedna partita grafu K, , vice nez jeden vrchol, tak kazdé dva vrcholy x, z ze stejné
partity nejsou sousedni a jejich vzdjemna vzdalenost je proto alespon 2. Protoze x i z jsou sousedni s kazdym
vrcholem y z druhé partity, existuje v K, ,, cesta x,y, z a vzdalenost vrcholi = a 2 je prave 2. To je soucasné
i nejvétsi moznd vzdalenost dvou vrcholu v grafu K, ,, pro max{m,n} > 1.

13.3. Graf kolo, znaceno W, vznikne z cyklu Cy,, V(Cy) = {v1,ve,...,v,}, tak, Ze k nému pridime vrchol
vg a v§echny hrany vov; proi = 1,2,...,n. Jakd je nejuétsi vzddlenost dvou vrcholi v grafu W, ? Zdidvodnéte.

Uvazujme W,, pro n > 4. Vezméme libovolny vrchol cyklu C,,, tedy v; pro ¢ € [1,n]. Pak kazdy vrchol,
ktery s nim neni sousedni (alespoii jeden takovy existuje!) je ve vzddlenosti 2, nebot z v; do néj existuje
cesta délky 2 pies vrchol vg. Ovsem vrchol vg mé od vSech vrcholu vzdédlenost 1. Proto nejvétsi vzdalenost
dvou vrcholu v grafu W, je 2. Pokud je n = 3, pak W3 = Ky, a tedy kazdé dva vrcholy u,v € V/(W3) jsou
sousedni a nejveétsi vzdalenost je 1.

13.4. Jakd je nejvétsi vzddlenost dvou vrcholu v Petersenové grafu na Obrdzku 13.17 Zduvodnéte.

Obrazek 13.1: Petersentiv graf.

Ukéazeme, ze nejvétsi vzdalenost dvou vrchola v Petersenové grafu je 2. Mohli bychom ovéfit vzdalenosti
vSech (120) dvojic vrcholu, ale lépe je vyuzit symetrie daného grafu. Predpokladejme, ze na Obrazku 13.1
mame pét ,,vnéjsich® a pét ,vnitinich® vrcholi. Vybereme si dva vrcholy x a y a bez ijmy na obecnosti
rozlisime tii piipady.

(a) Jestlize z,y jsou oba vnéjsi vrcholy, tak jsou oba bud sousedni, nebo jsou ve vzdélenosti 2. Z4dné
dva vrcholy C5 nejsou ve vétsi vzdalenosti.

(b) Jestlize z,y jsou oba vnitini vrcholy, tak jsou oba bud sousedni, nebo jsou ve vzdélenosti 2.

(c) Bez ijmy na obecnosti je z vnéjsi a y je vnitini vrchol. Rozborem moznosti snadno vidime, ze oba
vrcholy bud’ jsou sousedni, nebo jsou ve vzdalenosti 2.

Nejveétsi vzdalenost dvou vrcholu je 2.

13.5. Jakd je nejvétsi vzddlenost dvou vrcholi v grafu Qs na Obrdzku 13.272 Zddvodnéte.
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Obrdzek 13.2: Graf Q3.

Ukéazeme, Ze nejvétsi vzdalenost dvou vrcholt v grafu @3 je 3. Mohli bychom ovéfit vzdélenosti vSech (g)
dvojic vrcholu, ale 1épe je vyuzit symetrie daného grafu. Predpoklddejme, ze na Obrazku 13.1 méme Ctyti
,VNEjsi“ a ¢tyfi ,vnitini“ vrcholy. Vybereme si dva vrcholy x a y a bez ijmy na obecnosti rozlisime tti

ptipady.
(a) Jestlize x,y jsou oba vnéjsi vrcholy, tak jsou oba bud sousedni, nebo jsou ve vzdalenosti 2.
(b) Jestlize z,y jsou oba vnitini vrcholy, tak jsou oba bud sousedni, nebo jsou ve vzdélenosti 2.

(c) Jestlize x je vngjsi a y je vnitin{ vrchol, tak rozborem moznosti snadno vidime, bud jsou oba vrcholy
sousedni, nebo jsou ve vzdélenosti 2, nebo jsou v jednom pfipadé ve vzdalenosti 3.

Nejvétsi vzdalenost dvou vrcholu je 3.

13.6. Nejvétsi vzddlenost dvou vrcholi v grafu G se nazgvd prumér grafu G a znacime ji diam(G). Naleznéte
néjaky 3-pravidelny graf G na 10 vrcholech, pro ktery plati 5 < diam(G) < 10.

Piiklad grafu je na Obrazku 13.3.

Obrazek 13.3: 3-pravidelny graf G na 10 vrcholech, pro ktery plati diam(G) = 5.

13.7. Dokazte, zZe v kazZdém grafu G spliuje vzdlenost vcholu tzv. trojihelnikovou merovnost, tj. pro kazdé
tri vrcholy u,v,w € V(G) plati dist(u, v) + dist(v, w) > dist(u, w).

Predpoklddejme, ze dist(u,v) + dist(v, w) < dist(u,w). Necht P je nejkratsi (u,v)-cesta (jeji délka urcuje
dist(u,v)) a P’ je nejkratsi (v, w)-cesta (jeji délka urcuje dist(v,w)). Potom sled vedouci z vrcholu u do
vrcholu v po hrandch cesty P a pokracujici po hranach cesty P’ do w je kratsi nez cesta, jejiz délka urcuje
dist(u, w). Pokud se ve sledu vrcholy neopakuji, je tento sled cestou. Pokud se nékteré vrcholy opakuji,
tak muzeme opakujici se tisek vypustit a dostaneme (kratsi) cestu. Délka této cesty je jisté mensSi nez
dist(u, v) 4+ dist(v, w) < dist(u, w). Coz nenf mozné, nebot dist(u,w) je urcena délkou nejkratsi (u, w)-cesty
v grafu.



