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12 Komponenty grafu, souvislost a stupné souvislosti

12.1. Kolik nejvyse komponent mize mit
(a) 4-pravidelny graf na 30 vrcholech?
(b) 5-pravidelny graf na 30 vrcholech?

Své rozhodnuti zduvodnéte!

(a) Ve 4-pravidelném grafu mé kazdy vrchol pravé ¢tyti sousedy. Nejmensi komponenta musi proto mit
alespon pét vrcholi. Takovd komponenta muze existovat, naptiklad K5. Na 30 vrcholech mize byt
maximélné % = 6 komponent K.

(b) V 5-pravidelném grafu ma kazdy vrchol pravé pét sousedu. Nejmensi komponenta musi proto mit
alespon 8est vrcholu. Takovd komponenta muze existovat, napiiklad Kg. Na 30 vrcholech muze byt
maximalné %0 = 5 komponent Kg.

12.2. Kolik nejvgse komponent mize mit
(a) 4-pravidelny graf na 34 vrcholech?
(b) 5-pravidelny graf na 34 vrcholech?

Své rozhodnuti zduvodnéte!

(a) Uvaha je podobnd jako v piedchozim pifkladu. Nejmensi mozné komponenty jsou K a
déle musime vytvofit 4-pravidelnou komponentu na 9 vrcholech. Vytvofme cyklus Cy =
v1, V2, U3, V4, Us, Ug, U7, Vs, Vg, U1 a pridejme do néj hrany cyklu C§ = v, vs,vs, v7, 09, V2, V4, Vg, Vs, V1.
Tak obdrzime vyse zminénou komponentu.

(b) V 5-pravidelném grafu ma kazdy vrchol préavé pét sousedu. Nejmensi komponenta musi proto
mit alesponn Sest vrcholi. Takovd komponenta muze existovat, napiiklad Kg. Na 30 vrcho-
lech mize byt maximélné L%‘lj = 5 komponent. Ukazeme, ze takovy graf existuje. Staci vzit
Ctyii komponenty Kg a na 10 vrcholech sestrojime patou komponentu tak, ze do cyklu Cig =
v1, U2, U3, V4, Us, Ug, U7, U, Vg, V10, V1 priddme hrany dvou cyklu Cf = wvy,vs,vs,v7,09,01 a C¥ =
V2, U4, Vg, U8, V10, V2. Dale piiddme pét hran vivg, vevy, v3vs, v4v9, v5v19 & dostaneme tak (souvis-
lou) 5-pravidelnou komponenty na 10 vrcholech.

12.3. Kolik existuje neizomorfnich 2-pravidelngch grafi na 9 vrcholech?

Protoze hledany graf je 2-pravidelny, kazda komponenta grafu musi byt cyklus. Tedy kazdd komponenta
musi miti alespon 3 vrcholy, proto ndmi hledané grafy budou mit nejvyse tfi komponenty. Souvisly graf je
jediny, a to Cy, grafy s dvéma komponentami jsou tyto: Cs U Cs a Cy U Cs. Graf se tfemi komponentami
je opét jediny, a to C3 U C3 U (5. Celkové mame 4 neizomorfni grafy.

12.4. Kolik nejvyse hran mize mit nesouvisly graf na 23 vrcholech?

Postupujeme nasledujici avahou. Nesouvisly graf mé vzdy alespon dvé komponenty. Ma-li takovy graf mit
co nejvice hran, tak

e mi pravé dvé komponenty, jinak bychom mohli pfidat hrany mezi dva vrcholy nékterych dvou kom-
ponent a pocet komponent se snizi o 1 (hrana mé pravé dva koncové vrcholy),

e kazdd komponenta je kompletni graf, jinak bychom mohli pfidat dals{ hrany.
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Méame-li dvé komponenty K, a K, tak odebranim jednoho vrcholu v z mensi komponenty (bez Gjmy na
obecnosti predpoklddejme, ze x < y), tak odebereme x — 1 hran a pfiddnim v do vétsi komponenty priddme
y > x — 1 hran. Nejvice hran bude mit nesouvisly graf s n vrcholy a dvéma komponentami K; a K, _1.
Pro n = 23 dostavame nejvyssi pocet hran (222) =11-21=231.

12.5. Sestavime graf H, jehoz vrcholy jsou viechny dvouprvkové podmnozZiny mnoziny {1,2,3,4,5}. Vrchol
{z1, 2} spojime hranou s vrcholem {y1,y2}, jestlize nastane alespon jedna z ndsledujicich moznosti:

e oba soucty x1 + x2 a Y1 + Y2 jsou sudd cisla,
e oba soucty x1 + T2 a y1 + y2 jsou délitelné tremi,
e oba soucty x1 + x2 a Y1 + Y2 jsou stejné.

Kolik komponent souvislosti md graf H? Nakreslete jej a zvldst vykreslete také kazdou jeho komponentu.

Graf H mé tii komponenty. Dvé komponenty jsou grafem Ko a tfeti komponentou jsou dvé kopie Ky
sdilejici dva vrcholy.

12.6. Kolik komponent muze mit graf se 7 vrcholy a 15 hranami. Peclivé zduvodnéte.

a) Graf muze mit jednu komponentu. Piikladem takového grafu je graf K7, ze kterého vynechdme
(;) — 15 =21 —15 = 6 hran, tak aby zustal souvisly. Naptiklad vynechanim hran néjakého cyklu Cg.

b) Graf muze mit i dvé komponenty. Musi se jednat o komponentu K; a komponentu Kg, protoze Kg

ma (g) = 15 hran a kazdé dvé jiné komponenty grafu na 7 vrcholech maji mensi pocet hran (Feseny

ptiklad 7.0.1. ve cviceni).

c¢) Graf nemuze mit 3 a vice komponent, nebot uz graf se dvéma komponentami z ¢4sti b) m4 15 hran
a pri rozdéleni na vice komponent bychom museli odebrat dalsi hrany.

12.7. Kolik komponent muze mit graf G s 11 vrcholy, které jsou viechny stupné 2. Vysvétlete. Komponenty
nakreslete.

Protoze kazdy vrchol grafu G je stupné 2, musi mit vzdy dva sousedy. Tuto vlastnost maji pravé grafy,
které sestavaji z nékolika disjunktnich cykla. Na 1 vrcholech muzeme mit:

a) Jednu komponentu, kterd je cyklem na 11 vrcholech Ci;.
b) Dvé komponenty, bud C5 a Cg, nebo Cy a C7, nebo C5 a Cg.

c¢) Nejvice tfi komponenty, protoze nejkratsi cyklus existuje na t¥ech vrcholech a graf se ¢tyfmi kompo-
nentami by musel mit alespon 12 vrcholi. Na jedendcti vrcholech muzeme mit napiiklad dva cykly
Cs a jeden cyklus Cs.

12.8. Jaky je
a) hranovy,
b) vrcholovy

stupen souvislosti grafu Kao. Graf Ko nakreslete a svou odpovéd’ peclivé zduvodnéte.

Nejmensi stupeni vrcholu §(Ky2) = 2. Hranovy stupen i vrcholovy stupen souvislosti je tedy mensi nebo
roven ¢islu 2.
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a) Protoze vynechdnim jedné libovolné hrany souvislost neporusime (az na izomorfismus existuje jedind
moznost, jak vynechat hranu), tak K42 je hranové 2-souvisly. Vynechdnim obou hran incidentnich
s nékterym vrcholem vétsi partity dostaneme nesouvisly graf, proto Ky neni hranové 3-souvisly.
Hranovy stupen souvislosti je 2.

b) Protoze vynechdnim jednoho libovolného vrcholu souvislost neporusime (staéi ovérit dvé moznosti:
vynechat vrchol v mensi nebo vétsi partité), tak Ko je vrcholové 2-souvisly. Vynechdnim obou
vrcholit v mensi partité dostaneme nesouvisly graf, proto K42 neni vrcholové 3-souvisly. Vrcholovy
stupen souvislosti je 2.

12.9. Nakreslete graf na alespori 7 vrcholech a nejvyse na 10 vrcholech, jehoZ hranovy stupen souvislosti je
3 a vrcholovy stupert souvislosti je 1. Popiste vrcholy navrieného grafu a vypiste hrany a vrcholy, které je
potreba odebrat, aby se graf stal nesouvislym.

Existuje vice feseni. Resenim jsou napiiklad dvé kopie grafu K4 s jednim spoleénym vrcholem. Graf je
souvisly a sta¢i odebrat jediny vrchol stupné 6, abychom dostali nesouvisly graf. Proto stupen vrcho-
lové souvislosti je 1. Odebrani libovolnych dvou hran neporusime souvislost, nebot ,levd i pravé c¢ést®
jsou kompletni grafy K, které jsou hranové 3-souvislé a odebrani libovolnych dvou hran incidentnich
s ,,prostfednim*“ vrcholem také neporusi souvislost. Ale odebranim tif hran incidentnich s libovolnym vr-
cholem stupné 3 dostaneme nesouvisly graf, proto stupenn hranové souvislosti je 3.

12.10. Nakreslete graf na alespon 6 a nejvyse 9 vrcholech, jehoZ hranovy stuperi souvislosti je 8 a vrcholovy
stupen souwvislosti je 2. Popiste vrcholy navrZeného grafu a vypiste hrany a vrcholy, které je potreba odebrat,
aby se graf stal nesouvislym.

Existuje vice Feseni. Resenim jsou napiiklad dvé kopie grafu K, se dvéma spoleénymi vrcholy. Odebranim
jednoho vrcholu souvislost neporusime a sta¢i odebrat oba vrcholy stupné 5 a dostaneme nesouvisly graf.
Proto stupen vrcholové souvislosti je 2. Odebrani libovolnych dvou hran neporusime souvislost, nebot
odebranim hran ,, vnéjsiho* hamiltonovského cyklu dostaneme souvisly podgraf, proto mezi kazdymi dvéma
vrcholy existuji tii hranové disjunktni cesty. Ale odebranim ti#{ hran incidentnich s libovolnym vrcholem
stupné 3 dostaneme nesouvisly graf, proto stupen hranové souvislosti je 3.
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