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10 Stupné vrchold, Véta Havla-Hakimiho

10.1. Dokdzete nakreslit graf na 9 vrcholech, ve kterém magi kaZdé dva vrcholy riuzné stupné? Své rozhodnuti
zduvodneéte!

vrchol mé byt jiného stupné, musely by v hledaném grafu byt vrcholy vSech stupnu 0,1,2,...,8 (devét
ruznych pifpustnych hodnot). To vSak neni mozné, nebot v grafu nemuze byt soucasné vrchol stupné 8
(sousedni se vSemi ostatnimi) a vrchol stupné 0, ktery neni sousedni s zddnym vrcholem.

10.2. Dokdzete nakreslit graf na 11 vrcholech, ve kterém jsou vrcholy pouze stupné 3 nebo 57 Své rozhodnuti
zduvodnéte!

Takovy graf by mél lichy pocet vrcholu lichého stupné, coz je ve sporu s Dusledkem Principu sudosti (viz
prednaska). Proto takovy graf nelze nakreslit.

Jiné fesSeni:

Podle véty ) i deg(v) = 2|E| by bylo

2(E| = deg(v) =s-3+ (11 —s) - 5=55 - 2s.
veV

Odtud je pocet hran |E| = % — s, kde s € Ny, coz neni celé &islo a proto dany graf neexistuje.

10.3. Je graf G indukovany podgraf grafu H ? Zddvodnéte.

U3 U3

Vg (%A Vg (%4
Obrazek 10.1: Graf H a jeho podgraf G.

Neni, nebot kromé hran incidentnich s odstranénym vrcholem v; mu jesté chybi hrany vzvs a vovy.

10.4. Kolik hran md graf G
(a) se 150 vrcholy stupné 3 a 1000 vrcholy stupné 47
(b) se 130 vrcholy stupné 5 a 500 vrcholy stupné 27

Vysvétlete!

(a) Pocet hran grafu G je [V(G)| = 150 + 1000 = 1150. Z principu sudosti je ;15" deg(v;) = 2|E(G)|.
Protoze vime, ze 150 vrchola je stupné 3 a 1000 vrcholi stupné 4 muzeme dosadit a dostaneme
3150 + 4 - 1000 = 2|E(G)|. Odtud pocet hran grafu G je |E(G)| = 91090 = 2225 Takovy graf
existuje, napiiklad 25 komponent K33 a 200 komponent K.

(b) Pocet hran grafu G je |V(G)| = 130 + 500 = 630. Z principu sudosti je Zf’g deg(v;) = 2|E(G)].
Protoze vime, ze 130 vrchola je stupné 5 a 500 vrcholi stupné 2 muzeme dosadit a dostaneme
5-130 4+ 2 - 500 = 2|E(G)|. Odtud pocet hran grafu G je |E(G)| = %0400 — 825 Takovy graf
existuje, napiiklad 13 komponent K55 a jedna komponenta Csgp.

10.5. Mdme ddn graf G, jehoZ vrcholy jsou pouze dvou riuznich stupri.
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(a)
(b)

(a)

Graf G md 10 vrcholu a 26 hran. Jestlize 4 vrcholy jsou stupné 4, jakého stupné jsou zbyvagjici vrcholy?

Graf G md 12 vrcholu a 30 hran. Jestlize 8 vrcholu je stupné 3, jakého stupné jsou zbyvajict vrcholy?

Vime, ze |V(G)| =10 a |E(G)| = 26. Oznacime si z nezndmy stupen vrcholu a dosadime do principu
sudosti ZLZ(F)' deg(v;) = 2|E(G)|. Po dosazeni zndmych stupnu vrcholu a poé¢tu hran dostdvdme
4446 -z =2-26. Odtud 6z = 36 a tedy x = 6. Zbyvajicich 6 vrcholt je stupné 6. Pomoci véty
Havla-Hakimiho lze snadno ovérit, ze takovy graf existuje.

Vime, ze |V(G)| =12 a |E(G)| = 30. Oznacime si  nezndmy stupen vrcholu a dosadime do principu
sudosti ZLZ(G” deg(v;) = 2|E(G)|. Po dosazeni zndmych stupnu vrcholu a poé¢tu hran dostdvédme
8:34+4- -2 =2-30. Odtud 4z = 36 a tedy x = 9. Zbyvajici 4 vrcholy jsou stupné 9. Pomoci véty
Havla-Hakimiho lze snadno ovérit, ze takovy graf existuje.

Mdme dan graf G.

Jestlize graf G md 35 hran, kolik miiZe mit vrcholi? Uved’te vsechny moZnosti.

Jestlize graf G md 39 hran, kolik mizZe mit vrcholi? Uved’te vsechny moZnosti.

Graf s nejvétsim poctem hran na daném poc¢tu vrcholi n je kompletni graf K,,. Pro pocet hran
K, plati |[E(K,)| = (g) Proto nejmensi mozny pocet vrcholi n s danym poctem hran 35 zjistime
vyfeSenim nerovnice (Z) > 35, kde n € N. Tedy

nn—1
=D
n(n—1) > 70
n*—n-70 > 0
(n — 8.8815)(n + 7.8815) >
n > 9.

Zaporna feSeni pochopitelné neuvazujeme. Graf ktery ma 35 hran musi mit nejméné 9 vrcholu.
Prikladem je kompletni graf Kg, ze kterého odebereme libovolnou hranu. Horni mez vsak pro pocet
vrcholu |V(G)| neni, protoze muzeme ptidavat libovolné mnoho izolovanych vrcholu.

Graf s nejvétsim poctem hran na daném poctu vrcholi n je kompletni graf K,,. Pro pocet hran K,
plati |E(K,)| = (g) Proto nejmensi mozny pocet vrcholi n s danym poctem hran 39 zjistime
vyfeSenim nerovnice (Z) > 39, kde n € N. Tedy

n(n—1
=D 5 g
nn—1) > 178
n?—n—178 >
(n —9.3459)(n + 8.3459) >
n > 10.

Zaporna feSeni pochopitelné neuvazujeme. Graf ktery ma 39 hran musi mit nejméné 10 vrchola.
Piikladem je kompletni graf Kig, ze kterého odebereme libovolnych 6 hran. Horni mez vSak pro
pocet vrcholu |V(G)| neni, protoze muzeme ptidavat libovolné mnoho izolovanych vrchola.

10.7. Na tenisovy turnaj se prihldsilo sedm hrdcéiu. KazZdy ma béhem turnaje odehrdt pravé 3 zdpasy (nebude
tedy hrdt kazdy s kazdgm). Je to mozné? Peélivé zduvodnéte.
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Tenisovy turnaj muzeme znazornit grafem, ve kterém vrcholy predstavuji hrace a hrany predstavuji zapasy.
Protoze se turnaje ma ucastnit 7 hrac¢u a kazdy hra¢ ma odehrat t¥i zdpasy musel by graf mit 7 vrcholi

stupné 3. Tedy ZLZSG” deg(v;) = 7-3 = 21 = 2|E(G)|, coz je spor s tim, ze pocet hran musi byt celé

¢islo.

Graf s lichym poc¢tem vrcholu lichého stupné neexistuje, proto neni mozné aby kazdy ze sedmi hraca

odehral v turnaji pravé tii zdpasy.

10.8.

Kolik rizngjch faktori md

(a) graf K4?
(b) graf Cs?
(c) graf Ps?

Predpokldddame, Ze rozlisujeme vrcholy (naptiklad oznacenim,).

(a)

10.9.

Faktor F' je podgraf daného grafu K4, jehoz mnozina hran E(F') je néjakou podmnozinou mnoziny
hran F(K4), a mé stejnou mnozinu vrcholu V(F) = V(K4). Poctet ruznych faktoru p, jestlize
rozliSujeme vrcholy, je roven poctu vsech ruznych podmnozin mnoziny hran E(K,). Pocet vSech
riznych podmnozin dané mnoziny je roven velikosti potenéni mnoziny, tedy p = |21F(Ka)l| = 26 = 64.
Kompletni graf na 4 vrcholech ma 64 rtznych faktori.

Faktor F' je podgraf daného grafu Cj, jehoz mnozina hran E(F') je néjakou podmnoZinou mnoziny
hran E(C5), a méa stejnou mnozinu vrcholi V(F) = V(Cs). Pocet ruznych faktoru p, jestlize
rozlisujeme vrcholy, je roven poc¢tu vsech ruznych podmnozin mnoziny hran E(Cs). Pocet vSech
riznych podmnozin dané mnoziny je roven velikosti potenéni mnoziny, tedy p = |21P(C5)l] = 25 = 32
Cyklus na 5 vrcholech m4 32 ruznych faktoru.

Faktor F' je podgraf daného grafu Ps, jehoz mnozina hran E(F') je néjakou podmnozinou mnoziny
hran F(Ps), a ma stejnou mnozinu vrcholu V(F) = V(P5). Pocet ruznych faktoru p, jestlize
rozlisujeme vrcholy, je roven pocCtu vSech ruznych podmnozin mnoziny hran FE(Ps). Pocet vSech
riznych podmnozin dané mnoziny je roven velikosti potenéni mnoziny, tedy p = [2/F(5)l| = 24 = 16.
Cesta na 5 vrcholech ma 16 ruznych faktoru.

Ezxistuje graf

(a) se stupriovou posloupnosti (6,5,3,3,3,2,2,2,1,1)?

(b) se stupriovou posloupnosti (6,4,4,3,3,2,2,2,1,1)¢

(c) se stupriovou posloupnosti

6,4,4,3,3,3,2,2,2,1)7

,
,
-

(e) se stupriovou posloupnosti (6,6,6,6,4,3,3)7

(
(
(d) se stupriovou posloupnosti (6,6,6,6,5,5,3)7
(
(

(f) se stupriovou posloupnosti (6,6,6,6,5,4,3)%

Své rozhodnuti zdivodnéte!

(a)

Pomoci véty Havel-Hakimi budeme nejdiive postupné redukovat posloupnost (6,5, 3,3,3,2,2,2,1,1)
tak dlouho, az dojdeme k posloupnosti o niz dokazeme rozhodnout, zda je nebo neni grafova.

(6,5,3,3,3,2,2,2,1,1) ~ (4,2,2,2,1,1,2,1,1) ~ (4,2,2,2,2,1,1,1,1) ~ (1,1,1,1,1,1,1,1).

K této posloupnosti jisté graf nakreslit umime. Je to osm vrcholl sparovanych ¢tyimi nezdvislymi hra-
nami. Je-li tedy posloupnost (1,1,1,1,1,1,1,1) grafovd, pak je i posloupnost (6,5,3,3,3,2,2,2,1,1)
grafova.
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(b)

Podobné jako v pfedchozim ptipadé dostaneme
(6,4,4,3,3,2,2,2,1,1) ~ (3,3,2,2,1,1,2,1,1) ~ (3,3,2,2,2,1,1,1,1) ~ (2,1,1,2,1,1,1,1) ~

(2,2,1,1,1,1,1,1) ~ (1,0,1,1,1,1,1) ~ (1,1,1,1,1,1,0),
coz je grafova posloupnost grafu Kp spolu se tfemi kopiemi Ks. Proto je i puvodni posloupnost
(6,4,4,3,3,2,2,2,1,1) grafova.
Podobné jako v pfedchozim ptipadé dostaneme

(6,4,4,3,3,3,2,2,2,1) ~ (3,3,2,2,2,1,2,2,1) ~ (3,3,2,2,2,2,2,1,1) ~ (2,1,1,2,2,2,1,1) ~

(2,2,2,2,1,1,1,1) ~ (1,1,2,1,1,1,1) ~ (2,1,1,1,1,1,1) ~ (0,0,1,1, 1, 1),

coz je grafova posloupnost grafu se dvéma kopiemi K7 spolu se dvéma kopiemi K. Proto je i puvodni
posloupnost (6,4,4,3,3,3,2,2,2,1) grafova.

Takovy graf neexistuje, protoze podle principu sudosti musi byt soucet stupnu vrcholu grafu sudé
¢islo. V nasem piipadé jeale 64+6+6+ 6+ 545+ 3 = 37, coz je liché ¢islo.

Takovy graf neexistuje, coz ukazeme uzitim Véty Havel-Hakimi. (6,6,6,6,4,3,3) ~ (5,5,5,3,2,2) ~
(4,4,2,1,1) ~ (3,1,0,0) ~ (0,—1,—1). Protoze evidentné (0, —1,—1) neni stupniovou posloupnosti
zadného grafu, tak podle Véty Havel-Hakimi neni ani posloupnost (6,6,6,6,4,3,3) stupiiovou po-
sloupnosti zadného grafu.

Takovy graf neexistuje, coz ukazeme uzitim Véty Havel-Hakimi. (6,6,6,6,5,4,3) ~ (5,5,5,4,3,2) ~
(4,4,3,2,1) ~ (3,2,1,0) ~ (1,0,—1). Protoze evidentné (1,0,—1) neni stupinovou posloupnosti
zadného grafu, tak podle Véty Havel-Hakimi neni ani posloupnost (6,6,6,6,5,4,3) stupfiovou po-
sloupnosti zadného grafu.

10.10. Rozhodnéte, zda je dand posloupnost grafovd a pokud ano, tak nakreslete graf s touto stupriovou
posloupnosti.

(a) (6,5,3,3,3,2,2,2,1,1)

(b) (4,4,3,3,2,2)

(c) (5,4,2,2,2,1)

(a)

Pomoci véty Havel-Hakimi budeme nejdiive postupné redukovat posloupnost (6,5, 3,3,3,2,2,2,1,1)
tak dlouho, az dojdeme k posloupnosti o niz dokazeme rozhodnout, zda je nebo neni grafova.

(6,5,3,3,3,2,2,2,1,1) ~ (4,2,2,2,1,1,2,1,1) ~ (4,2,2,2,2,1,1,1,1) ~ (1,1,1,1,1,1,1,1).

K této posloupnosti jisté graf nakreslit umime. Je to osm sparovanych vrcholu. Je-li tedy posloupnost
(1,1,1,1,1,1,1,1) grafova, pak je i posloupnost (6,5,3,3,3,2,2,2,1,1) grafova.

Opaénym postupem zrekonstruujeme z grafu se stupnovou posloupnosti (1,1,1,1,1,1,1,1) graf se
stuptiovou posloupnosti (6,5,3,3,3,2,2,2,1,1).

[T w W

Obrazek 10.2: Rekonstrukce grafu se stupriovou posloupnosti (6,5,3,3,3,2,2,2,1,1).
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omoci véty Havel-Hakimi ovérime, zda je nebo neni posloupnost gratova.
b) P { Havel-Hakimi { da j b { 1 fovd
(4,4,3,3,2,2) ~ (3,2,2,1,2) ~ (3,2,2,2,1) ~ (1,1,1,1)

Ztejmé posledni posloupnost grafova je a tedy i puvodni posloupnost (4,4, 3, 3,2, 2) je grafova. Zpétné
z grafu s posloupnosti (1,1, 1,1) opacnym postupem zrekonstruujeme graf se stupriovou posloupnosti
(4,4,3,3,2,2).

N R AN

Obrazek 10.3: Rekonstrukce grafu se stupriovou posloupnosti (4,4,3,3,2,2).

(¢) Pomoci véty Havel-Hakimi ovéiime, zda je nebo neni posloupnost grafova.
(5,4,2,2,2,1) ~ (3,1,1,1,0) ~ (0,0,0,0)

Ziejmeé posledni posloupnost grafova je a tedy i puvodni posloupnost (5,4, 2,2,2, 1) je grafové. Zpétné
z grafu s posloupnosti (0,0, 0,0) opacnym postupem zrekonstruujeme graf se stupiiovou posloupnosti
(5,4,2,2,2,1).

Obrézek 10.4: Rekonstrukce grafu se stupriovou posloupnosti (5,4,2,2,2,1).

10.11. Méjme k-pravidelny graf G na n vrcholech, kde k > 3. Pro jaké k a n je pocet hran grafu G ndsobek
¢isla k? Své rozhodnuti zduvodnéte!
Je-li graf G = (V, E) k-pravidelny, pak Yv € V : degg(v) = k. Proto ) . degg(v) = k|V| = 2|E|. Odtud
dostdvame |V| = % Tedy 2|E| je délitelné k.
Nyni rozlisime dva piipady:
(i) k je liché: Protoze je k > 3 liché, tak nedéli 2, tedy musi délit |E|. Pocet hran je tedy délitelny k.
(i) k je sudé: Oznacime si k = 2¢. Nyni rozlisime dva piipady.

Je-1i pocet vrcholl grafu G sudy je 2|E‘ “f‘ = |V sudé ¢&islo a % = Lg‘ je celé cislo. To znamend, ze
k déli pocet hran.
Je-li ale pocet vrcholu grafu G lichy, tak 2‘E| = ‘E| = |V] je liché &islo a proto |—‘2/| = |2£t| = % neni celé

¢islo a k nedéli pocet hran.

Jiné fesSeni:

Je-li graf G = (V, E) k-pravidelny, pak Yv € V : degg(v) = k. Proto > . degg(v) = k|V| = 2|E|. Odtud
dostavame f‘ = |‘2/|.

V]

Nyni rozlisime dva piipady. Je-li pocet vrcholu v grafu sudy (|V| je sudé éislo) potom & je celé cislo a

proto k déli |E|. Je-li pocet vrcholu v grafu lichy (|V] je liché ¢islo), potom nenf celé ¢islo a k nedéli |E|.



