Typické priklady pro zdpoctové pisemky DiM 470-2301 (Kovdr, Kovdrovd, Kubesa)  (verze: January 4, 2023)

9 ResSeni kongruenci

9.1. Pouzijte Euklidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele ndsledugicich cisel.
a) 28 a 93

Najdeme nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 28 a 93 uzitim Euklidova algoritmu.

93 = 28-3+9
28 = 9-3+1
9 = 1-940

Nejvétsi spoleény délitel éisel 28 a 93 je 1. Cisla jsou nesoudélna.
Muzeme také zapsat NSD(28,93) = 1.
b) 175 a 91

Najdéme feseni uzitim Euklidova algoritmu.

175 = 91-1+84
91 = 84-1+7
84 = T7-1240

Nejvétsi spoleény délitel ¢isel 175 a 91 je 7.
Muzeme také zapsat NSD(175,91) = 7.

9.2. Pouzijte Euklidiv algoritmus pro nalezeni Bézoutovijch koeficient.
a) Napiste NSD(243,49) jako linearni kombinaci obou éisel.

Nejprve najdeme nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 243 a 49 uzitim Euklidova algoritmu.

243 = 49-4+47
49 = 47-142
47 = 2-23+4+1
2 = 1-240

Zpétnym dosazenim z (pied)posledni rovnice dostaneme
1=1-47-2-23.
Dosazenim zbytku 2 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=1-47—(1-49—1-47)-23 =24-47 — 23 - 49.
Dosazenim zbytku 47 z ptedchoz{ rovnice dostaneme
1=(1-243—-4-49)-24 —23-49 =24 -243 — (23 4+ 4-24) - 49.
Protoze 1 = 24 - 243 — 119 - 49, tak hledané Bézoutovy koeficienty jsou 24 a —119.

b) Napiste NSD(843, 132) jako linearni kombinaci obou &isel.
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Resen{ najdeme uzitim Euklidova algoritmu.

843 = 132-6451
132 = 51-2430
51 = 30-1+21
30 = 21-149
21 9-2+3

9 = 3-3+4+0

NSD(843,133) = 3. Zpétnym dosazenim z (pfed)posledni rovnice dostaneme
3=1-21-2-9.

Dosazenim zbytku 9 z piedchozi rovnice dostaneme
3=1-21-2-(1-30—-1-21)=3-21—2-30.

Dale dosazenim zbytku 21 z pfedchozi rovnice dostaneme
3=3-(1-51-1-30)—2-30=3-51—5"-30.

Déle dosazenim zbytku 30 z pfedchozi rovnice dostaneme

3=3-51—-5-(1-132—2-51) =13-51—5-132.
A koneéné dosazenim zbytku 51 z prvni rovnice dostaneme
3=13-(1-843—-6-132) —5-132=13-843 — 83 - 132.

Protoze NSD(843,132) = 3 = 13 - 843 — 83 - 132, tak hledané Bézoutovy koeficienty jsou 13 a —83.

9.3. Najdéte inverzi ¢isla a modulo m.
a) Najdéte inverzi ¢isla 7 modulo 11.

Protoze NSD(7,11) = 1, tak inverze existuje. Inverzi uréime pomoci Euklidova algoritmu.

11 = 1-7+4
7 = 1-443
= 1-3+1
3 = 1-340
7 predposledni rovnice dostaneme
1=1-4-1-3.

Dosazenim zbytku 3 z piedchozi rovnice dostaneme
1=1-4-1-(1-7—-1-4)=2-4—-1-T7.
Dosazenim zbytku 4 z prvni rovnice dostaneme
1=2-(1-11-1-7)—-1-7=2-11-3-7.

Nyni vime
1=2-11-3-7=(=3)-7 (mod 11)
Inverze ¢isla 7 modulo 11 je ¢islo —3 =8 (mod 11).

Snadno ovéiime, ze 8- 7=56=1 (mod 11).
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b) Najdéte inverzi ¢isla 78 modulo 15.
Protoze NSD(87,15) = 3 > 1, tak inverze neexistuje.
c) Najdéte inverzi ¢isla 78 modulo 25.
Protoze NSD(78,25) = 1, tak inverze existuje. Inverzi ur¢ime pomoci Euklidova algoritmu.
78 = 25-3+3

25 = 3-8+1
3 = 1340

7 predposledni rovnice dostaneme
1=1-25-3-8.

Dosazenim zbytku 3 z prvni rovnice dostaneme
1=1-25—(1-78—-3-25)-8=25-25—8-78.

Nyni vime
1=25-25—-8-78=(-8)-78 (mod 25)

Inverze ¢isla 78 modulo 25 je ¢islo —8 =17 (mod 25).
Snadno ovéfime, ze 17-87=1326 =1 (mod 25).

9.4. Najdeéete vsechna teseni uvedené linedrni kongruence.
a) Vyfeste linedrni kongruenci 3z —4 =7 (mod 13).

Prevedeme 4 na pravou stranu.
3r =11 (mod 13)

Déle muzeme k pravé strané pficist 13 a dostaneme

3r =24 (mod 13).

Diky predchozimu kroku muzeme nyni celou kongruenci kratit ¢islem 3 nesoudélnym s modulem

x=8 (mod 13)
a dostaneme feSeni x = 13t + 8, kde t € Z.

b) =563 (mod 7)

3

Kongruenci nejprve zjednodusime. Protoze 563 = 7-80+ 3, tak obecné feseni kongruence x = 563 = 3

(mod 7) jsou vSechna ¢isla, kterd davaji zbytek 3 po déleni 7, tedy z = 7t + 3, kde ¢ € Z.

c) r=-174 (mod 12)

Kongruenci nejprve zjednodusime. Protoze —174 = —180 + 6, tak obecné feSeni kongruence =z =
—174 =6 (mod 12) jsou vSechna ¢isla, kterd davaji zbytek 6 po déleni 12, tedy x = 12t + 6, kde

teZ.

d) 2e =7 (mod 12)

Pii feSeni kongruence bychom hledali inverzi ¢isla 2 modulo 12. Avsak NSD(2,12) = 2 # 1, a proto

¢islo 2 nemad inverzi modulo 12. Kongruence nemé feseni.

Jiné FeSeni:

Vsimneme si, ze leva strana je vzdy sudé ¢islo, které po déleni 12 nikdy nemuze dat (lichy) zbytek

7. Navic v kongruenci nemuzeme ani kratit. Kongruence nemé teSeni.
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e) 2e =6 (mod 12)
Cislo 2 nem4 inverzi modulo 12, protoze NSD(2,12) = 2 # 1. Kongruenci vSak muzeme nejprve
zjednodusit. Kratime obé strany i modul ¢islem 2. Dostaneme =3 (mod 6). Obecné feseni dané
kongruence jsou vSechna ¢isla x = 6t + 3, kde t € Z.
f) 2z =13 (mod 11)
Najdeme inverzi ¢isla 2 modulo 9. Protoze NSD(2,11) = 1, tak inverze existuje. Pomoci Euklidova
algoritmu pocitame
11 = 5-241
2 = 2-1+0.
7 ptedposledni rovnice dostaneme
1=1-11-5-2.
Nyni vime
1=1-11-5-2=(-5)-2=6-2 (mod 11)
Inverze ¢isla 2 modulo 11 je ¢islo 6.

Obé strany kongruence roznasobime inverzi 6 a dostaneme

6-2r = 6-13 (mod 11)
lz = 78 (mod 11)
z = 1 (mod 11).

Obecné feSeni dané kongruence jsou vSechna ¢isla x = 11t + 1, kde t € Z.

Jiné resSeni:

Najdeme inverzi ¢isla 2 modulo 11. Vsimneme si, ze 6 -2 = 12 = 1 (mod 11), a proto ¢islo 6 je
inverzi ¢isla 2 modulo 11. Obé strany kongruence rozndsobime inverzi 6 a dostaneme

6-2r = 6-13 (mod 11)
lx = 78 (mod 11)
x = 1 (mod11).

Obecné feSeni dané kongruence jsou vSechna ¢isla x = 11t + 1, kde t € Z.
Jiné teseni:
Kongruenci nejprve zjednodusime. Ode¢teme modul 11 od pravé strany (kongruence se nezméni,
nebot 11 =0 (mod 11)). Upravime
2r = 13—11 (mod 11)
2x 2 (mod 11)
x = 1 (mod11),

kde obé strany jsme kratili ¢islem 2 nesoudélnym s modulem. Obecné feSeni dané kongruence jsou
vSechna ¢isla x = 11t + 1, kde t € Z.

9.5. Maminka klade na pekdc¢ makové buchty. Kdyz md v kaZdé radé 4 buchty, tak jedna buchta prebyud,
kdyz md v kazdé radé 5 buchet, tak 3 chybi. Vime, Ze maminka na oslavu obvykle pripravi néco mezi dvacets
a Ctyriceti buchtami. Kolik udélala maminka buchet?

Oznacime pocet buchet jako b a sestavime soustavu kongruenci, kterd pro pocet buchet dle zadani plati.
Z informace, ze kdyz jsou v kazdé fadé 4 buchty, tak jedna buchta prebyva dostaneme rovnici

b=1 (mod 4).
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Z informace, ze kdyz je v kazdé fadé 5 buchet, tak 3 buchty chybi dostaneme rovnici
b=-3 (mod5).

Tuto soustavu kongruenci vyfesime. Vyjadiime feSeni prvni kongruence b = 4t + 1, kde t € Z, a dosadime
jej do druhé kongruence. Dostaneme

b = -3 (mod5)
4t4+1 = -3 (mod 5)
4 = —4 (mod 5)

t = —1 (mod5)

t = 4 (mod5).

Reseni druhé kongruence tedy je t = 5u+ 4, kde u € Z. Reseni druhé kongruence dosadime do feseni prvni

kongruence a dostaneme
b=4t+1=40bu+4)+1=20u+17, wueZ.

V zadaném intervalu [20, 40] existuje jediné feseni b = 37.



