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8 Rekurentńı rovnice

8.1. K dané rekurentńı rovnici sestavte charakteristickou rovnici. Najděte všechny jej́ı kořeny.

a) an = 9an−1 + 22an−2

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice je

r2 − 9r − 22 = 0.

Má dva r̊uzné reálné kořeny r1 = −2, r2 = 11.

b) an = 13an−2 − 12an−3

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice je

r3 − 13r + 12 = 0.

Má tři r̊uzné charakteristické kořeny r1 = 1, r2 = 3, r3 = −4.

c) an = −9an−1 − 27an−2 − 27an−3

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice je

r3 + 9r2 + 27r + 27 = 0.

Má jeden trojnásobný kořen r0 = −3.

d) an = 12an−2 + 16an−3

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice je

r3 − 12r − 16 = 0.

Má jeden dvojnásobný kořen r1 = −2 a kořen r2 = 4.

8.2. Sestavte tvar obecného řešeńı k dané rekurentńı rovnici.

a) an = 9an−1 + 22an−2

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r2−9r−22 = 0 má dva r̊uzné reálné kořeny r1 = −2, r2 = 11. Obecné řešeńı
má tvar

an = α1(−2)n + α211
n.

b) an = 13an−2 − 12an−3

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r3 − 13r + 12 = 0 má tři r̊uzné charakteristické kořeny r1 = 1, r2 = 3,
r3 = −4. Obecné řešeńı má tvar

an = α1 + α23
n + α3(−4)n.

c) an = −9an−1 − 27an−2 − 27an−3

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r3 +9r2 +27r+27 = 0 má jeden trojnásobný kořen r0 = −3. Obecné řešeńı
má tvar

an = α1(−3)n + α2n(−3)n + α3n
2(−3)n.
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d) an = 12an−2 + 16an−3

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r3 − 12r − 16 = 0 má jeden dvojnásobný kořen r1 = −2 a kořen r2 = 4.
Obecné řešeńı má tvar

an = α1(−2)n + α2n(−2)n + α34
n.

8.3. Najděte obecné řešeńı rekurentńıch rovnic s danými počátečńımi podmı́nkami.

a) an = 9an−1 + 22an−2 pro a0 = −1, a1 = 15

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r2−9r−22 = 0 má dva r̊uzné reálné kořeny r1 = −1, r2 = 15. Obecné řešeńı
má tvar an = α1(−2)n + α211

n. Dosazeńım počátečńıch podmı́nek dostaneme soustavu rovnic

−1 = α1 + α2

15 = α1 · (−2) + α2 · 11.

Řešeńı soustavy dostaneme α1 = −2, α2 = 1. Obecné řešeńı pro n ∈ N0 je

an = (−2)(−2)n + 11n = (−2)n+1 + 11n.

b) an = 13an−2 − 12an−3 pro a0 = 2, a1 = −5, a2 = 9

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r3 − 13r + 12 = 0 má tři r̊uzné charakteristické kořeny r1 = 1, r2 = 3,
r3 = −4. Obecné řešeńı má tvar an = α1 + α23

n + α3(−4)n. Dosazeńım počátečńıch podmı́nek
dostaneme soustavu rovnic

2 = α1 + α2 + α3

−5 = α1 · 1 + α2 · 3 + α3 · (−4)

9 = α1 · 1 + α2 · 9 + α3 · 16.

Řešeńı soustavy dostaneme α1 = 2, α2 = −1, α3 = 1. Obecné řešeńı pro n ∈ N0 je

an = 2− 3n + (−4)n.

c) an = −9an−1 − 27an−2 − 27an−3 pro a0 = 2, a1 = −3, a2 = 18

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r3 + 9r2 + 27r + 27 = 0 má jeden trojnásobný kořen r0 = −3. Obecné
řešeńı má tvar an = α1(−3)n+α2n(−3)n+α3n

2(−3)n. Dosazeńım počátečńıch podmı́nek dostaneme
soustavu rovnic

2 = α1

−3 = α1 · (−3) + α2 · (−3) + α3 · (−3)

18 = α1 · 9 + α2 · 2 · 9 + α3 · 4 · 9.

Řešeńı soustavy dostaneme α1 = 2, α2 = −2, α3 = 1. Obecné řešeńı pro n ∈ N0 je

an = (2− 2n+ n2) · (−3)n.

d) an = 12an−2 + 16an−3 pro a0 = −1, a1 = 12, a2 = 28

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r3 − 12r − 16 = 0 má jeden dvojnásobný kořen r1 = −2 a kořen r2 = 4.
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Obecné řešeńı má tvar an = α1(−2)n+α2n(−2)n+α34
n. Dosazeńım počátečńıch podmı́nek dostaneme

soustavu rovnic

−1 = α1 + α3

12 = α1 · (−2) + α2 · (−2) + α3 · 4
28 = α1 · 4 + α2 · 8 + α3 · 16.

Řešeńı soustavy dostaneme α1 = −3, α2 = 1, α3 = 2. Obecné řešeńı pro n ∈ N0 je

an = (−3 + n) · (−2)n + 2 · 4n.

8.4. Sestavte tvar partikulárńıho řešeńı k dané nehomogenńı rekurentńı rovnici.

a) an = 5an−1 − 6an−2 + (2− n)3n

Jedná se o lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Cha-
rakteristická rovnice přidružené homogenńı rovnice r2 − 5r + 6 = 0 má dva kořeny r1 = 2 a r2 = 3.
Protože základ 3 je kořenem charakteristické rovnice, tak partikulárńı řešeńı má tvar

a(p)n = (cn+ d)n3n.

b) an = 5an−1 − 6an−2 + (2− n)4n

Jedná se o lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Cha-
rakteristická rovnice přidružené homogenńı rovnice r2 − 5r + 6 = 0 má dva kořeny r1 = 2 a r2 = 3.
Protože základ 4 neńı kořenem charakteristické rovnice, tak partikulárńı řešeńı má tvar

a(p)n = (cn+ d)4n.

c) an = 6an−1 − 9an−2 + n23n

Jedná se o lineárńı homogenńı rekurentńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Př́ıslušná
charakteristická rovnice r2 − 6r + 9 = 0 má jeden dvojnásobný kořen r1 = r2 = 3. Protože základ 3
je dvojnásobným kořenem charakteristické rovnice, tak partikulárńı řešeńı má tvar

a(p)n = (cn2 + dn+ e)n23n.

8.5. Budeme lepit ozdobnou řadu kachliček o rozměru 1× n čtverečk̊u. K dispozici máme

• kachličky šesti r̊uzných barev o rozměru 1× 1 čtvereček a

• kachličky sedmi r̊uzných barev o rozměru 1× 2 čtverečky.

Kolika zp̊usoby m̊užeme vykachličkovat řadu kachliček o rozměru 1×n kachliček? Sestavte rekurentńı vztah
k úloze a najděte obecný tvar řešeńı rekurence.

Sestav́ıme rekurentńı vztah udávaj́ıćı počet r̊uzných vykachličkováńı řady n čtverečk̊u. Tento počet po-
sloupnost́ı kachliček označ́ıme kn.

Pro n = 1 můžeme podle zadáńı sestavit 6 r̊uzných
”
řad“, proto k1 = 4.

Pro n = 2 můžeme podle zadáńı sestavit 6 ·6 = 36 r̊uzných posloupnost́ı dvou kachliček o rozměru 1×1
čtvereček nebo 7 kachliček o rozměru 1 × 2 čtverečky. Celkem máme 36 + 7 = 43 r̊uzných posloupnost́ı
znak̊u, proto k2 = 43.

Pro obecné n > 2 rozlǐśıme dvě možnosti podle toho, zda posledńı nalepená kachlička má rozměr 1× 1
čtvereček 1× 2 čtverečky.

Pokud je posledńı kachlička o rozměru 1 × 1 čtvereček, tak předchoźı kachličky zab́ıraj́ı 1 × (n − 1)
čtverečk̊u a existuje kn−1 takových posloupnost́ı, za které můžeme přilepit některou ze 6 kachliček 1 × 1.
Pokud je posledńı kachlička o rozměru 1×2 čtverečky, tak předchoźı kachličky zab́ıraj́ı 1×(n−2) čtverečk̊u
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a existuje kn−2 takových posloupnost́ı, za které můžeme přilepit některou z 7 kachliček 1× 2. Dostaneme
rekurentńı formuli

kn = 6kn−1 + 7kn−2.

a počátečńı podmı́nky k1 = 6, k2 = 43.
Z rekurentńı rovnice kn = 6kn−1 + 7kn−2 sestav́ıme charakteristickou rovnici

r2 − 6r − 7 = 0,

kde r je reálná proměnná. Rovnici vyřeš́ıme

r1,2 =
6±

√
36− 4 · 1 · (−7)

2
=

6±
√
64

2
=

6± 8

2
.

Charakteristické kořeny jsou r1 = 7, r2 = −1. Obecný tvar řešeńı rekurentńı rovnice je

kn = α1 · rn1 + α2 · rn2 = α17
n + α2(−1)n

8.6. Budeme lepit ozdobnou řadu kachliček o rozměru 1× n čtverečk̊u. K dispozici máme

• kachličky šesti r̊uzných barev o rozměru 1× 1 čtvereček a

• kachličky sedmi r̊uzných barev o rozměru 1× 2 čtverečky.

Kolika zp̊usoby m̊užeme vykachličkovat řadu kachliček o rozměru 1 × n kachliček? Vı́me, že obecný tvar
řešeńı rekurentńı rovnice je

kn = α17
n + α2(−1)n

Najděte řešeńı rekurence.

Abychom určili koeficienty α1, α2, sestav́ıme rovnice dle výchoźıch podmı́nek.

k1 = α1 · r11 + α2 · r12
k2 = α1 · r21 + α2 · r22

Dosad́ıme k1 = 6, k2 = 43 a dostaneme

6 = α1 · 7 + α2 · (−1)

43 = α1 · 49 + α2 · 1.

Řešeńı soustavy (např́ıklad sč́ıtaćı metodou) dostaneme

α1 =
49

56
=

7

8
, α2 =

1

8
.

Řešeńı pro n ∈ N0 je

kn =
7

8
· 7n +

1

8
· (−1)n.


