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8 Rekurentni rovnice

8.1. K dané rekurentni rovnici sestavte charakteristickou rovnici. Najdéte vSechny jeji koteny.

2)

an = 90,1+ 22a,_9

Jednd se o linedrni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. P¥islusna
charakteristicka rovnice je
r?2 —9r —22=0.

M4 dva ruzné redlné koteny r; = —2, ro = 11.
an = 13a,_2 — 12a,_3

Jedna se o linearni homogenni rekurentni rovnici tiettho fddu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristicka rovnice je
r® —13r + 12 = 0.

Ma tfi rizné charakteristické koteny 1 =1, ro = 3, r3 = —4.
ap = —9an_1 — 27ap_9 — 27a,_3

Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici tfetitho fddu s konstantnimi koeficienty. Ptislusna
charakteristicka rovnice je
% +9r® + 271 + 27 = 0.

M3 jeden trojnasobny kotfen ry = —3.
an = 12a,,_o + 16a,,_3

Jednd se o linedarni homogenni rekurentni rovnici t¥ettho fadu s konstantnimi koeficienty. Ptislusnd
charakteristicka rovnice je
r? —12r — 16 = 0.

M3 jeden dvojnasobny kofen r; = —2 a kofen 19 = 4.

8.2. Sestavte tvar obecného Teseni k dané rekurentni rovnics.

a)

ap = 90/11—1 + 22&%—2

Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice 12 — 97 — 22 = 0 m4 dva rtizné realné kofeny r; = —2, 7o = 11. Obecné feseni
ma tvar

an = a1(—2)" + axl1™.

an = 13a,_2 — 12a,_3

Jedna se o linearni homogenni rekurentni rovnici tfettho faddu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice 3 — 13r + 12 = 0 mé tii rizné charakteristické koteny r; = 1, ro = 3,
r3 = —4. Obecné feSeni ma tvar

an = aj + 3" + az(—4)".

anp = —9a,-1—27ap_9 — 27a,_3

Jednd se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Ptislusna
charakteristickd rovnice 73 4+ 972 + 27r + 27 = 0 m4 jeden trojnasobny kofen rg = —3. Obecné feseni
ma tvar

an = a1(—3)" 4+ agn(—3)" + azn?(—3)".
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d)

ay = 12a,_9 + 16a,_3

Jednd se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Pislusna
charakteristickd rovnice 3 — 12r — 16 = 0 m4 jeden dvojnisobny kofen r; = —2 a kofen 75 = 4.
Obecné feSeni ma tvar

an = a1(—2)" + agn(—2)" + az4".

8.3. Najdéte obecné teseni rekurentnich rovnic s danymi pocdtecnimi podminkams.

a)

an =9a,-1 4+ 22a,_9 proag = —1, a; =15

Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice 12 — 97 — 22 = 0 m4 dva rtizné realné kofeny r; = —1, 7o = 15. Obecné feseni
ma tvar a, = a1(—2)" + az11™. Dosazenim pocatec¢nich podminek dostaneme soustavu rovnic

-1 = a1+t
15 = op-(=2)4ay-11.

Reseni soustavy dostaneme a; = —2, ap = 1. Obecné feSeni pro n € Ny je

an = (=2)(=2)" 4 11" = (=2)" + 11",

ap = 13a,_9 — 12an,_3 proag =2, a1 = —5, a2 =9

Jednd se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Ptislusnd
charakteristickd rovnice 73 — 13r + 12 = 0 mé tii rizné charakteristické kofeny r; = 1, rp = 3,
rg = —4. Obecné feseni ma tvar a, = a; + @23"™ + a3(—4)". Dosazenim pocatecnich podminek
dostaneme soustavu rovnic

2 = art+as+as
—5 = 041~1+042‘3+Oé3‘(—4)
9 = a1-1+a2‘9+a3‘16.

Resen{ soustavy dostaneme a; = 2, as = —1, a3 = 1. Obecné Feseni pro n € Ny je

p =2 — 3" + (—4)".

anp = —9a,-1 —27ap_9 — 27a,_3 pro ag = 2, a1 = —3, as = 18

Jednd se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Ptislusna
charakteristickd rovnice 73 4+ 9r2 + 27r + 27 = 0 m4 jeden trojnisobny kofen ry = —3. Obecné
feSenf m4 tvar a, = a1(—3)" + aan(—3)" 4+ aszn?(—3)". Dosazenim pocatecnich podminek dostaneme
soustavu rovnic

2 = o
-3 = a1 (-3)+az-(—3)+a3z-(—3)
18 = a1-9+a2-2-9+a3-4-9.

Reseni soustavy dostaneme a1 = 2, as = —2, ag = 1. Obecné feSeni pro n € Ny je

an = (2 —2n+n?) - (=3)".

an = 12a,_9 + 16a,_3 pro ag = —1, a1 = 12, as = 28

Jednd se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Ptislusna
charakteristickd rovnice 3 — 12r — 16 = 0 m4 jeden dvojnasobny kofen r; = —2 a kofen ry = 4.
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Obecné Feseni ma tvar a,, = a1 (—2)"+aon(—2)"+az4™. Dosazenim pocéteénich podminek dostaneme
soustavu rovnic

-1 = a1+as
12 al-(—2)—|—a2'(—2)+0z3-4
28 = a1-44+ -84+ az-16.

Reseni soustavy dostaneme a3 = —3, as = 1, ag = 2. Obecné feSeni pro n € Ny je

an = (—3+n)-(=2)"+2-4"

8.4. Sestavte tvar partikuldrniho reSend k dané nehomogenni rekurentni rovnici.
a) ap = bap—1 — 6ay_o+ (2 —n)3"

Jednda se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Cha-
rakteristickd rovnice pfidruzené homogenni rovnice 2 — 5r + 6 = 0 mé dva kofeny r; = 2 a ro = 3.
Protoze zéklad 3 je kofenem charakteristické rovnice, tak partikularni feSeni ma tvar

aP) = (en + d)n3™.

b) a, = 5an—1 — 6a,—2 + (2 —n)4"

Jednd se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Cha-
rakteristickd rovnice pfidruzené homogenni rovnice 72 — 5r + 6 = 0 m4a dva kofeny 71 = 2 a 75 = 3.
Protoze zéklad 4 neni kofenem charakteristické rovnice, tak partikularni feSeni ma tvar

a'P) = (en + d)4™.

¢) an = 6a,_1 — 9a,_o +n?3"

Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Ptislusna
charakteristickd rovnice 2 — 6r + 9 = 0 mé jeden dvojnasobny kofen r; = ro = 3. Protoze zéklad 3
je dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice, tak partikularni feSeni mé tvar

al?) = (en® 4 dn + e)n?3™.

n

8.5. Budeme lepit ozdobnou tadu kachlicek o rozmeéru 1 x n étverecku. K dispozici mdme
e kachlicky Sesti ruznych barev o rozméru 1 x 1 étverecek a
e kachlicky sedmi riznigjch barev o rozméru 1 x 2 ctverecky.

Kolika zpusoby mizeme vykachlickovat Tadu kachlicek o rozméru 1 x n kachlicek? Sestavte rekurentni vztah
k uloze a najdéte obecny tvar Tesend rekurence.

Sestavime rekurentni vztah udévajici pocet ruznych vykachlickovani fady n ¢tverecka. Tento pocet po-
sloupnosti kachlicek oznacime k.

Pro n = 1 muzeme podle zadani sestavit 6 ruznych ,fad“, proto k1 = 4.

Pro n = 2 muzeme podle zadani sestavit 6-6 = 36 ruznych posloupnosti dvou kachli¢ek o rozmeéru 1 x 1
¢tverecek nebo 7 kachlicek o rozméru 1 x 2 étverecky. Celkem méame 36 + 7 = 43 rtiznych posloupnosti
znaku, proto ko = 43.

Pro obecné n > 2 rozlisime dvé moznosti podle toho, zda posledni nalepend kachlicka m4 rozmeér 1 x 1
ctverecek 1 x 2 ¢tverecky.

Pokud je posledni kachlicka o rozméru 1 x 1 ¢tverecek, tak predchozi kachlicky zabiraji 1 x (n — 1)
¢tverecku a existuje k,_1 takovych posloupnosti, za které muzeme ptilepit nékterou ze 6 kachlicek 1 x 1.
Pokud je posledni kachli¢ka o rozméru 1 x 2 étverecky, tak predchozi kachlicky zabiraiji 1 x (n —2) étverecka
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a existuje k,_s takovych posloupnosti, za které muzeme ptilepit nékterou z 7 kachlicek 1 x 2. Dostaneme
rekurentni formuli
kyn, = 6kp_1 + Tkn_o.

a pocatecni podminky k1 = 6, ko = 43.
7 rekurentni rovnice k, = 6k, _1 + 7k,_o sestavime charakteristickou rovnici

2 —6r—7=0,

kde r je redlnd proménnd. Rovnici vyfesime

6+,36—4-1-(-7) 664 6+£8
2 22

1,2 =
Charakteristické kofeny jsou ry = 7, 72 = —1. Obecny tvar feSeni rekurentni rovnice je

kn=ai-r +ag-ry =a17" + ag(—1)"

8.6. Budeme lepit ozdobnou Tadu kachlicek o rozmeéru 1 x n étverecku. K dispozici mdme
e kachlicky Sesti ruznych barev o rozméru 1 x 1 étverecek a
o kachlicky sedmi riznijch barev o rozméru 1 x 2 ¢tverecky.

Kolika zpusoby muzeme vykachlickovat Tadu kachlicek o rozméru 1 x n kachlicek? Vime, Ze obecny tvar
resent rekurentni rovnice je

knp = o1 7" + OéQ(-l)n
Najdéte reSeni rekurence.

Abychom uréili koeficienty a7, as, sestavime rovnice dle vychozich podminek.

1 1
k — aq - T] - Oéjg N T2
2 2

Dosadime k1 = 6, ko = 43 a dostaneme

6 = a1-7—1—a2-(—1)
43 = a1-49+as- 1.

Resen{ soustavy (napifklad s¢itaci metodou) dostaneme

49 7 1
“TE 8 T w
Reseni pro n € Ny je
1
kp=-=-T"+—--(-1)"



