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7 Dirichletav princip

7.1. 'V krabici je dostateéné mmnozstvi kulicek péti ruznijch barev: éervené, modré, zelené, Zluté a fialové.
Kolik nejméné musime vytahnout kulicek, abychom méli jistotu, Ze mdame alespon dvé kulicky stejné barvy?

Vyuzijeme Dirichletav princip. Pfihrdadky budou odpovidat jednotlivim barvim, méjme tedy pét
prihradek. Jestlize bude kulic¢ek vice nez prihradek, tak podle Dirichletova principu pfi rozdélovani kulicek
do ptihradek budou v alespon jedné piihrddce alesponi dvé kulicky. Potfebujeme vytahnout alespoin 5+1 = 6
kulicek.

7.2. Ukazte, Ze v mnoziné libovolngch 12 celych cisel existuje alesporn jedna takovd dvojice éisel, jejichZ
rozdil je délitelny ¢islem 10.

Rozdélime libovolnou mnozinu 12 celych ¢isel do 10 pfihrddek podle toho, jaky davaji zbytek po déleni
¢islem 10. Dle Dirichletova principu jsou v alespon jedné piihradce alespon dvé ¢isla (dokonce je vice
takovych ptihradek nebo je vice ¢isel v piihradce), kterd davaji stejny zbytek po déleni ¢islem 10. Rozdil
dvou ¢isel ze stejné piihradky je pak nasobkem c¢isla 10.

7.8. Méyme osm libovolnijch prirozengch cisel. Dokazte, Ze jsou mezi nimi alespont dvé, jejichZ rozdil je
délitelny sedmi.

Rozdélime libovolnou mnozinu 8 pfirozenych ¢isel do 7 pfihrddek podle toho, jaky davaji zbytek po déleni
¢islem 7. Dle Dirichletova principu jsou v alespon jedné prihradce alespon dvé cisla, kterd davaji stejny
zbytek po déleni ¢islem 7. Rozdil dvou ¢isel ze stejné prihradky je pak nasobkem éisla 7.

7.4. Ve tridé je 27 studenti. Pro¢ muzeme tvrdit, Ze nékteri tri studenti magi jisté narozeniny ve stejném
meésici?

Vyuzijeme zobecnény Dirichlettv princip. Pfihrddky budou odpovidat mésicim v roce, méjme tedy dvanact
prihradek. Jestlize bude studentu vice nez dvojnasobek piihradek, tak podle zobecnéného Dirichletova
principu budou pii rozdélovani studentt do prihradek v alespon jedné piihradce alespon tii studenti. Tito
studenti budou mit narozeniny ve stejném meésici. Je-li ve t¥idé alespon 2-12+ 1 = 25 studentu, tak takova
situace musi nastat. Studentu je 27, tedy dokonce vice nez 25, proto jisté néktefi ti¥i maji narozeniny
ve stejném mésici.

7.5. 'V krabici jsou kulicky étyr ruznijch barev: 50 éervenych, 60 modrijch, 30 zelenych a 10 Zlutych. Kolik
nejméné musime vytahnout kulicek, abychom meéli jistotu

a) ze mame alespon dvé kulicky stejné barvy?

Vyuzijeme Dirichletuv princip. Pfihrddky budou odpovidat barvdam kulicek, méjme tedy Ctyfi
prihradky. Jestlize bude kulicek vice nez prihradek, tak podle Dirichletova principu budou
pii rozdélovani kulicek do prihradek v alespon jedné piihradce alespon dvé kulicky (stejné barvy).
Proto sta¢i vybrat 4 + 1 = 5 kulicek.

b) ze mame alespon tii kulicky stejné barvy?

Vyuzijeme zobecnény Dirichletiv princip. Prihradky budou odpovidat barvam kulicek, méjme tedy
¢tyti prihradky. Jestlize bude kulicek vice nez dvojnasobek piihradek, tak podle zobecnéného Di-
richletova principu budou pfi rozdélovani kulicek do ptihradek v alespon jedné piihradce alespon tii
kulicky (stejné barvy). Proto staci vybrat 2 -4 + 1 = 9 kulicek.

c) ze mame alespon ¢tyii kulicky stejné barvy?

Vyuzijeme zobecnény Dirichlettiv princip. Pfihrddky budou odpovidat barvam kulicek, méjme tedy
Ctyti prihradky. Jestlize bude kuli¢ek vice nez trojnasobek piihradek, tak podle zobecnéného Di-
richletova principu budou pii rozdélovani kulicek do ptihrddek v alespon jedné ptihradce alespon
¢tyti kulicky (stejné barvy). Proto stacéi vybrat 3 -4 + 1 = 13 kulicek.
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d) ze méme alespon jednu modrou kulicku?

Uvéazime nejhorsi pfipad. Pokud vybereme vSechny kulicky jinych barev, tak muzeme vybrat az
50 4+ 30 4+ 10 = 90 kulicek. Jestlize vSak vytdhneme alesponi 90 + 1 = 91 kulicek, alespori jedna z nich
musi byt modra.

e) ze mame alespon dvé zluté kulicky?

Uvazime nejhorsi piipad. Pokud vybereme vsechny kulicky jinych barev, tak muzeme vybrat az
50+ 60430 = 140 kulicek. Jestlize vsak vytahneme alespon 140+ 2 = 142 kuli¢ek, alespon dvé z nich
musi byt zluté.

f) ze mame kulicky alespon dvou ruznych barev?

Uvéazime nejhorsi piipad. Pokud vybereme vsechny kulicky modré kulicky, tak muzeme vytahnout
60 kulicek a budeme mit kulicky pouze jedné barvy. Jestlize vSak vytahneme alespon 60 + 1 = 61
kuliéek, alespon dvé z nich musi mit riznou barvu.

7.6. Mize mit po péti kolech ceské fotbalové ligy kazdy tym jing pocet bodu? Tymi je 16, za vghru jsou 3
body, za remizu 1 bod. Predpokladdme, Ze Zdadny tym medostane trest v podobé odpoctu bodul.

Kazdy tym rtzny pocet bodi mit nemtze. Minimum je 0 bodi, maximum 15 bodiu, to ddvé zdanlivé 16
moznosti. Neni ale mozné v 5 kolech ziskat 14 bodu, protoze za 5 vyher je 15 bodu a za 4 vyhry a 1 remizu
je jen 13 bodi. Ctrnéct bodi je mozno ziskat za 4 vyhry a 2 remizy, piipadné za méné vyher, ale jesté
vice remiz, aviak zaddna takovd moznost nenastane po péti zapasech. Pocet riiznych moznych bodovych
zisku je tedy nejvyse 15. (Je 15 moznosti piipustnych poctu bodu, kazdou dalsi moznost jiz 1ze dosdhnout.)
Za ptihradky Dirichletova principu ozna¢ime mozné pocéty bodu, kterych je nejvyse 15, pficemz tymu je
v lize 16 plyne. Proto z Dirichletova principu plyne, Ze alesponi 2 tymy budou mit po 5 kolech shodny pocet
bodi.

7.7. Méjme posloupnost (nikoliv mnozinu) deseti celjch cisel ay,aq,...,a19. Ukazte, Ze néktery soucet
po sobé jdoucich cleni a;, a1, ... a5, kde 1 <@ < j <10 je délitelny cislem 10.

Sestavime deset souctu

S1 = aq

So = a1+az

s3 = a1 +az+as

S10 = a1 +taz+---+ap
Jestlize néktery z téchto souctu si,ss,...,s10 je délitelny &islem 10, je tento soucet hledanym feSenim.
Jinak soucty musi ddvat po déleni 10 nékteré z deviti zbytku 1,2,...,9. Déle uzijeme Dirichletiiv princip.

Piihradky budou oznacovat ruzné zbytky, kterych je nejvyse 9 a rozdélime do nich soucty, kterych je 10.
Proto v nékteré piihrddce budou alespon dva soucty (napiiklad s;, s; pro i < j), které davaji stejny zbytek
po déleni 10. To ale znamend, Ze rozdil s; — s; = aj41 +ajy2 +- - -+ a; ddva zbytek 0 po déleni 10. Hledané
feSen{ je pak soucet a;11 + a;j12 + -+ + aj;.



