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5 Pravděpodobnost

5.1. Jiř́ı má v šupĺıku rozházených osm pár̊u ponožek, dva páry jsou černé, dva páry modré, dva páry hnědé
a dva páry zelené. Jiř́ı náhodně vytáhne dvě ponožky.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vytáhne hnědý pár ponožek?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vytáhne pár ponožek ve stejné barvě?

Sestav́ıme pravděpodobnostńı prostor, který modeluje vytažeńı dvou ponožek ze šupĺıku. Elementárńı jevy
jsou všechny možné dvojice ponožek, přičemž nerozlǐsujeme pořad́ı vytažených ponožek.

Ω = {{p1, p2} : p1, p2 jsou dvě ponožky}

Plat́ı |Ω| = C(16, 2) =
(
16
2

)
= 16·15

2 = 120. Všech ponožek je 16 a předpokládáme, že každá ze 120 dvojic
má stejnou šanci být vytažena. Proto je odpov́ıdaj́ıćı prostor (Ω, P ) uniformńı.

(a) Jev A
”
Jǐŕı vytáhne hnědý pár ponožek“ je taková podmnožina A ⊆ Ω, která obsahuje dvojice

hnědých ponožek.
A = {{p1, p2} : p1, p2 jsou dvě hnědé ponožky}

Takových dvojic je |A| = C(4, 2) = 6. Protože uvedený pravděpodobnost́ı prostor je uniformńı,

můžeme určit P (A) = |A|
|Ω| =

6
120 = 1

20 .

(b) Jev B
”
Jǐŕı vytáhne pár ponožek ve stejné barvě“ je taková podmnožina B ⊆ Ω, která obsahuje

dvojice ponožek stejné barvy. Mohou být černé, modré, hnědé, nebo zelené.

B = {{p1, p2} : p1, p2 jsou dvě ponožky stejné barvy}

Takových dvojic je |B| = 4C(4, 2) = 4 · 6 = 24. Protože uvedený pravděpodobnost́ı prostor je

uniformńı, můžeme určit P (B) = |B|
|Ω| =

24
120 = 1

5 .

5.2. Jiř́ı má v šupĺıku rozházených devět pár̊u ponožek, dva páry jsou černé, tři páry modré, tři páry hnědé
a jeden pár zelený. Jiř́ı náhodně vytáhne dvě ponožky.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vytáhne hnědý pár ponožek?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vytáhne pár ponožek ve stejné barvě?

Sestav́ıme pravděpodobnostńı prostor, který modeluje vytažeńı dvou ponožek ze šupĺıku. Elementárńı jevy
jsou všechny možné dvojice ponožek, přičemž nerozlǐsujeme pořad́ı vytažených ponožek.

Ω = {{p1, p2} : p1, p2 jsou dvě ponožky}

Pravděpodobnostńı prostor (Ω, P ) je uniformńı a plat́ı |Ω| = C(18, 2) = 153.

(a) Jev A
”
Jǐŕı vytáhne hnědý pár ponožek“ je taková podmnožina A ⊆ Ω, která obsahuje dvojice

hnědých ponožek.
A = {{p1, p2} : p1, p2 jsou dvě hnědé ponožky}

Takových dvojic je |A| = C(6, 2) = 15. Protože uvedený pravděpodobnost́ı prostor je uniformńı,

můžeme určit P (A) = |A|
|Ω| =

15
153 = 5

51 .

(b) Jev B
”
Jǐŕı vytáhne pár ponožek ve stejné barvě“ je taková podmnožina B ⊆ Ω, která obsahuje

dvojice ponožek stejné barvy. Mohou být černé, modré, hnědé, nebo zelené.

B = {{p1, p2} : p1, p2 jsou dvě ponožky stejné barvy}

Takových dvojic je (podle počtu ponožek jednotlivých barev)

|B| = C(4, 2) + C(6, 2) + C(6, 2) + C(2, 2) =

(
4

2

)
+

(
6

2

)
+

(
6

2

)
+

(
2

2

)
= 6 + 15 + 15 + 1 = 37.

Protože uvedený pravděpodobnost́ı prostor je uniformńı, můžeme určit P (B) = |B|
|Ω| =

37
153 .
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5.3. Máme baĺıček 32 hraćıch karet a náhodně je zamı́cháme. Jaká je pravděpodobnost, že:

(a) prvńı čtyři karty jsou esa?

(b) prvńı čtyři karty lze uspořádat do postupky 7,8,9,10 v jedné barvě?

(c) prvńı čtyři karty lze uspořádat do postupky kluk, dáma, král, eso, přičemž mohou býti i v r̊uzných
barvách?

(d) všechny karty jsou seřazeny stř́ıdavě červená, černá, červená, černá,. . . atd.?

Sestav́ıme pravděpodobnostńı prostor, který modeluje výběr prvńıch čtyř karet. Elementárńı jevy jsou
všechny možné čtveřice karet a každá má stejnou pravděpodobnost.

Ω = {{k1, k2, k3, k4} : k1, k2, k3, k4 jsou r̊uzné karty}

Takový pravděpodobnostńı prostor je uniformńı a plat́ı |Ω| = C(32, 4) =
(
32
4

)
= 35960.

(a) Jev A obsahuje jedinou možnost, jak z 32 karet vybrat čtveřici esa. Plat́ı |A| = 1. Hledaná

pravděpodobnost je P (A) = |A|
|Ω| =

1

(324 )
= 1

35960 .

(b) Jev A je tvořen čtyřmi čtveřicemi, které odpov́ıdaj́ı vybrané čtveřici 7, 8, 9, 10. Pro každou z jedné

ze čtyř barev je čtveřice jediná. Plat́ı |A| =
(
4
1

)
. Hledaná pravděpodobnost je P (A) = |A|

|Ω| =
4

(324 )
=

4
35960 = 1

8990 .

(c) Jev A je tvořen čtveřicemi J, Q, K, A v r̊uzných barvách. Každou hodnotu můžeme nezávisle vybrat

ze čtyř barev, proto takových čtveřic je |A| =
(
4
1

)4
. Hledaná pravděpodobnost je P (A) = |A|

|Ω| =
(41)

4

(324 )
=

44

35960 = 32
4495 .

(d) Sestav́ıme jiný pravděpodobnostńı prostor Ω′, který obsahuje r̊uzná možná pořad́ı černých a červených
karet, přičemž nerozlǐsujeme hodnoty karet. Existuje |Ω′| =

(
32
16

)
možnost́ı, jak vybrat které karty

v posloupnosti 32 karet jsou červené. Mezi nimi je jen jedna, která odpov́ıdá zadáńı. Proto P (A) =
|A|
|Ω′| =

1

(3216)
= 1

601080390 .

Jiné řešeńı:
Sestav́ıme pravděpodobnostńı prostor, který je výrazně větš́ı a který modeluje rozmı́cháńı celého baĺıčku ka-
ret. Elementárńı jevy jsou všechna možná rozmı́cháńı baĺıčku 32 karet a každé má stejnou pravděpodobnost
1
32! .

Ω = {(k1, k2, . . . , k32) : k1, k2, . . . , k32 jsou r̊uzné karty}

Takový pravděpodobnostńı prostor je uniformńı a plat́ı |Ω| = P (32) = 32!.

(a) 4 esa můžeme na prvńı čtyři pozice umı́stit P (4) = 4! zp̊usoby a zbývaj́ıćıch 28 karet můžeme
zamı́chat P (28) = 28! zp̊usoby. Tedy počet zamı́cháńı, kde jsou prvńı čtyři karty esa je 4!28!, proto
P (A) = 4!28!

32! = 1
35960 .

(b) Máme P (4) ·4 ·P (28) = 4! ·4 ·28! možnost́ı zamı́cháńı, kde prvńı čtyři karty jsou 7,8,9,10 v libovolném
pořad́ı v jedné barvě. Tedy P (A) = 4!·4·28!

32! = 1
8990 .

(c) Máme V (4, 4) = 44 možnost́ı, jak na prvńıch čtyřech pozićıch vytvořit postupku J,Q,K,A. Ke každé
takto vytvořené postupce je 28! možnost́ı jak zamı́chat zbývaj́ıćıch 28 karet a 4! možnost́ı jak je
uspořádat. Tedy P (A) = 44·4!·28!

32! = 96
13485 = 32

4495 .

(d) Jev A obsahuje všechna rozmı́cháńı, kde se pravidelně stř́ıdaj́ı červené a černé karty. Takových
rozmı́cháńı je |A|. Nejdř́ıve rozmı́st́ıme 16 červených karet na liché pozice, tj. 16! možnost́ı.
Ke každému takovému rozmı́stěńı červených karet máme 16! možnost́ı, jak rozmı́stit 16 černých

karet. Tedy P (A) = (16!)2

32! = 1
601080390 .
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5.4. Háźıme čtyřikrát šestistěnnou hraćı kostkou. Já jsem vsadil na možnost, že padne právě jedna šestka
a m̊uj protivńık, že nepadne žádná šestka. Kdo z nás dvou má věťśı pravděpodobnost výhry?

Zkonstruujme konečný uniformńı pravděpodobnostńı prostor Ω, který popisuje všechny možné hody čtyřmi
kostkami. Plat́ı Ω = [1, 6]4 = {(x1, x2, x3, x4) : xi ∈ [1, 6] ∧ i = 1, 2, 3, 4} a tedy |Ω| = 64. Uspořádaných
čtveřic, které neobsahuj́ı 6 je |B| = 54 a uspořádaných čtveřic, které obsahuj́ı přesně jednu šestku je

|A| = 4 · 53. Tedy pravděpodobnost, že vyhraje protivńık je P (B) = |B|
|Ω| = 54

64
a pravděpodobnost, že

vyhraji já je P (A) = |A|
|Ω| =

4·53
64

. A vid́ıme, že 54

64
> 4·53

64
.

5.5. Háźıme třemi šestistěnnými hraćımi kostkami a sledujeme součet hozených hodnot. Jaká je
pravděpodobnost, že je součet

(a) 6?

(b) lichý?

(c) sudý?

Sestav́ıme konečný uniformńı pravděpodobnostńı prostor, který popisuje všechny možné výsledky pro tři
r̊uzné kostky. Máme Ω = {(x1, x2, x3) ∈ N3|1 ≤ xi ≤ 6, i = 1, 2, 3}, přičemž každý elementárńı jev má
stejnou pravděpodobnost 1

63
. Plat́ı |Ω| = 63.

(a) Jev A, kdy součet hozených hodnot je 6, je podmnožina A ⊆ Ω všech uvedených uspořádaných
trojic, kde x1 + x2 + x3 = 6. V úvahu přicházej́ı tyto trojice č́ısel 1, 1, 4 resp. 1, 2, 3 resp. 2, 2, 2, z
nichž vytvoř́ıme 3!

2! +3!+1 = 10 uspořádaných trojic. Proto |A| = 10. Tedy P (A) = 10
63

= 5
22·33 = 5

108 .

(b) Jev B, že padne lichý součet x1 + x2 + x3 odpov́ıdá uspořádaným trojićım, kdy je bud’ právě jeden
sč́ıtanec lichý nebo jsou všechny tři sč́ıtance liché.

Nejprve urč́ıme počet trojic, které maj́ı přesně jednu složku lichou. Lichý sč́ıtanec je jeden ze tř́ı,
tj.

(
3
1

)
možnost́ı, pak máme vždy V ∗(3, 2) = 32 možnost́ı, jak sudými č́ısly doplnit zbývaj́ıćı 2 pozice.

Tedy uspořádaných trojic (x1, x2, x3), které obsahuj́ı přesně jedno liché č́ıslo, je
(
3
1

)
· 32 = 34.

Snadno zjist́ıme, že uspořádaných trojic (x1, x2, x3), které obsahuj́ı jen liché složky, je |B| − 33.

Tedy uspořádaných trojic (x1, x2, x3), kde x1 + x2 + x3 je liché č́ıslo, bude 34 + 33 = 4 · 33. Proto
P (B) = |B|

|Ω| =
4·33
63

= 22·33
23·33 = 1

2 .

Jiné řešeńı:

Vezmeme (uniformńı) pravděpodobnostńı prostor všech hod̊u Ω = {(i, j, k) : 1 ≤ i, j, k ≤ 6}. Je
zřejmé, že množina S všech hod̊u se sudým součtem a množina L všech hod̊u s lichým součtem
tvoř́ı rozklad Ω. Ukážeme, že |S| = |L|, protože ke každému hodu se sudým součtem na horńıch
stěnách odpov́ıdá právě jeden hod s lichým součtem (na spodńıch stěnách). Protože jevy S a L jsou
doplňkové, tak dostáváme

P (S) + P (L) = 1 ∧ P (S) = P (L).

Odtud dosazeńım je P (S) + P (S) = 2P (S) = 1 a proto P (S) = 1
2 . Podobně P (L) = 1

2 .

(c) Tento náhodný jev je doplňkový (komplementárńı) k jevu B z př́ıkladu (b). Označ́ıme jej B. Vı́me,
že P (B) = 1− P (B), a proto P (B) = 1− 1

2 = 1
2 .

5.6. Háźıme dvakrát šestistěnnou hraćı kostkou. Náhodný jev A je
”
v součtu padne 6“, náhodný jev B je

”
součin hozených hodnot je 8“, náhodný jev C je

”
v prvńım hodu padlo 1 nebo 3“, náhodný jev D je

”
v

prvńım hodu padlo 1 nebo 2 nebo 4“.

(a) Jsou A a B nezávislé jevy?

(b) Jsou C a D závislé jevy?

(c) Jsou A a C nezávislé jevy?
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(d) Jsou B a C závislé jevy?

Vysvětlete.

Sestav́ıme uniformńı pravděpodobnostńı prostor, který popisuje všechny možné výsledky při hodu dvěma
kostkami. Mějme Ω = {(x1, x2) ∈ N2|1 ≤ xi ≤ 6, i = 1, 2}. Plat́ı |Ω| = 62 a proto pravděpodobnost každého
elementárńıho jevu je 1

36 .

(a) Jev A = {(1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 3)}. Proto P (A) = 5
62

= 5
36 . Jev B = {(2, 4), (4, 2)}, což dává

P (B) = 2
62

= 1
18 . Dále A ∩B = {(2, 4), (4, 2)}, a tedy P (A ∩B) = 1

18 .

Z toho vid́ıme, že P (A ∩B) = 1
18 ̸= 1

18 · 5
36 = P (A) · P (B). Jevy A,B tedy nejsou nezávislé, a proto

jim ř́ıkáme závislé.

(b) Jev C = {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6), (3, 1), (3, 2), . . . , (3, 6)}, proto P (C) = 12
62

= 1
3 . Jev D =

{(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6), (2, 1), (2, 2), . . . , (2, 6), (4, 1), (4, 2), . . . , (4, 6)}, což dává P (D) = 18
62

= 1
2 . Dále

C ∩D = {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6)}, a tedy P (C ∩D) = 6
62

= 1
6 .

Z toho vid́ıme, že P (C ∩D) = 1
6 = 1

3 · 1
2 = P (C) · P (D). Jevy C,D jsou nezávislé.

(c) Už v́ıme, že P (A) = 5
36 , P (C) = 1

3 . Dále a A∩C = {(1, 5), (3, 3)}, proto P (A∩C) = 2
62

= 1
18 . Z toho

vid́ıme, že P (A ∩ C) = 1
18 ̸= 5

36 · 1
3 = P (A) · P (C). Jevy A,C jsou závislé.

(d) Už v́ıme, že P (B) = 1
18 , P (C) = 1

3 a B ∩ C = ∅. Plat́ı P (B ∩ C) = 0.

Z toho vid́ıme, že P (B ∩ C) = 0 ̸= 1
18 · 1

3 = P (B) · P (C). Jevy B,C jsou závislé.

5.7. Háźıme osmistěnnou hraćı kostkou. Jaká je pr̊uměrná hozená hodnota?

Pro náhodnou proměnnou X plat́ı X ∈ [1, 8]. Necht’ pravděpodobnost, že padne č́ıslo i, i ∈ [1, 8], je pi.
Předpokládáme spravedlivou kostku, proto pi =

1
8 pro každé i. Dále EX =

∑8
i=1 pi · i =

1
8 ·1+

1
8 ·2 . . .+

1
8 ·8 =

1
8(1 + 2 . . .+ 8) = 1

8 · 4 · 9 = 9
2 = 4, 5.

5.8. Háźıme šestistěnnou a osmistěnnou hraćı kostkou. Jaká je pr̊uměrná hodnota součtu a součinu ho-
zených hodnot?

Náhodné proměnné X,Y definujme takto: X je hodnota hozená na šestistěnné kostce a Y je hodnota
hozená na osmistěnné kostce. Plat́ı X ∈ [1, 6] a Y ∈ [1, 8]. Vid́ıme, že X,Y jsou nezávislé proměnné, proto
E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) a E(X · Y ) = E(X) · E(Y ), přičemž E(X) = 1

6(1 + 2 + . . . + 6) = 3, 5 a
E(Y ) = 4, 5 (viz př́ıklad (7)). Proto E(X + Y ) = 3, 5 + 4, 5 = 8, E(X · Y ) = 3, 5 · 4, 5 = 15, 75.

5.9. Máme šestistěnnou hraćı kostku, která neńı spravedlivá (poctivá). Malá č́ısla 1, 2 a 3 maj́ı všechna stej-
nou šanci, že padnou. Také velká č́ısla 4, 5 a 6 maj́ı všechna stejnou šanci, že padnou, avšak dvojnásobnou
než malá č́ısla. Jaká je středńı hodnota počtu ok, která padnou při hodu touto kostkou?

Nejprve sestav́ıme pravděpodobnostńı prostor, který modeluje hod takovou kostkou. Vypoč́ıtáme
pravděpodobnosti jednotlivých jev̊u. Pravděpodobnost, že padne hodnota i označme pi. Podle zadáńı plat́ı,
že p1 = p2 = p3 = 1

2p4 = 1
2p5 = 1

2p6, tj. např́ıklad p4 = 2p1. Nav́ıc z definice pravděpodobnostńı funkce

je
∑6

i=1 pi = 1. Dosazeńım a úpravou dostaneme 3 · p1 + 2 · 3p1 = 1, odkud je ihned p1 = 1
9 . Daľśı

pravděpodobnosti snadno dopoč́ıtáme.

p1 = p2 = p3 =
1

9
, p4 = p5 = p6 =

2

9

Zavedeme náhodnou proměnnou X udávaj́ıćı č́ıslo, které padne. Plat́ı X ∈ [1, 6] Nyńı z definice středńı
hodnoty je

E(X) =
6∑

i=1

i · pi =
1

9
(1 + 2 + 3) +

2

9
(4 + 5 + 6) =

6 + 30

9
=

36

9
= 4.

Středńı hodnota počtu ok při hodu kostkou je 4.

5.10. V kapse je pět minćı: jedna desetikoruna a čtyři dvoukoruny. Náhodně vytáhneme dvě mince. Kolik
korun v pr̊uměru vytáhneme?

Zavedeme náhodnou veličinu, která udává hodnotu, kterou vytáhneme. Veličina X může nabývat hodnot
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• 4, jestliže vytáhneme dvě dvoukoruny

• 12, jestliže vytáhneme desetikorunu a jednu dvoukorunu.

Proto X ∈ {4, 12}. Dále zavedeme pravděpodobnostńı prostor popisuj́ıćı možné tažené dvojice minćı.
Protože existuje celkem

(
5
2

)
= 10 možných tah̊u, tak |Ω| = 10. Př́ıslušné pravděpodobnosti obou hodnot

náhodné proměnné označ́ıme p4 a p12. Možnost́ı, kdy vytáhneme 4 koruny je
(
4
2

)
= 6 a možnost́ı, kdy

vytáhneme 12 korun je
(
4
1

)
·
(
1
1

)
= 4. Předpokládáme, že každá dvojice má stejnou šanci se objevit, proto

p4 =
6
10 = 3

5 a p12 =
4
10 = 2

5 . Středńı hodnota veličiny X je podle definice

E(X) = 4 · p4 + 12 · p12 = 4 · 3
5
+ 12 · 2

5
=

12 + 24

5
=

36

5
= 7, 2.

5.11. V osud́ı je jeden žeton s hodnotou 4, dva žetony s hodnotou 3, tři žetony s hodnotou 2 a čtyři žetony
s hodnotou 1. Vylosujeme jeden žeton. Jaká je středńı hodnota taženého žetonu? [2 ]

5.12. Hod́ıme čtyřmi kostkami. Jsou jevy A
”
padne postupka čtyř po sobě jdoućıch č́ısel (v libovolném

pořad́ı)“ a B
”
padne sudý součet“ nezávislé? Vysvětlete.

Zavedeme pravděpodobnostńı prostor Ω = [1, 6]4, který je uniformńı. Plat́ı |Ω| = 64 = 1296.
Postupky můžeme dostat bud’ 1, 2, 3, 4 nebo 2, 3, 4, 5 nebo 3, 4, 5, 6, každou celkem P (4) = 4! = 24

zp̊usoby. Jev A obsahuje všechny př́ıslušné čtveřice a plat́ı |A| = 3 · P (4) = 3 · 24 = 72. Protože Ω je

uniformńı, tak P (A) = |A|
|Ω| =

72
1296 = 1

18 .
Mezi všemi čtveřicemi v Ω je polovina těch, které maj́ı sudý součet, protože otočeńım každé kostky

”
vzh̊uru nohama“ dostaneme jinou čtveřici a změńı se parita součtu. Proto |B| = |Ω|

2 a P (B) = 1
2 .

Konečně A ∩ B = A, protože součet č́ısel postupky je vždy sudý: bud’ 1 + 2 + 3 + 4 = 10, nebo
2+ 3+ 4+ 5 = 14, nebo 3+ 4+ 5+ 6 = 18. Pro nezávislé jevy muśı platit P (A) ·P (B) = P (A∩B), avšak
P (A) · P (B) = 1

18 · 1
2 = 1

36 , ale P (A ∩B) = P (A) = 1
18 . Oba jevy proto nejsou nezávislé (jsou závislé).

Jiné řešeńı:
Padne-li postupka, obsahuje dvě sudá a dvě lichá č́ısla a součet takových č́ısel je jistě sudý. Oba jevy nejsou
nezávislé, protože v́ıme-li, že padla postupka, je součet jistě sudý. Tj. P (A∩B)

P (A) = 1 a neplat́ı P (A∩B)
P (A) = P (B)

P (Ω) .


