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5 Pravdépodobnost

5.1. Jiri md v Supliku rozhdzengch osm pdru ponozek, dva pdry jsou éerné, dva pdry modré, dva pdry hnédé
a dva pdary zelené. Jiri nahodné vytihne dvé ponozky.

(a) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vytdhne hnédy par ponozek?
(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze nahodné vytihne pdr ponozek ve stejné barvé?

Sestavime pravdépodobnostni prostor, ktery modeluje vytazeni dvou ponozek ze Supliku. Elementarni jevy
jsou vSechny mozné dvojice ponozek, pficemz nerozlisujeme potadi vytazenych ponozek.
Q = {{p1,p2} : p1,p2 jsou dvé ponozky}

Plati |Q] = C(16,2) = (126) = % = 120. Vsech ponozek je 16 a predpokladdame, ze kazdd ze 120 dvojic
m4 stejnou Sanci byt vytazena. Proto je odpovidajici prostor (£2, P) uniformni.

(a) Jev A ,Jif{ vytdhne hnédy pér ponozek® je takovd podmnozina A C €, kterd obsahuje dvojice
hnédych ponozek.
A = {{p1,p2} : p1,p2 jsou dvé hnédé ponozky }

Takovych dvojic je |A| = C(4,2) = 6. Protoze uvedeny pravdépodobnosti prostor je uniformni,
\

6 _ 1
120 — 20°

muzeme ur¢it P(A) = o =

(b) Jev B Jiff vytdhne par ponozek ve stejné barvé“ je takovd podmnozina B C €, kterd obsahuje
dvojice ponozek stejné barvy. Mohou byt ¢erné, modré, hnédé, nebo zelené.

B = {{p1,p2} : p1,p2 jsou dvé ponozky stejné barvy}

Takovych dvojic je |B| = 4C(4,2) = 4 -6 = 24. Protoze uvedeny pravdépodobnosti prostor je

) L el .. B
uniformni, muzeme uré¢it P(B) = H = %40 = %

5.2. Jiri ma v Supliku rozhdzenyjch devét pdru ponozZek, dva pdry jsou éerné, ti pdry modré, tri pdry hnédé
a jeden pdr zeleny. Jiri nahodné vytdhne dvé ponozky.

(a) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vytdhne hnédy pdr ponozek?
(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vytihne pdr ponozek ve stejné barvé?
Sestavime pravdépodobnostni prostor, ktery modeluje vytazeni dvou ponozek ze Supliku. Elementarni jevy
jsou v8echny mozné dvojice ponozek, pficemz nerozlisujeme poradi vytazenych ponozek.
Q = {{p1,p2} : p1,p2 jsou dvé ponozky}
Pravdépodobnostni prostor (€2, P) je uniformni a plati |Q| = C(18,2) = 153.

(a) Jev A ,Jif{ vytdhne hnédy pér ponozek® je takovd podmnozina A C €, kterd obsahuje dvojice
hnédych ponozek.
A = {{p1,p2} : p1,p2 jsou dvé hnédé ponozky }

C(6,2) = 15. Protoze uvedeny pravdépodobnosti prostor je uniformni,

o .. A
muzeme uréit P(A) = H = % = il

Takovych dvojic je |A]

(b) Jev B Jiif vytdhne par ponozek ve stejné barvé® je takovd podmnozina B C €, kterd obsahuje
dvojice ponozek stejné barvy. Mohou byt ¢erné, modré, hnédé, nebo zelené.

B = {{p1,p2} : p1,p2 jsou dvé ponozky stejné barvy}
Takovych dvojic je (podle poc¢tu ponozek jednotlivych barev)

B] = C(4,2) + C(6,2) + C(6,2) + C(2,2) = @ + <g) 4 (g) + @ — 64154154 1= 37,

Protoze uvedeny pravdépodobnosti prostor je uniformni, miZzeme uréit P(B) = =1 = 2L,
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5.8. Mame balicek 32 hracich karet a ndhodné je zamichdme. Jakd je pravdépodobnost, Ze:

(a) proni ctyri karty jsou esa?

(b) prund étyri karty lze usporddat do postupky 7,8,9,10 v jedné barvé?

(c) proni ctyri karty lze usporddat do postupky kluk, ddma, krdl, eso, pricemz mohou byti i v ruznych

barvdch?

(d) vechny karty jsou setazeny stridavé ¢ervend, éernd, ¢ervend, ¢ernd,. .. atd.?

Sestavime pravdépodobnostni prostor, ktery modeluje vybér prvnich ¢tyi karet. Elementarni jevy jsou
vSechny mozné ¢tvefice karet a kazda mé stejnou pravdépodobnost.

Q= {{kjl, ko, k3, ]{:4} : k1, ko, ks, k4 jsou ruzné karty}

Takovy pravdépodobnostni prostor je uniformni a plati || = C(32,4) = (342) = 35960.

(a)

(b)

Jev A obsahuje jedinou moznost, jak z 32 karet vybrat ctvefici esa. Plati |A|] = 1. Hledana
_ Al _ 1 1

pravdépodobnost je P(A) = g = 7y = 35960°
4

Jev A je tvofen Ctyfmi ¢tvericemi, které odpovidaji vybrané ctverici 7, 8, 9, 10. Pro kazdou z jedné

ze CtyT barev je ¢tvefice jedina. Plati |A| = (‘11) Hledana pravdépodobnost je P(A) = % = ﬁ =
41 !
35960 — 8990

Jev A je tvoren Ctveticemi J, Q, K, A v riznych barvach. Kazdou hodnotu muzeme nezavisle vybrat

4\ 4
ze CtyT barev, proto takovych ¢tveric je |A| = (%)4. Hledand pravdépodobnost je P(A) = % = %gg) =
4 _ 32 !
35960 — 4495

Sestavime jiny pravdépodobnostni prostor €', ktery obsahuje ruzna moznd poradi ¢ernych a cervenych
karet, pficemz nerozlisujeme hodnoty karet. Existuje || = (?g) moznosti, jak vybrat které karty
v posloupnosti 32 karet jsou ¢ervené. Mezi nimi je jen jedna, kterd odpovidd zadani. Proto P(A) =
|A 1 1

] [65) = 601080390

16

Jiné teSeni:
Sestavime pravdépodobnostni prostor, ktery je vyrazné vétsi a ktery modeluje rozmichani celého balicku ka-
ret. Elementarni jevy jsou vSechna mozné rozmichani balicku 32 karet a kazdé mé stejnou pravdépodobnost

L
320"

Q= {(k1, ko, ... k32) : k1,ka, ..., ksa jsou ruzné karty}

Takovy pravdépodobnostni prostor je uniformni a plati |2| = P(32) = 32!.

(a)

(b)

4 esa muzeme na prvni Ctyfi pozice umistit P(4) = 4! zpusoby a zbyvajicich 28 karet muzeme
zamichat P(28) = 28! zpusoby. Tedy pocet zamichani, kde jsou prvni ¢tyfi karty esa je 4!28!, proto

_4128! _ 1
P(A) 32 7 35960

Méme P(4)-4-P(28) = 4!-4-28! moznosti zamichani, kde prvni ¢tyfi karty jsou 7,8,9,10 v libovolném

porad{ v jedné barve. Tedy P(A) = 4!'51;8! = 2955

Méme V (4,4) = 4* moznosti, jak na prvnich étyfech pozicich vytvoiit postupku J, @, K, A. Ke kazdé
takto vytvorené postupce 4je 28! moznosti jak zamichat zbyvajicich 28 karet a 4! moznosti jak je

%4 4*.41.28! 2
uspoiddat. Tedy P(A) = &858 = 0 — 32

Jev A obsahuje vSechna rozmichéni, kde se pravidelné stiidaji cervené a cerné karty. Takovych
rozmichéni je |A|. Nejdiive rozmistime 16 Cervenych karet na liché pozice, tj. 16! moznosti.
Ke kazdému takovému rozmisténi ¢ervenych karet méme 16! moznosti, jak rozmistit 16 ¢ernych

karet. Tedy P(A) = (1Q6‘)!I)2 == Rmnin‘zon'
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5.4. Hdazime ctyrikrdt Sestisténnou hraci kostkou. Jd jsem vsadil na mozZnost, Ze padne prdvé jedna Sestka
a muj protivnik, Ze nepadne Zddnd Sestka. Kdo z nds dvou md vétsi pravdépodobnost vijhry?

Zkonstruujme kone¢ny uniformni pravdépodobnostni prostor §2, ktery popisuje véechny mozné hody ¢tyimi
kostkami. Plati Q = [1,6]* = {(z1, 20,73, 24) : 7; € [1,6] Ai = 1,2,3,4} a tedy || = 6* Usporadanych

¢tvefic, které neobsahuji 6 je |B| = 5% a uspotadanych étvefic, které obsahuji piesné jednu Sestku je
|A| = 453 Tedy pravdépodobnost ze Vyhraje protivnik je P(B) = % = g—i a pravdépodobnost, ze
_ Al 453

vyhraji ja je P(A) = o = 64 A vidime, ze 64 >

5.5. Hdzime trem:i Sestisténnymi hracimi kostkami a sledujeme soucet hozengch hodnot. Jakd je
pravdépodobnost, Ze je soucet

(a) 67
(b) lichy?
(c) sudy?

Sestavime kone¢ny uniformni pravdépodobnostni prostor, ktery popisuje vSechny mozné vysledky pro tii
ruzné kostky. Mame Q = {(wl,azg,xg) € N3|1 < ; < 6,i = 1,2,3}, pricemz kazdy elementédrni jev ma
— 63

stejnou pravdepodobnost . Plati

(a) Jev A, kdy soucet hozenych hodnot je 6, je podmnozina A C 2 vSech uvedenych uspoiadanych
trojic, kde =1 + :UQ + x3 = 6. V uvahu pfichéazeji tyto trojice ¢isel 1,1,4 resp. 1,2,3 resp. 2,2, 2 z

nichz vytvorime 3 5 ! +314+1 = 10 uspofddanych trojic. Proto |A] = 10. Tedy P(A) = (1),2 = 22533 = 108

(b) Jev B, 7e padne lichy soucet x1 + w3 + x3 odpovid4 uspofddanym trojicim, kdy je bud prévé jeden
scitanec lichy nebo jsou vsechny tfi s¢itance liché.
Nejprve uréime pocet trojic, které maji piesné jednu slozku lichou. Lichy sé¢itanec je jeden ze tii,
tj. (:1)’) moznosti, pak mame vzdy V*(3,2) = 32 moznosti, jak sudymi éfsly doplnit zbyvajici 2 pozice.
Tedy usporadanych trojic (x1, x2,x3), které obsahuji piesné jedno liché éislo, je ( ) 32 =34
Snadno zjistime, Ze uspofddanych trojic (x1,z2, 23), které obsahujf jen liché slozky, je |B| — 33.

Tedy uspoiddanych trojic (x1,z2,23), kde x1 + z2 + 23 je liché ¢islo, bude 3* + 3% = 4 - 33. Proto

_ Bl _ 433 _ 2238 _ 1
P(B)_W— 63 ~— 2333 — 2-

Jiné feSeni:

Vezmeme (uniformn{) pravdépodobnostni prostor vsech hodu Q = {(i,5,k) : 1 < 4,5,k < 6}. Je
ziejmé, ze mnozina S vSech hodl se sudym souctem a mnozina L vSech hodu s lichym souctem
tvoii rozklad Q. Ukézeme, ze |S| = |L|, protoze ke kazdému hodu se sudym souc¢tem na hornich
sténdch odpovida pravé jeden hod s lichym sou¢tem (na spodnich sténédch). Protoze jevy S a L jsou
dopliikové, tak dostédvame

P(S)+P(L)=1 A P(S)=P(L).
Odtud dosazenim je P(S) + P(S) = 2P(S) = 1 a proto P(S) = 1. Podobné P(L) = 1.
(c) Tento ndhodny jev je doplitkovy (komplementdrni) k jevu B z pifkladu (b). Oznaéime jej B. Vime,
7e P(B) =1— P(B), a proto P(B) =1 — % — %

5.6. Hdzime dvakrdt Sestisténnou hraci kostkou. Ndhodny jev A je v souctu padne 6%, ndhodny jev B je
,soucin hozengch hodnot je 8%, mdhodny jev C je ,v prunim hodu padlo 1 nebo 3% ndhodny jev D je v
pronim hodu padlo 1 nebo 2 nebo 4.

(a) Jsou A a B nezdvislé jevy?
(b) Jsou C a D zdvislé jevy?

(c) Jsou A a C nezdvislé jevy?
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(d) Jsou B a C zdvislé jevy?
Vysvétlete.

Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor, ktery popisuje vSechny mozné vysledky pii hodu dvéma
kostkami. Mé&jme Q = {(z1,22) € N?|1 < z; < 6,7 = 1,2}. Plati |2| = 62 a proto pravdépodobnost kazdého
elementérniho jevu je 2.

36
(a) Jev A = {(1 5) (5,1),(2,4),(4,2),(3,3)}. Proto P(A) = &% = Jev B ={(2,4),(4,2)}, coz dava
P(B)=4% =1.Ddle ANB = {(2 4),(4,2)}, a tedy P(AﬂB)
Z toho vidime, ze P(AN B) = 75 % = = P(A) - P(B). Jevy A, B tedy nejsou nezavislé, a proto

jim tikame zdvislé.

(b) Jev C = {(1,1),(1,2),...,(1,6),(3,1),(3,2),...,(3,6)}, proto P(C) = & = 1 Jev D =
{(1,1),(1,2),...,(1, ) (2,1),(2,2),...,(2,6), (4, ) (4,2),...,(4,6)}, coz déva P(D) = &3 = 1. Déle
cnD=1{(1,1),(1, ) . (1, )},atedy P(CmD) 1

Z toho vidime, ze P(C =1-1=P(C)-P(D

Q
62
). Jevy C, D jsou nezavislé.

(c¢) Uz vime, ze P(A) = % P(C) % Ddle a ANC = {(1,5),(3,3)}, proto P(ANC) = & = 15. Z toho
vidime, ze P(ANC) = & # & - 3 = P(A) - P(C). Jevy A, C jsou zavislé.

(d) Uz vime, ze P(B) = 15, P(C) =1 a BNC = 0. Plati P(BNC) = 0.
Z toho vidime, ze P(BNC) =0 # 5 - 3 = P(B) - P(C). Jevy B,C jsou zavislé.

5.7. Hdzime osmisténnou hraci kostkou. Jakd je primérnd hozend hodnota?

Pro ndhodnou proménnou X plati X € [1,8]. Necht pravdépodobnost, Ze padne ¢islo i, i € [1,8], je p;.
Predpoklddame spravedlivou kostku, proto p; = % pro kazdé i. Dale EX = Z?zl Pt = %-1—1—%-2 . .—{—%-8 =
$(1+2...48)=3-4-9=3 =45

5.8. Hdzime Sestisténnou a osmisténnou hraci kostkou. Jakd je prumérnd hodnota souctu a soucinu ho-
zengjch hodnot?

Ndhodné proménné X,Y definujme takto: X je hodnota hozend na Sestisténné kostce a Y je hodnota
hozend na osmisténné kostce. Plati X € [1,6] a Y € [1,8]. Vidime, ze X,Y jsou nezavislé proménné, proto
EX+Y)=EX)+EY)aEX: Y)=EX)-EY), pficemz E(X) = %(1 +2+...46) =3,5a
E(Y) =4,5 (viz ptiklad (7)). Proto E(X +Y) =3,54+4,5=8, E(X -Y)=3,5-4,5=15,75.

5.9. Mdme Sestisténnou hract kostku, kterd neni spravedliva (poctivd). Mald ¢isla 1, 2 a 3 maji vSechna stej-
nou Sanci, Ze padnou. Také velkd ¢isla 4, 5 a 6 maji vSechna stejnou Sanci, Ze padnou, avsak dvojndsobnou
neZ mald ¢isla. Jakd je stredni hodnota poctu ok, kterd padnou p7i hodu touto kostkou?
Nejprve sestavime pravdépodobnostni prostor, ktery modeluje hod takovou kostkou. Vypocitame
pravdépodobnosti jednotlivych jevi. Pravdépodobnost, ze padne hodnota i oznac¢me p;. Podle zadani plati,
7€ p1 = p2 = p3 = %p4 = %pg, = %pﬁ, tj. naptiklad ps = 2p;. Navic z definice pravdépodobnostni funkce
je 2?21 p; = 1. Dosazenim a upravou dostaneme 3 - p; + 2 - 3p1 = 1, odkud je ihned p; = %. Dalsi
pravdépodobnosti snadno dopocitame.
1 2

pP1=p2=Dp3 = 9’ P4 =P5 =P6 = 9
Zavedeme nahodnou proménnou X udavajici ¢islo, které padne. Plati X € [1,6] Nyni z definice stfedni
hodnoty je

2
Zz pi=g Yi+243)+ 9(4+5+6):6230:%6:4,

Stfedni hodnota poctu ok pii hodu kostkou je 4.

5.10. 'V kapse je pét minci: jedna desetikoruna a étyri dvoukoruny. Ndhodné vytdhneme dvé mince. Kolik
korun v pruméru vytdhneme?

Zavedeme nidhodnou veli¢inu, kterd udava hodnotu, kterou vytdhneme. Velicina X muZe nabyvat hodnot
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e 4, jestlize vytahneme dvé dvoukoruny
e 12, jestlize vytdhneme desetikorunu a jednu dvoukorunu.

Proto X € {4,12}. Déle zavedeme pravdépodobnostni prostor popisujici mozné tazené dvojice minci.
Protoze existuje celkem (g) = 10 moznych tahu, tak || = 10. Ptislusné pravdépodobnosti obou hodnot
ndhodné proménné oznacéime py a pio. Moznosti, kdy vytdhneme 4 koruny je (3) = 6 a moznosti, kdy
vytahneme 12 korun je (;1) . G) = 4. Predpokladame, ze kazdd dvojice mé stejnou Sanci se objevit, proto
Py = 1% =tfapp= % = % Stredni hodnota veli¢iny X je podle definice

2 12424 36

3
B(X)=4:ps+12 po=4-2+12. - = = + =72

5.11. V osudi je jeden zeton s hodnotou 4, dva zetony s hodnotou 3, tii zetony s hodnotou 2 a ¢tyfi zetony
s hodnotou 1. Vylosujeme jeden Zeton. Jaka je stfedni hodnota tazeného Zzetonu? [2]

5.12. Hodime c¢tyrmi kostkami. Jsou jevy A ,padne postupka étyr po sobé jdoucich ¢isel (v libovolném
poradi)“ a B ,padne sudy soucet nezdvislé? Vysvétlete.

Zavedeme pravdépodobnostni prostor = [1,6]4, ktery je uniformni. Plati || = 6* = 1296.
Postupky miuzeme dostat bud’ 1,2,3,4 nebo 2,3,4,5 nebo 3,4,5,6, kazdou celkem P(4) = 4! = 24
zpusoby. Jev A obsahuje vSechny piislusné ¢tverice a plati |A| = 3 - P(4) = 3-24 = 72. Protoze Q je
uniformni, tak P(A) = 1%} =22 =1L
Mezi vSemi ¢tvericemi v €2 je polovina téch, které maji sudy soucet, protoze oto¢enim kazdé kostky
,vzhiru nohama® dostaneme jinou ¢tvefici a zmeéni se parita souctu. Proto |B| = % a P(B) = 1.
Koneéné A N B = A, protoze soucet ¢isel postupky je vidy sudy: bud 1+ 2 + 3 + 4 = 10, nebo
2+3+4+4+5=14, nebo 3+ 4+ 5+ 6 = 18. Pro nezavislé jevy musi platit P(A) - P(B) = P(AN B), avsak
P(A)-P(B) =1 -1 =4, ale P(AN B) = P(A) = 5. Oba jevy proto nejsou nezévislé (jsou zavislé).
Jiné tesSeni:
Padne-li postupka, obsahuje dvé suda a dvé licha ¢isla a soucet takovych ¢isel je jisté sudy. Oba jevy ne(jsou

nezavislé, protoze vime-li, ze padla postupka, je soucet jisté sudy. Tj. pgé%g ) —1a neplati PI(D?Q")B ) — 1;(—3.




