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4 Vybéry s opakovanim

4.1. Kolik existuje riuzngch registracnich znacek automobilu v Severomoravském kraji? (registracni znacka
je tvaru ?T? 229¢, kde ? jsou cislice).

Znacka obsahuje uspotadanych Sest &islic 0 az 9 s moznost{ opakovani. V*(10,6) = 10°.

4.2. Na éerpaci stanici je v fadé 12 stoZaru a 12 vlajek, 3 modré, 2 zelené, J céervené a 8 Zluté. Kolika
ruznymi zpusoby lze tyto vlajky umistit na stoZdry? Je mozné, aby kaZdy den v prubéhu 700 let bylo zavésend
jiné nez dny ostatni?

Jednd se o usporadany vybér 12 vlajek ze 4 ruznych barev, pficemz pocet opakovani je predepsan. Pocet
takovych vybéru je potet permutaci s opakovanim.

B+2+4+3)! 12! 12-11-10-9-8-7-6-5

Pr3.2.4.8) = ==~ 1enm G-6-2

=11-10-9-8-7-5 =277 200.

Dale vime, ze 277200/365 = 759, a tedy by byla mozné ruzna zavéseni kazdy den po dobu 700 let.

Dokonce zapoé¢itame-li prestupné roky, muzeme fici ze rok ma méné nez 365,25 dne (ne kazdé 4 roky
je prestupny rok). Potom 277200/365,25 > 758, a tedy by byla mozné ruzna zavéseni kazdy den po dobu
delsi nez 700 let.

4.3. Kolik existuje takovych anagrami slov KUALA LUMPUR (véetné mezery), které obsahuji dvé slova?

Slova obsahuji 1 mezeru, 2A, 1K, 2L 1M, 1P, 1R a 3U. Jednd se o uspofadany vybér dvandcti pismen
s predepsanym poc¢tem opakovani — permutace s opakovanim. Vsech anagramu je

2 12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

@203 o =12-11-10-9-7-6-5-4-2 = 19 958 400.

P*(1,2,1,2,1,1,1,3) =

Mezeru na zacatku obsahuje

m 11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

(21)2(31) 24 =11-10-9-7-6-5-4-2 = 1663200

P*(2,1,2,1,1,1,3) =

z nich a na konci také 1 663 200. Existuje celkem 19958400 — 2 - 1663200 = 16 632 000 moznosti.

4.4. Kolika zpusoby muzeme vybrat ctyri policka na klasické Sachovnici tak, aby Zidnd dvé vybrand policka
nelezela v témze sloupci?
Ulohu budeme Fesit jako slozeny vybér.

(i) Nejprve najdeme pocet vSech moznosti, jak vybrat ¢tyfi sloupce. Jednd se neuspoiddany vybér 4
sloupcii z 8. C(8,4) = (§) = &L85 =2. 7.5 =70.

(ii) V kazdém ze ¢tyt vybranych sloupctu nyni muzeme zvolit jedno policko libovolné. Nyni zavisi,
ve kterém sloupci policka vybirdme, proto se jedna o uspoiddany vybér s opakovanim. V*(8,4) = 8%, nebo
ctyHi nezdvislé vibery C(8,1)% = (3)* = 84 = 4096.

Celkem mame 70 - 4096 = 286 720 moznosti.

4.5. Kolika zpusoby muZete napsat jedendct jako soucet
(a) péti nezdapornijch celych cisel;
(b) ctyr kladnych celyjch cisel.

Predpokldddame, Ze rozlisujeme poradi séitanci, tj. napriklad 3+14+44+0+3=11a4+140+3+3 =11
jsou Tuzné soucty.

Pocitame, jako rozdéleni jedendcti jednicek do péti/¢tyf prihradek (ptihradky odpovidaji séitanctum)
s moznosti opakovani.

(a) C*(5.11) = (MH5-1) = (15) = 15141312 _ 15 . 7. 13 — 1365 moznosti.
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(b) nejprve pridélime do kazdé piihrddky jednu jednic¢ku, aby byly neprazdné (celkem ¢tyti jednicky) a

déle rozdélujeme 7 jednicek: C*(4,7) = (7Zf11) = (130) = 1%"92'8 =10-3 -4 = 120 moznosti.

4.6. 'V ndpojovém automatu se proddvaji tii druhy ndpoju: Cola, Fanta a Sprite. Béhem prestavky bylo
proddno Sest ndapoju. Kolik je riznych moznosti, které ndpoje byly proddany?

Egéitéme jako neuspotradané vybéry s opakovanim — kombinace s opakovanim. C*(3,6) = (6;?;1) = (g) =
= 28.

2

4.7. Kolik existuje viech zobrazeni 3-prvkové mnoziny do 5-prvkové?

Pro kazdy ze tii prvka vybirdm obraz mezi 5 prvky s moznosti opakovani. Jednd se o uspotadany vybér
s opakovanim. V*(5,3) = 5% = 125.

4.8. Checeme vedle sebe do Tady postavit 5 divek a 7 chlapci, pricemz nesmi vedle sebe stdat 2 divky (stdle
mezi sebou Stébetaji. Kolik mdme moznosti?

Nejdiive umistime do fady 7 chlapcu tj. P(7) = 7! moznosti. Pak divky musime ,nacpat“ do osmi mezer
mezi chlapci v fadé (véetné kraju).
Do kazdé mezery muze pfijit nejvyse jedna divka, jednd se o vybér péti mezer z osmi moznosti. Osoby

rozlisujeme, proto je vybér uspofadany bez opakovani. Mame V' (8,5) = (8%)! moznosti rozmisténi divek
v mezerach. Celkovy pocet moznosti je proto P(7)-V(8,5) = 7!% = T71-8.7-6-5-4 = 5040-56-120 = 33 868 800.

4.9. 'V sendtu USA je 100 sendatoru, pricemZ vidy dva jsou ze stejného statu Unie (USA md 50 stdtu).
Kolika zpusoby je mozné sestavit 4 clenny vgbor pro ochranu hospoddrské soutéZe, kde musi byti alesponi
jedna dvojice sendtoru z téhoz statu?

Méme C(50,1) = 50 moznosti, jak vybrat jednu dvojici sendtoru z jednoho statu Unie. Pro kazdou

takto vybranou dvojici existuje C'(98,2) = (928) moznosti, jak ji doplnit na ¢tyi¢lenny vybor. Jenze vybory,
které obsahuji dvé dvojice ze dvou statu ((520) moznosti), jsou zde zapoc¢itdny vzdy dvakrat. Celkovy pocet

je 50(%) — (%) = 5049 - 97 — 25 - 49 = 237650 — 1225 = 236 425.

Jiné teSeni:

Je-li ve vyboru pravé jedna dvojice z néjakého statu, tak tietiho ¢lena vybereme z 98 moznosti a ¢tvrtého
z 96 moznosti. NerozliSujeme poradi tietfho a ¢tvrtého ¢lena a méme celkem C(50,1)C(98,1)C(96,1) 1 =
50 - % moznosti. Jsou-li ve vyboru dvé dvojice ze dvou stati, jednd se o (520) moznosti. Celkem mame
50 - 9896 1 (%) = 5049 - 96 + 25 - 49 = 235200 + 1225 = 236 425 moznosti.

Jiné feSeni:

Vypocet rozdélime na dvé disjunktni moznosti: 1) dva senétofi z jednoho stétu a dalsi dva z ruznych statu
a 2) dvé dvojice sendtoru ze stejnych statu.

Pocet vybéru prvni moznosti spocitdme jako sloZzeny vybér, kde nejprve stat, ze kterého budou v komisi
oba sendtori pak vybereme dva zbyvajici staty a nakonec z kazdého vybraného statu vybereme jednoho
ze dvou sendtoru. Pocty jednotlivych podvybéra nasobime dle kombinatorického pravidla sou¢inu. Dosta-
neme C(50,1)C(49,2)C(2,1)C(2,1) = () - (3) - ) - ).

Pocet vybéru druhé moznosti spocitame snadnéji, staci vybrat dva staty, ze kterych budou v komisi
oba senatori. Pocet takovych vybéru je C'(50,2) = (520).

Nakonec podle kombinatorického pravidla sou¢tu poéty obou disjunktnich moznosti secteme a dosta-
neme (%) - (4) - (3) - () + () =50 2% . 2.2 4 5049 — 50 . 49.. 96 + 25 - 49 = 236 425.

4.10. Matyds md 7 bilych dresu s ¢isly 2,4,7,22,68,77 a 88. T7i z nich chce obarvit na cerveno, dva
na modro a dva chce nechat bilé. Kolika rizngmi zpisoby to muZe provést?

Vybere ze sedmi dresiui zcela libovolné tii a ty obarvi ¢ervené ((;) moznosti). Ze zbyvajicich 4 dresu
pak vybere libovolné dva ((3) moznosti), které obarvi modfe a zbylé dva nechd bilé. Celkové tedy mame
(g) (3) = % -6 = 210 moznosti.

Jiné fesSeni:

Seiad{ si dresy dle ¢isel od nejmensiho po nejvétsi. Kazdé obarveni muzeme charakterizovat ,slovem* nebot
obsahuje 3 ¢, 2 m a 2 b. Napiiklad slovo . .béémbmc*, tika, ze dvoijka je bila, ¢tyrka Gervena, sedmicka
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¢ervend, dvacetdvojka modra, Sedesdtosmicka bild, sedmdesdtsedmicka modra a osmdesatosmicka ¢ervena.
Tedy ruznych obarveni je tolik, kolik je anagramu pfedchoziho slova. Proto méme P*(3,2,2) = 3!32!
. , , . . s . 7.6-5-4
moznosti. Nyni pocet moznosti je P*(3,2,2) = 55= = 210.

4) _ 74 7
2

Vsimnéte si, ze (g) . ( = 317 ° 3191 = 301
4.11. Kolik je viech Sesticifernijch éisel, kterd jsou délitelnd péti? Sesticifernd ¢isla samoziejmé nemohou
zacinat nulou.

Cisla délitelnd pétkou vzdy maji posledni cifru 0 nebo 5. S vyuzitim kombinatorického pravidla soucinu
dostaneme celkovy pocet jako soucin t¥i poc¢tti podvybéru: prvni cifry z 9 moznosti (ne 0), dalsi ¢tyfi cifry
z 10 moznosti a posledni cifry ze dvou moznosti. V*(9,1)V*(10,4)V*(2,1) = 9 - 10* - 2 = 180 000.

Jiné teSeni:

Uvédomime si, ze se jedna o Sesticiferna ¢isla, kterych je 999999 — 100000 + 1. Délitelné 5 je kazdé paté,
proto hledanych ¢&isel je (999999 — 100000 + 1)/5 = 900000/5 = 180000.

4.12. Mdme 8 stejnijch kulicek a étyri rizné barvy. KaZdou kulicku chceme natrit presné jednou z téchto
Ctyr barev. Kolik mdme ruzngch moznosti?

Jedné se o neusporadany vybér, kdy ze 4 barev vybirdme 8 krat. Vybéry se mohou opakovat, jedna se
proto o kombinace s opakovanim. C*(4,8) = (SIfIl) = (131) = 165.

4.13. Méjme vijraz (4x2 — Ty)°. Jaky koeficient bude po umocnéni u élenu x8y® ?

Z binomické véty (a +b)" = >, (}) a®b"=* plyne, Ze pro ¢len obsahujici 28y® = (22)%y° plati k = 4 a
n—k = 9—4 = 5. Proto tento élen po umocnéni dvojélenu (422 +(—7y))? vypad4 nasledovné (Z) 4428(=7)%y°

a hledany koeficient tedy je (2)44(—7)5 =126 - 256 - (—16807) = —542126592.



