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Diskrétni matematika, vzorovy projekt 1

Abstrakt

V prvni ¢asti projektu se vénujeme hie s kolacky. Problém existence vitézné strategie pro prvniho
hrade vyresime dvéma zpiisoby. Jednak poddme popis vitézné strategie pro ¢tvercovou hraci sit n x n
kolackt a jednak podame existencni dikaz existence vitézné strategie pro obecnou obdélnikovou hraci
sit m x n kolackl, kde m, n jsou kladné celd ¢isla.

V druhé ¢asti projektu mame vypocitat kolik oblasti vznikne uvnitf n-thelniku, jestlize nakreslime
vSechny thlopficky tab, aby se zadné t¥i neprotinaly v jednom bodé. Ulohy pfevedeme na rovinny graf
a pro vypocet pouzijeme Eulertv vzorec.

1 Kombinatorika

Na stole lezi n? koldcki usporddanych do pravidelné sité (n vad po n koldccich), kde n > 2. Koldcek
v levém hornim rohu je otraveny. Dva hrdci stridavé jedi koldcky a ten, ktery sni otrdveny koldcek, prohrdl.
V kazZdém tahu vezme hrac néktery koldcek a sni jej spolecné se viemi kolacky, kterée se nachdzi napravo a
doli od vybraného kolacku. Kdyby napriklad vybral koldcek v pdte tadé a ctvrtém sloupci, tak sni celkem
(n —4)(n — 3) koldcku. Ukazte, Ze hra neni spravedlivd a pruni hra¢ muze vidy vyhrdt.

Reseni

Prvni hra¢ mé jednoduchou strategii: sni kolacek v druhé fadé a druhém sloupci a spolu s nim celkem
(n — 1)2 kolacki ze stolu.

Potom je na tahu druhy hrac¢. Pokud sni koladcek vlevo nahoie, prohral. Pokud sni jiny kolacek, feknéme
i-ty kolacek v prvnim sloupci, bude na tahu prvni hrac¢ a ,,zopakuje“ jeho tah tak, Ze sni i-ty kolacek v prvni
fadé. Ma tak zaruceno, ze dokud bude jist druhy hrac¢ neotravené kolacky, mtize i prvni hrac jist neotravené
kolacky. Tento postup bude opakovat, dokud druhy hra¢ nesni otraveny kolacek.

Jiné feseni

Neni nutné najit vitéznou strategii, staci ukazat, Ze takova strategie existuje. Podame existencni dikaz
vitézné strategie. Nejprve si vSimneme, Ze hra nemitize skoncit remizou. Néktery hrac vzdy vyhraje, protoze
v kazdém kole se sni alespon jeden z celkového poctu mn kolacki.

Predpoklddejme nejprve, ze prvni hrac¢ sni v prvnim tahu jen jediny kolacek v pravém dolnim rohu.
Nyni nastane jedna ze dvou moznosti. Bud se jednalo o prvni tah vitézné strategie a nebo druhy hrac¢ nyni
mize udélat prvni tah vitézné strategie snédenim kolacku s. Pokud se jedna o druhy piipad, mohl prvni
hrac snist v prvnim tahu kolacku s a pokracovat ve vitézné strategii.

Uvedeny argument existence vitézné strategie plati nejen pro ¢tvercové hraci schéma n x n kolack, ale
pro obecné obdélnikové hraci schéma m x n, kde m, n jsou kladna cela ¢isla. Tento dukaz je vSak pouze
existencni, otadzka nalezeni konkrétni vitézné strategie tim zistdva nezodpovézena.

2 Teorie grafu

Mdme ddn konvexni n-ihelnik a v ném vsechny wuhlopricky. Zddné tri uhlopticky se neprotinaji v jednom
bodé (uvniti n-uhelniku). Vypoditejte pocet oblasti uwoniti n-uhelniku, které takto vzniknou.
Navod: Vyuzijte Euleriv vzorec a dal$i zndmd tvrzend z teorie grafi.

Reseni

Vyuzijeme Eulerovu vétu o mapéach
v—e+o0=2,

kde v je pocet vrcholtl, e je pocet hran hran a o je pocet oblasti.



Predstavme si, ze v kazdém pruseciku dvou tétiv je vrchol. Potom miiZzeme pocet vrchold snadno
spocitat: n jich je na obvodu n-tihelniku a za kazdou c¢tvefici bodd na obvodu kruhu zapoditdme jednu
dvojici tétiv, které se protnou. Vrcholu je celkem n na obvodu a (Z) uvnitt n-thelniku.

U:H@.

Hrany grafu jsou ¢asti tétiv. Jejich pocet snadno uréime z principu sudosti. VSechny vrcholy na obvodu
jsou stupné n — 1 a vSechny ostatni vrcholy jsou jako priseciky dvou tétiv stupné 4. Celkem méame

2e:4<z> fan—1 = 622(Z> +”(n2_1):2<2) + (Z)

Dosadime do Eulerova vzorce a vyjadiime pocet oblasti. Dostaneme

v—e+o = 2
o = e—v+2

o= (1) () (e ()
= (0 ()- ()
0= () G) e

Nas vsak nezajima vnéjsi oblast, proto je pocet oblasti je o jedna mensi:

o= (5 ()
=) ()

coz lze zapsat jako

Poznamka k hodnoceni

Tento projekt ,,pro ty, kteri se chtéji néco naucit®* je ohodnocen 10+5 = 15 bodu. V prvni prikladu nejenze
je vyfeSen zadany problém, ale dokonce je uvedeno druhé obecné feSeni pro obdélnikovou hraci sit. Proto
vyucujici vyuzije moznost pridéleni bonusovych bodi.

Druhy priklad obsahuje spravné a dobte okomentované feseni. Tento ptiklad je ohodnocen péti body.



