Diskrétni matematika 457 —-519/1 Vzorova zkouskova pisemka
Prectéte si pozorné zaddani. U kazZdého prikladu wvedte také postup vypoctu!

1. Trenér Briickner m4 k dispozici 3 brankéafe, 7 zaloznikt, 6 obranct a 5 uto¢niki. Vi, ze 2 zaloznici mohou hrat
také v atoku. Kolika zptusoby muze sestavit reprezentacéni fotbalové muzstvo pro zapas s USA, pokud chce hrat
systém 4-4-27 (4 obranci, 4 zdloznici, 2 Gto¢nici) 10b
Reseni
Oznacéime dva vyjimecéné zalozniky jako X a Y. Reseni se rozpadne na ¢tyfi pripady

(i) Pocet vybéri, kdy ani X ani Y nehraji v Gtoku. To znamend, ze bud alesponi jeden z hrac¢i X,Y hraje v
zéloze nebo X, Y nehraji vibec.

B E)E) =025

(ii) Pocet vybért, kdy X i Y hraji v atoku.

<?)<Z)<E)_3'5-15—32.52

(iii) Podcet vybeért, kdy X nehraje v toku, ale Y v atoku hraje.

(YO (O)() =5 1515550 5

(iv) Pocet vybéri, kdy Y nehraje v Gtoku, ale X v ttoku hraje.
stejné jako (iii): 3% - 53.

Pokud chceme jednotlivé pripady spravné formulovat, musime davat pozor, aby byly disjunktni a jejich sjed-
noceni pokryvalo vSechny mozné pfipady!

Dostaneme celkem

2-32.5%.74+3%.57+2.3%. 5% = 3%2.52(70 + 1 + 30) = 225 - 101 = 2225 + +225 = 22725,

2. Kolik existuje riznych prostych zobrazeni ti¥iprvkové mnoziny do sedmiprvkové mnoziny? 10b

Reseni

Kazdé zobrazeni miizeme popsat pomoci usporadané trojice obrazii tii prvkii. Protoze ma zobrazeni byt injek-
tivni, bude se jednat o variace bez opakovdni.

V(7,3) = @ 31— 765 = 210.

3. Bud nakreslete graf s touto stupiiovou posloupnosti nebo zdtivodnéte proé¢ takovy graf neexistuje.
D =(54,4,3,2,2,1,1,1,1)

10 b

Reseni

Uzitim Havlovy-Hakimiho véty dostaneme

5,4,4,3,2,2,1,1,1,1)
3,3,2,1,1,1,1,1,1)

2,1,0,1,1,1,1,1)
2,1,1,1,1,1,1,0).

P



Graf se stuptiovou posloupnosti (2,1,1,1,1,1,1,0) snadno sestrojime, proto graf se stupfiovou posloupnosti D
existuje. Potom postupnym pfidanim vrcholt stupné 3 a 5 sestavime hledany graf.
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Reseni
Oznacime T; les z i-tého kroku algoritmu.
V(To) = {v},v e V(G)

V kazdém kroku i (i = 1,...,n — 1) necht e; je nejlevnéjsi hrana mezi V(T;_1) a V(G) \ V(T;—1). Bude tedy
ei =ay, kde z € V(T;—1) ay € V(G) \ V(T;—1). Potom

V(1) =V(Ti-) U{yt  E(T3) = E(Ti-1) U{e:}-

V prikladu dostaneme kostru s vahou w(T') = 42.
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. Dokazte, Ze graf G na n vrcholech s (G) > | §] je souvisly. 10 b

Reseni

Tvrzeni ukazeme sporem.

Predpokladejme, ze graf G je nesouvisly. Pak ovsem G obsahuje alespon 2 komponenty a nemuze se stat, ze by

dva sousedni vrcholy byly v riznych komponentach. Mezi komponentami naseho grafu vsak musi byti alespon

jedna, oznac¢me ji L, kterd obsahuje nejvyse |4 ] vrcholi. (Pokud rozdélime n prvkovou mnozinu na alespoi

dvé disjunktni mnoziny, pak alespon jedna bude miti nejvyse [ 5| prvki.) Potom libovolny vrchol v € V(L)
z této komponenty muze miti nejvyse |5 | — 1 sousedd, a tedy jeho stupen muze byti nejvyse |5 ] — 1. Coz je
spor s piedpokladem §(G) > [ 5].



6. Potvrdte nebo vyvrafte, ze G = G3. Své rozhodnuti peclivé zdivodnéte. 10 b
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Reseni

Najdeme isomorfismus (bijekci) f (viz obrézek). Predpis bijekce f : V(G1) — V(G2) je f(i) = i, kde na levé
strané dosazujeme vrcholy grafu G; a na pravé strané jsou vrcholy Gs.
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7. Dokazte, ze kazdy rovinny graf bez trojihelniki lze dobfe vrcholové obarvit ¢tyfmi barvami. 10b

Reseni

Ukazeme indukci vzhledem k pocétu vrcholi.
Pro |[V(G)| =1 je tvrzeni zfejmé.

Méjme graf na n vrcholech a predpokladejme, ze pro kazdy rovinny graf bez trojihelnik na n — 1 vrcholech
tvrzeni plati. Necht graf G(V, E) bez trojuhelnikd je rovinny. Potom existuje v € V takovy, Ze degv < 3
(probrand véta).

Vytvoiime graf G’ = G — v na n — 1 vrcholech. Graf G’ samoziejmé také neobsahuje trojihelnik a je rovinny.
Podle pfedpokladu G’ 1ze dobfe obarvit ¢tyfmi barvami. ProtoZe v mé nejvyse tii sousedy v V(G'), zbyva vzdy
alesponi jedna barva na jeho obarveni. Tedy G lze obarvit ¢tyfmi barvami.



