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Úvodem

Tento text je koncipován jako pomůcka pro výuku i studium diskrétńı matematiky a teorie graf̊u. Text je
rozdělen do několika tématických okruh̊u, které odpov́ıdaj́ı členěńı témat v předmětu Diskrétńı matematika.
Najdete zde jednak motivačńı př́ıklady, při jejichž řešeńı se využij́ı postupy a metody diskrétńı matematiky
a jednak typové př́ıklady, které maj́ı studenta připravit na řešeńı klasických úloh. Do textu jsou zahrnuta
i témata z oblast́ı, která jsou zařazena do osnov předmětu až od roku 2019.

Na webu homel.vsb.cz/~kov16/predmety.php je nav́ıc k dispozici celá řada interaktivńıch ukázek a
dále na webu dim.vsb.cz jsou pak typové úlohy k dispozici v multimediálńı formě tzv.

”
pencast̊u“.

Chtěl bych poděkovat student̊um a později koleg̊um Pavle Kabeĺıkové a Tomáši Kupkovi, kteř́ı pomáhali
s př́ıpravou některých př́ıklad̊u a také Michalu Kubesovi, ktery pozorně prošel část řešených př́ıklad̊u.
Poděkováńı patř́ı i daľśım student̊um a koleg̊um: Martinu Čermákovi, Oldřichu Vlachovi, Tereze Kovářové,
Adamu Silberovi, Lukáši Rapantovi, Matěji Krbečkovi a Jirkovi Fialovi, kteř́ı odhalili celou řadu chyb a
překlep̊u.

Řešené a neřešené př́ıklady

Pro studenty jsou připraveny soubory dva. Jeden obsahuje pouze zadáńı př́ıklad̊u a žádné výsledky, druhý
soubor pak obsahuje u většiny př́ıklad̊u postup řešeńı, nebo alespoň č́ıselný výsledek pro kontrolu. Při
studiu doporučujeme řešit předevš́ım př́ıklady ze souboru bez řešeńı a teprve vlastńı postupy a výsledky
srovnat s druhým souborem. Pro přehlednost je č́ıslováńı př́ıklad̊u v obou souborech totožné.

K použitým symbol̊um

Př́ıklady označené
”
*“ patř́ı k náročněǰśım. Jejich řešeńı obvykle vyžaduje deľśı výpočet nebo pečlivěǰśı

rozbor. Při řešeńı př́ıklad̊u označených
”
**“ je třeba nějaký nápad nebo výsledek z jiné oblasti matematiky.

Zd̊urazněme ale, že hvězička neznamená nutně
”
to nikdy nevyřeš́ım“.

Naproti tomu př́ıklady označené
”
♡“ jsou tak lehké, že jejich řešeńı je možné zpaměti jen s užit́ım

základńıch pojmů.

V Ostravě 29. ř́ıjna 2020.
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4.6 Př́ıklady k procvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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2.4 Př́ıklady k procvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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5.4 Isomorfismus stromů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.5 Kostry graf̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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6.3 Rovinné kresleńı grafu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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7 Toky v śıt́ıch 59
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Motivačńı př́ıklady

V této části uvedeme několik typických př́ıklad̊u, které se během semestru nauč́ıme řešit. Ukazuj́ı, č́ım
se diskrétńı matematika odlǐsuje od disciplin, se kterými se studenti už během studia setkali: od mate-
matické analýzy, algebry a geometrie. Všimněte si, že pro řešeńı př́ıklad̊u v této sekci sice použ́ıváme
počty a digramy, avšak nikoliv metody algebry, ani analýzy ani geometrie. Př́ıklady tak vymezuj́ı diskrétńı
matematiku v̊uči klasickým discipĺınám.

0.0.1. Devět kamarád̊u si na Vánoce dalo dárky. Každý dal dárky třem svým kamarád̊um. Ukažte, že neńı
možné, aby každý dostal dárky právě od těch tř́ı kamarád̊u, kterým dárky sám dal.

0.0.2.
”
Tři domy a tři studny.“ Podle pověsti žily v Temném hvozdu tři čarodejnice. Každá bydlela ve své

vlastńı sluji a každá potřebovala k provozováńı své živnosti vodu ze tř́ı studánek: s živou vodou, s mrtvou
vodou a s pitnou vodou. Jenomže cestou ke studánkám se čarodejnice nesmı́ potkat, ani zkř́ıžit vyšlapanou
cestičku jiné čarodejnice. Jak mohla vypadat mapa lesa se slujemi, studnami a cestičkami? Pokud řešeńı
neexistuje, pečlivě zd̊uvodněte.

0.0.3.
”
Sedm most̊u města Královce“ Městem Královec (nyńı Kaliningrad na územı́ Ruska) teče řeka Pre-

gola, která vytvář́ı dva ostrovy. V 18. stolet́ı byly ostrovy spojeny s oběma břehy i navzájem celkem sedmi
mosty. Otázka zńı, zda je možné všechny mosty přej́ıt tak, aby ten, kdo se o to pokouš́ı, vstoupil na každý
most pouze jednou.

0.0.4.
”
Dokonalý kompresńı algoritmus“ Najděte alespoň jeden př́ıklad dokonalého bezztrátového kom-

presńıho a dekompresńıho algoritmu, (máte naj́ıt dva algoritmy):

1. postup, jak z libovolné posloupnosti bajt̊u b1, b2, . . . , bn sestavit kratš́ı posloupnost c1, c2, . . . , cm, kde
m < n, a současně

2. postup, jak z posloupnosti c1, c2, . . . , cm sestavit zpět posloupnost b1, b2, . . . , bn.

Pokud takový algoritmus neexistuje, pečlivě zd̊uvodněte.

0.0.5.
”
Lámáńı čokolády“ Tabulka čokolády se skládá z m× n čtverečk̊u. Chceme ji nalámat na jednotlivé

čtverečky. Najděte (a dokažte) jaký je nejmenš́ı počet zlomů, abychom čokoládum×n rozdělili na jednotlivé
čtverečky?

0.0.6.
”
Handshaking problem“ Máme skupinu n lid́ı (n ≥ 2) z nichž někteř́ı si podali ruce. Ukažte, že

ve skupině jsou alespoň dva lidé, kteř́ı podali ruku stejnému počtu lid́ı ve skupině.

0.0.7.
”
Krabice“ Mějme n krabic poskládaných do jednoho vysokého sloupce. Nyńı máme za úkol tento

sloupec rozložit na menš́ı hromádky, přičemž za každé rozložeńı sloupce o výšce a+ b na dva menš́ı sloupce
o výškách a, b dostáváme a ·b bod̊u. Postup konč́ı, jakmile žádné dvě krabice nelež́ı na sobě. Ćılem je zvolit
takový postup rozkládáńı sloupc̊u krabic, aby součet bod̊u za všechny kroky by co největš́ı.
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Část I

Základy diskrétńı matematiky

Kolik r̊uzných oblast́ı na obrázku najdete?
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1 Posloupnosti, sumy a produkty, zaokrouhlováńı

Nejprve připomeneme, že známý vztah pro součet prvńıch n kladných celých č́ısel je

n∑
i=1

i =
n

2
(n+ 1). (1)

Podrobněji si o základńıch kombinatorických pojmech přečtete v úvodńı kapitole skript [ZDM].

1.1 Posloupnosti

1.1.1. Najděte vztah pro n-tý člen následuj́ıćıch posloupnost́ı.

a) 3, 6, 12, 24, 48, . . .

b) 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .

c) 0, 1, 3, 7, 15, 31, . . .

1.1.2. Na účet je vložena částka 50 000 č. Částka bude každoročně úrokována dvěma procenty. Kolik bude
na účtu za n let?

1.1.3. Na účet je vložena částka 50 000 č. Částka bude úrokována úrokem dvě procenta ročně. Úroky jsou
však připisovány každý měśıc. Kolik bude na účtu za n měśıc̊u?

1.2 Sumy a produkty

1.2.1. Vypočtěte
∑4

i=−3
3+i
2 .

1.2.2. Najděte obecný vztah pro součet prvńıch k lichých č́ısel.

1.2.3. Najděte obecný vztah pro součet prvńıch k sudých kladných č́ısel.

1.2.4. Najděte obecný vztah pro součin prvńıch k přirozených č́ısel.

1.2.5. Najděte obecný vztah pro součin prvńıch k sudých kladných č́ısel.

1.2.6. Zapǐste a zjednodušte součet 12 + 12
100 + 12

10000 + 12
10000 + · · ·

1.2.7. Ukažte, že aritmetický pr̊uměr libovolného sudého počtu po sobě jdoućıch č́ısel neńı celé č́ıslo.

1.2.8. Mějme čtyři libovolná reálná č́ısla a, b, c, d ∈ R. Sestavte předpis posloupnosti an pro n ∈ N tak, aby
a1 = a, a2 = b, a3 = c, a4 = d

1.3 Aritmetická posloupnost

1.3.1. Zjistěte, zda daná posloupnost je aritmetická, nebo ne.

a) 33, 36, 39, 42, 45, . . .

b) 1, 2, 4, 8, 16, . . .

c) 7, 7, 7, 7, 7, . . .

d) 7,−7, 7,−7, 7,−7, . . .

1.3.2. Rozhodněte, zda posloupnost daná vztahem pro n-tý člen je aritmetická, nebo ne.

a) an = n
n−1 pro n ∈ N, n ≥ 2

b) an = n+1
2 pro n ∈ N
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c) an = 2
n+1 pro n ∈ N

d) an = 3 + 4n pro n ∈ N

1.3.3. Najděte vztah pro n-tý člen následuj́ıćıch aritmetických posloupnost́ı.

a) 4, 7, 10, 13, 16, . . .

b) 1, 0,−1,−2,−3,−4, . . .

c) 1, 0,−1,−2,−3,−4

1.3.4. U dané aritmetické posloupnosti určete jej́ı prvńı člen, jej́ı diferenci a vztah pro n-tý člen, v́ıte-li

a) a2 = 4, a4 = −2.

b) a1 + a3 = 4 a součet prvńıch pěti člen̊u je s5 = −5.

1.3.5. Najděte takovou aritmetickou posloupnost (an), že a1 + a6 = 24, a4 + a5 = 12.

1.3.6. Určete součet prvńıch deseti člen̊u aritmetické posloupnosti, v́ıte-li

a) a2 = 4, d = 2.5.

b) a1 + a3 = 24 a s5 = 35.

1.3.7. Dokažte, že pro libovolná a, b ∈ R jsou č́ısla c1 = (a− b)2, c2 = a2 + b2, c3(a+ b)2 tři po sobě jdoućı
členy aritmetické posloupnosti.

1.4 Geometrická posloupnost

1.4.1. Zjistěte, zda daná posloupnost je geometrická, nebo ne.

a) 33, 36, 39, 42, 45, . . .

b) 1, 2, 4, 8, 16, . . .

c) 7, 7, 7, 7, 7, . . .

d) 7,−7, 7,−7, 7,−7, . . .

1.4.2. Rozhodněte, zda posloupnost daná vztahem pro n-tý člen je geometrická, nebo ne.

a) an = n
n−1 pro n ∈ N, n ≥ 2

b) an = 1
3n pro n ∈ N

1.4.3. Najděte vztah pro n-tý člen následuj́ıćıch geometrických posloupnost́ı.

a) 3, 6, 12, 24, 48, . . .

b) 2,−
√
2, 1,−

√
2
2 , 12 , . . .

c) 500, 50, 5, 12 ,
1
20 , . . .

d) 54, 18, 6, 2

1.4.4. U dané geometrické posloupnosti určete jej́ı prvńı člen, jej́ı kvocient a vztah pro n-tý člen, v́ıte-li

a) a1 · a3 = −9, a2 · a4 = 9
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b) a1 · a3 = 9, a2 · a5 = −9

1.4.5. Horkovzdušný balón vystoupá za minutu po startu 25 metr̊u vysoko. Za každou daľśı minutu vystoupá
75 % výšky, kterou vystoupal za předchoźı minutu. Jak dlouho potrvá balónu, než bude alespoň 110 metr̊u
vysoko?

1.4.6. Vypočtěte součet prvńıch čtyř člen̊u posloupnosti
(
2n+1

5n−3

)
.

1.4.7. Dokažte, že pro libovolná a, b ∈ R, pro která a+ b ̸= 0, a− b ̸= 0, jsou č́ısla c1 = (a− b)2, c2 =
a−b
a+b ,

c3 =
1

(a+b)2
tři po sobě jdoućı členy geometrické posloupnosti.

1.4.8. Odvod’te vztah pro součet prvńıch n člen̊u geometrické posloupnosti s prvńım členem a1 a kvocien-
tem q.

1.4.9. Dokažte nebo vyvrat’te: každá aritmetická posloupnost s alespoň třemi členy, která je současně
geometrická, je konstantńı.

1.4.10. Dokažte nebo vyvrat’te: každá konstantńı posloupnost s alespoň třemi členy je současně aritmetická
posloupnost i geometrická posloupnost.

1.4.11. Najděte nekonečně mnoho posloupnost́ı, které nejsou konstantńı a jsou aritmetické i geometrické
současně.

1.5 Funkce horńı a dolńı celé části

1.5.1. Upravte na celoč́ıselný zlomek 31, 271.

1.5.2.* Zapǐste funkci ⌊⌋ pomoćı ⌈⌉.

1.5.3.* Zapǐste funkci ⌈⌉ pomoćı ⌊⌋.

1.5.4. Upravte na celoč́ıselný zlomek 1, 23.

1.5.5.* Ukažte, že ⌊1.9⌋ = 2

1.5.6.* Ukažte, že ⌈1.9⌉ = 2

1.5.7. Ukažte, že ⌈⌈x⌉⌉ = ⌈x⌉

1.5.8. Jak vyjádř́ıte klasické zaokrouhleńı pomoćı ⌊⌋?

1.5.9.* Jak vyjádř́ıte klasické zaokrouhleńı pomoćı ⌈⌉?

1.5.10. Nakreslete graf funkćı ⌊sinx⌋, ⌈cosx⌉ a ⌊tanx⌋.

1.5.11. Kolik prvk̊u má 2{1,2,3,4}? Rozepǐste.

1.6 Př́ıklady k procvičeńı

1.6.1. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı sumy nebo produkty.

a) Vypočtěte
∑5

i=2
1
2j .

b) Vypočtěte
∑5

j=2
1
2j .

c) Vypočtěte
∑4

i=1 i
3.

d) Vypočtěte
∏n

i=0
i

i+1 .

e) Vypočtěte
∏n

i=1
i

i+1 .

1.6.2. Najděte vztah pro n-tý člen následuj́ıćıch posloupnost́ı

a) 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . ..
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b) 0, 1, 3, 7, 16, 31, . . ..

1.6.3. Existuje taková posloupnost (ai)
n
i=1, že

∑n
i=1 ai <

∑n
i=1(−ai)? Pokud ano, uved’te př́ıklad!

1.6.4. Existuje taková posloupnost (ai)
n
i=1, že

∑n
i=1 ai > 0 a

∏n
i=1 ai < 0? Pokud ano, uved’te př́ıklad!

1.6.5. Existuje taková posloupnost kladných č́ısel (ai)
n
i=1, že

∑n
i=1 ai >

∏n
i=1 ai? Pokud ano, uved’te

př́ıklad!

1.6.6.♡ Zapǐste funkci součet prvk̊u množiny A = {18, 25, 31, 67, 202, 301, 356} pomoćı sumy.

1.6.7. Do čtverce o straně 1 je vepsán čtverec, jehož vrcholy jsou středy stran p̊uvodńıho čtverce, do tohoto
vepsaného čtverce je opět stejným zp̊usobem vepsán daľśı čtverec, . . . Jaký je obsah desátého čtverce?

1.6.8.♡ Vypoč́ıtejte

a) ⌊2.7⌋.

b) ⌊−2.7⌋.

c) ⌊2210⌋.

d) ⌊−22
10⌋.

e) ⌊−π⌋.

f) ⌊−e⌋.

g) P = ⌊n+1
n ⌋, pro n ∈ N

1.6.9. Dělové koule si dělostřelci stavěli do pyramid.

a) Pyramida bud’ měla čtvercovou základnu např. 4× 4 koule, na ńı dali vrstvu 3× 3 koule, pak 2× 2
koule a na vrchol 1 kouli. Tato pyramida měla celkem 30 kouĺı. Kolik celkem kouĺı by měla pyramida
o základně n× n kouĺı?

b) Pyramida mohla mı́t založenou podstavu ve tvaru rovnoramenného trojúhelńıku z 15 kouĺı, na ńı
byla daľśı vrstva 10 kouĺı, daľśı vrstva měla 6 kouĺı, pak 3 koule a na vrcholu byla 1 koule. Celkem
měla taková pyramida 35 kouĺı. Kolik celkem kouĺı by měla pyramida o základně s hranou z n kouĺı?

1.6.10. Strany pravoúhlého trojúhelńıka tvoř́ı geometrickou posloupnost. Jaký je kvocient této poslopnosti?
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2 Výběry prvk̊u s opakováńım i bez opakováńı prvk̊u

Podrobněji si o základńıch o kombinatorických výběrech přečtete ve skriptech [ZDM].

2.1 Výběry bez opakováńı

2.1.1.♡ Pro jaké hodnoty n a k je v́ıce k-prvkových podmnožin z n prvkové množiny než (n−k)-prvkových
podmnožin?

2.1.2. Pro jaké hodnoty n a k je v́ıce k-prvkových variaćı z n prvkové množiny než (n − k)-prvkových
variaćı?

2.1.3. Vyjádřete bez kombinačńıch č́ısel
(
3n
3

)
.

2.1.4. Tenisový turnaj se hraje systémem každý s každým. Kolik se bude hrát zápas̊u, jestliže

a) se turnaje zúčastńı 8 hráč̊u?

b) se turnaje zúčastńı 21 hráč̊u?

2.1.5. Máme prázdnou množinu ∅.

a) Kolika zp̊usoby můžeme seřadit prvky ∅ do posloupnosti?

b) Kolika zp̊usoby můžeme vybrat ∅ z nějaké množiny?

c) Jak by se tyto počty změnily, kdyby 0! ̸= 1?

2.1.6. Tenisového turnaje se účastńı 8 hráč̊u. Kolik je r̊uzných pořad́ı na stupńıch v́ıtěz̊u?

2.1.7. Upravte a porovnejte
(
6n
3

)
a
(
3n
6

)
.

2.1.8.♡ Kolik zp̊usoby se může postavit pět artist̊u na sebe?

2.1.9. Kolika zp̊usoby je možné napsat č́ıslo k jako součet n sč́ıtanc̊u 1 a 2? (počet sč́ıtanc̊u n je pěvně dán)
Předpokládáme, že rozlǐsujeme pořad́ı sč́ıtanc̊u.

2.1.10. Máme n lid́ı. Jak velké skupinky vyb́ırat, aby byl počet možnost́ı co největš́ı?

2.1.11. Ukažte několika zp̊usoby, že
(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
2.1.12. Ukažte několika zp̊usoby, že

(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=

(
n+1
k+1

)
2.1.13.* Hokejový trenér má k dispozici 13 útočńık̊u a 9 obránc̊u. Kolika zp̊usoby vybereme pětku (2
obránce + 3 útočńıci), jestliže jeden konkrétńı útočńık může hrát i v obraně?

2.1.14. Určete počet všech pěticiferných přirozených č́ısel, v jejichž dekadickém zápisu se každá z deseti
č́ıslic vyskytuje nejvýše jednou. Kolik z nich je menš́ıch než 50 000?

2.1.15. Na konferenci vystouṕı šest přednášej́ıćıch: A, B, C, D, E, F. Určete počet

a) všech možných pořad́ı jejich vystoupeńı;

b) všech pořad́ı, v nichž vystouṕı A po E;

c) všech pořad́ı, v nichž vystouṕı A ihned po E.

2.1.16. Kolika zp̊usoby můžeme n lid́ı posadit

a) do řady

b) do řady, v ńıž je člověk A na kraji;

c) do řady tak, aby lidé A a B neseděli vedle sebe;
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d) kolem kulatého stolu (dvě rozesazeńı považujeme za r̊uzná, pokud se alespoň jednomu člověku změńı
soused po pravé či levé ruce).

2.1.17. Kolika zp̊usoby můžeme ze sedmi muž̊u a čtyř žen vybrat šestičlennou skupinu, tak aby v ńı byly

a) právě dvě ženy;

b) alespoň dvě ženy;

c) nejvýše dvě ženy;

2.1.18. Vlajka má být sestavena ze tř́ı r̊uznobarevných vodorovných pruh̊u. K dispozici jsou látky barvy
b́ılé, červené, modré, zelené a žluté.

a) Kolik r̊uzných vlajek můžeme sestavit?

b) Kolik z nich má modrý pruh?

c) Kolik jich má modrý pruh uprostřed?

d) Kolik jich nemá uprostřed červený pruh?

2.2 Výběry s opakováńım

2.2.1. Kolika zp̊usoby můžeme postavit šest artist̊u do pyramidy 3 + 2 + 1? Rozlǐsujeme pouze kdo stoj́ı
na zemi, kdo v prvńı vrstvě a kdo nahoře, ale už nerozlǐsujeme, komu stoj́ı daľśı řada na levém a komu
na pravém rameni.

2.2.2. Kolik existuje anagramů slova MISSISSIPPI?

2.2.3. Kolik existuje anagramů slova MISSISSIPPI, které neobsahuj́ı IIII?

2.2.4. Kolik existuje anagramů slova MISSISSIPPI, které neobsahuj́ı II?

2.2.5. Na patnáct stožár̊u v řadě budou pověšeny vlajky pěti zemı́, každá třikrát. Kolik existuje možnost́ı?

2.3 Př́ıklady k procvičeńı

2.3.1. Vypoč́ıtejte, kolika zp̊usoby lze na klasické šachovnici (8× 8 poĺı) vybrat

a) trojici libovolných poĺıček,

b) trojici poĺıček tak, že žádné dvě nelež́ı v témže sloupci,

c) trojici poĺıček tak, že žádné dvě nelež́ı v témže sloupci ani v téže řadě,

d) trojici poĺıček, která jsou všechna téže barvy.

2.3.2. Kolika zp̊usoby je možné napsat k jako součet n sč́ıtanc̊u? Předpokládáme, že rozlǐsujeme pořad́ı
sč́ıtanc̊u.

2.3.3. Kolika zp̊usoby můžeme na šachovnici rozestavit všech 32 figur? Započ́ıtáme i ty možnosti, které
nemohou nastat během regulérńı hry (pěšec v prvńı řadě, dva králové na sousedńıch poĺıch, dva b́ıĺı střelci
na černých poĺıch, . . . ).

2.3.4. Kolika zp̊usoby je možné napsat č́ıslo 7 jako součet právě čtyř přirozených sč́ıtanc̊u? (dovoĺıme i
nulové sč́ıtance!) Předpokládáme, že rozlǐsujeme pořad́ı sč́ıtanc̊u.

2.3.5. Kolika zp̊usoby je možné napsat č́ıslo 7 jako součet právě čtyř kladných přirozených sč́ıtanc̊u?
Předpokládáme, že rozlǐsujeme pořad́ı sč́ıtanc̊u.
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2.3.6. Kolika zp̊usoby je možné napsat k jako součet n kladných sč́ıtanc̊u? Předpokládáme, že rozlǐsujeme
pořad́ı sč́ıtanc̊u.

2.3.7. Máme 10 stejných figurek a čtyři r̊uzné barvy. Kolik existuje možnost́ı, jak všechny figurky obarvit?

2.3.8. Máme 7 r̊uzných figurek a tři r̊uzné barvy. Kolik existuje možnost́ı, jak všechny figurky obarvit?

2.3.9. Máme 10 stejných figurek a čtyři r̊uzné barvy. Kolik existuje možnost́ı, jak některé figurky obarvit?

2.3.10. Máme 10 stejných figurek a čtyři r̊uzné barvy. Kolik existuje možnost́ı, jak všechny figurky obarvit,
přičemž od každé barvy by měla být alespoň jedna figurka?

2.3.11. Kolika zp̊usoby můžeme posadit n lid́ı kolem kulatého stolu? Ve dvou rozd́ılných rozesazeńıch má
některý člověk jiného souseda po levé nebo po pravé ruce.

2.3.12. Kolika zp̊usoby můžeme posadit n manželských pár̊u kolem kulatého stolu tak, aby manželé seděli
vždy vedle sebe? Ve dvou rozd́ılných rozesazeńıch má některý člověk jiného souseda po levé nebo po pravé
ruce.

2.3.13. Dř́ıve byly státńı poznávaćı značky osobńıch automobil̊u tvořeny uspořádanou sedmićı, jej́ıž prvńı
tři členy byly ṕısmena a daľśı čtyři č́ıslice. Kolik poznávaćıch značek bylo možno sestavit, jestliže pro prvńı
část značky bylo možno použ́ıt každé z 26 ṕısmen (každá možnost povolena nebyla).

2.3.14. Určete počet všech nejvýše k-prvkových podmnožin n-prvkové množiny.

2.3.15. Kolik je všech pěticiferných přirozených č́ısel? Kolik z nich je menš́ıch než 50 000?

2.3.16. Určete počet všech čtyřciferných přirozených č́ısel dělitelných 9, v jejichž dekadickém zápisu mohou
být pouze č́ıslice 0, 1, 2, 5, 7.

2.3.17. V sáčku jsou červené, modré a zelené kuličky (kuličky téže barvy jsou nerozlǐsitelné). Určete, kolika
zp̊usoby lze vybrat pět kuliček, jestliže v sáčku je

a) aspoň pět kuliček od každé barvy;

b) pět červených, čtyři modré a čtyři zelené kuličky.

2.3.18.* Kolika zp̊usoby je možné napsat č́ıslo k jako součet sč́ıtanc̊u 1 a 2? Předpokládáme, že rozlǐsujeme
pořad́ı sč́ıtanc̊u.

2.3.19.* Jaký je počet všech trojúhelńık̊u, z nichž žádné dva nejsou shodné a každá jejich strana má velikost
vyjádřenou některým z č́ısel n+ 1, n+ 2, n+ 3, ...2n, kde n je přirozené č́ıslo.

2.3.20. Kolik př́ımek lze proložit 7 body, jestliže žádné tři body nelež́ı v př́ımce?

2.3.21. Kolik př́ımek lze proložit 7 body, jestliže právě tři body lež́ı v př́ımce?

2.3.22. Máme dány dvě mimoběžky. Na jedné je m bod̊u, na druhé n bod̊u. Kolik lze sestrojit čtyřstěn̊u
s vrcholy v daných bodech?

2.3.23. Kolika zp̊usoby můžete seřadit v poličce pět učebnic angličtiny, čtyři učebnice matematiky a dvě
učebnice českého jazyka, jestliže maj́ı z̊ustat rozděleny do skupin po jednotlivých předmětech?

2.3.24. Na hĺıdku p̊ujdou 4 vojáci z čety. Kolik voják̊u má četa, jestliže výběr je možno provést 210 zp̊usoby?

2.3.25. Palindrom je slovo, které se ṕı̌se stejně jako pozpátku. Anglická abeceda má 26 ṕısmen. Kolik
existuje palindromů (i nesmyslných) délky n z ṕısmen anglické abecedy?

2.3.26. Háźıme třikrát kostkou. Kolik existuje takových možnost́ı, kdy v každém daľśım hodu padaj́ı větš́ı
a větš́ı č́ısla?

2.3.27. Byli jsme čtyři, seděli v baru a poṕıjeli. Trápilo nás špatné svědomı́, že mı́sto abychom v životě dělali
něco pořádného, jsme závisĺı na alkoholu. Tu k nám přistoupil rozjařený barman a namı́chal nám sedm
r̊uzných drink̊u tak, aby každý dostal alespoň jeden. Kolika zp̊usoby to mohl provést, jestliže rozlǐsujeme
pořad́ı drink̊u, které jsme vypili.
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2.3.28. Poč́ıtač Kecálek ve filmu Rumburak dostal za úkol naj́ıt všechny dvojice slov složené z dvanácti
ṕısmen (mezeru nepoč́ıtáme). Kolik takových slov z 26 ṕısmen existuje?

2.3.29. Zakĺınadlo pro přesun do ř́ı̌se pohádek ve filmu Rumburak zńı HUBERO KORORO. Kolik existuje
anagramů tohoto zakĺınadla složených ze dvou šestiṕısmených slov?

2.3.30. Zakĺınadlo pro změnu počaśı ve filmu Rumburak zńı RABERA TAREGO. Kolik existuje anagramů
tohoto zakĺınadla složených ze dvou šestiṕısmených slov?

2.3.31. Na běžných dominových kostkách se vyskytuj́ı oka v počtu 0, 1, . . . 6. Každá dvojice počtu ok se
s sadě vyskytuje na právě jedné kostce. Všechny kostky domina je možné položit do jediné řady tak, aby
navazuj́ıćı kostky sd́ılely stejný počet ok. Nyńı n-dominem budeme rozumět takovou sadu kostek, která
obsahuje všechny dvojice počt̊u ok z rozsahu 0, 1, . . . , n. Pro jaká přirozená č́ısla n lze všechny kostky
n-domina položit do jediné řady?

2.3.32. Máme čtverečkovanou śıt’ m× n čtverečk̊u. Kolik r̊uzných obdélńık̊u najdeme v śıti?

2.3.33. Keltský druid Travedik vař́ı lektvary ze sta r̊uzných bylin. Mezi nimi je i šalvěj třeskutá, což je
druidova nejmocněǰśı bylinka. Při vařeńı lektvar̊u může použ́ıt jednu, dvě, tři, či libovolný větš́ı počet
bylin. Kterých lektvar̊u je v́ıce, těch, které šalvěj třeskutou obsahuj́ı a nebo těch, které ji neobsahuj́ı?

2.3.34. Keltský druid Travedik vař́ı lektvary ze sta r̊uzných bylin. Mezi nimi jsou i šalvěj třeskutá a pu-
cheǰrńıček smradlavý, což jsou dvě Travedikovy nejmocněǰśı bylinky. Při vařeńı lektvar̊u může použ́ıt jednu,
dvě, tři, či libovolný větš́ı počet bylin. Kterých lektvar̊u je v́ıce, těch, které obsahuj́ı šalvěj třeskutou a pu-
cheǰrńıček smradlavý a nebo těch, které alespoň jednu z těchto bylin neobsahuj́ı?

2.3.35. Hra Tic-tac-toe je hra s tužkou a paṕırem pro dva hráče X a O. Hráči stř́ıdavě zapisuj́ı kř́ıžky a
kolečka do čtvercové śıtě poĺıček 3 × 3. Obvykle zač́ıná X, jako na Obrázku 2.1. Hráč, který jako prvńı
umı́st́ı tři své symboly v jedné řadě, sloupci nebo diagonále, vyhraje.

Obrázek 2.1: Jedna hra Tic-tac-toe.

a)♡Kolik existuje r̊uzných rozmı́stěńı kř́ıžk̊u a koleček (pět kř́ıžk̊u a čtyři kolečka) na herńım plánu?

b) Kolik existuje r̊uzných rozmı́stěńı kř́ıžk̊u a koleček na herńım plánu, jestliže rozlǐsujeme pořad́ı tah̊u,
kř́ıžky a kolečka se stř́ıdaj́ı?

c) Kolik existuje r̊uzných her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v pátém tahu?

d) Kolik existuje r̊uzných her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v šestém tahu?

e) Kolik existuje r̊uzných her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v sedmém tahu?

f) Kolik existuje r̊uzných her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v osmém tahu?

g)*Kolik existuje r̊uzných her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v devátém tahu?

h) Kolik existuje r̊uzných her Tic-tac-toe, které konč́ı remı́zou?

i) Kolik existuje všech r̊uzných her Tic-tac-toe?

2.3.36. Máme dostatečný počet kuliček červené, modré a zelené barvy. Kolika zp̊usoby můžeme vybrat 30
kuliček tak, aby od žádných dvou barev nebyl stejný počet kuliček?
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3 Diskrétńı pravděpodobnost

Pokud neńı řečeno jinak, tak v př́ıkladech této kapitoly předpokládáme, že baĺıček karet obsahuje 32 karet,
od sedmičky po eso ve čtyřech r̊uzných barvách (srdce, piky, káry a kř́ıže). Dále předpokládáme, že klasická
šestistěnná kostka je vyrobena tak, že součet ok na protilehlých stěnách je vždy sedm.

Všimněte si, že i v př́ıpadě, kdy máme zamı́chaný celý baĺıček karet, nemuśıme někdy uvažovat šech
32! pořad́ı. Pokud se zaj́ımáme o nějaký výběr, stač́ı pracovat s nějakým náhodným výběrem.

Podrobněji si o diskrétńı pravděpodobnosti můžete přeč́ıst ve skriptech [ZDM].

3.1 Motivačńı př́ıklady

3.1.1. Na jednom Americkém televizńım kanálu běžela Montyho Show. Soutěž́ıćı měli možnost źıskat auto-
mobil, jestliže si vyberou ze tř́ı dveř́ı ty dveře, za kterými se automobil nacháźı. Soutěž́ıćı si jedny dveře
zvolil a potom Monty šel a otevřel některé ze dvou zbývaj́ıćıch dveř́ı. Vždy otevřel ty dveře, za kterými
nestál automobil, ale koza. Nyńı měl soutěž́ıćı možnost změnit svou volbu a vybrat si libovolné ze dvou stále
zavřených dveř́ı. Předpokládáme, že pořadatelé vyberou na začátku náhodně jedny ze tř́ı dveř́ı, za které
zaparkuj́ı automobil a za daľśı dvě postav́ı kozy. Je lepš́ı změnit svoji volbu, nebo z̊ustat u p̊uvodńıho
tipu a nebo je to jedno? S jakou pravděpodobnost́ı źıská soutěž́ıćı výhru jestliže změńı svoji volbu? Svou
odpověd’ vysvětlete.

3.2 Konečný pravděpodobnostńı prostor

3.2.1. Hod́ıme kostkou.

a) Jaká je pravděpodobnost, že padne sudé č́ıslo?

b) Jaká je pravděpodobnost, že padne prvoč́ıslo?

c) Jaká je pravděpodobnost, že padne jednička nebo dvojka?

d) Jaká je pravděpodobnost, že součet horńı a spodńı stěny je 7?

e) Jaká je pravděpodobnost, že součet horńı a spodńı stěny je 3?

3.2.2. Hod́ıme kostkou, která neńı spravedlivá, r̊uzná č́ısla padaj́ı s r̊uznou pravděpodobnost́ı. Č́ısla 1, 2
padnou s pravděpodobnost́ı 1

5 , č́ısla 4, 5 a 6 padnou s pravděpodobnost́ı 1
7 . Pravděpodobnost č́ısla 3 neńı

udána.

a) Jsou uvedené pravděpodobnosti konzistentńı?

b) S jakou pravděpodobnost́ı padne č́ıslo 3?

c) Jaká je pravděpodobnost, že padne sudé č́ıslo?

d) Jaká je pravděpodobnost, že padne prvoč́ıslo?

e) Jaká je pravděpodobnost, že padne jednička nebo dvojka?

f) Jaká je pravděpodobnost, že součet horńı a spodńı stěny je 7?

g) Jaká je pravděpodobnost, že součet horńı a spodńı stěny je 3?

3.2.3. Hod́ıme dvěma kostkami.

a) Je pravděpodobněǰśı, a) že padne 5 a 6 nebo b) že padnou dvě 3?

b) Jaká je pravděpodobnost, že padne součin 12?

c) Jaká je pravděpodobnost, že padne součin 4?
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d) Jaká je pravděpodobnost, že padne součin 14?

e) Jaká je pravděpodobnost, že padne součet 10?

3.2.4. Sestavte funkci P (n), která bude udávat pravděpodobnost, že při současném hodu n ≥ 1 kostkami

a) padne součet n.

b) padne součet 3.

3.2.5. Hod́ıme současně sedmi kostkami. Jaká je pravděpodobnost, že

a) padne součet 12?

b) padne součet 13?

3.2.6. Hod́ıme n-stěnnou kostkou oč́ıslovanou 1, 2, . . . , n. Jaká je pravděpodobnost, že padne liché č́ıslo?

3.2.7. Hod́ıme n-stěnnou prvoč́ıselnou kostkou (stěny jsou oč́ıslované užit́ım prvńıch n prvoč́ısel). Jaká je
pravděpodobnost, že padne liché č́ıslo?

3.2.8. Máme zamı́chaný baĺıček 32 hraćıch karet. Jaká je pravděpodobnost, že

a) prvńı karta v baĺıčku je eso?

b) třet́ı karta v baĺıčku je deśıtka?

c) třet́ı karta v baĺıčku je deśıtka, v́ıme-li, že prvńı dvě karty jsou dáma a král?

d) třet́ı karta v baĺıčku je deśıtka, v́ıme-li, že prvńı dvě karty jsou sedmička a deśıtka?

3.2.9. Háźıme dvěma kostkami: šestistěnnou a dvanáctistěnnou. Jaká je pravděpodobnost, že na obou padne
stejné č́ıslo?

3.2.10. Háźıme třemi kostkami: čtyřstěnnou, šestistěnnou, desetistěnnou. Jaká je pravděpodobnost, že
na všech padne stejné č́ıslo?

3.2.11. Háźıme třemi šestistěnnými kostkami.

a) Je lepš́ı vsadit si, že nepadne žádná šestka, nebo že padne alespoň jedna šestka?

b) Jaká je pravděpodobnost, že padne právě jedna šestka?

c) Jaká je pravděpodobnost, že padnou alespoň dvě šestky?

3.2.12. Háźıme desetistěnnou kostkou.

a) Hod́ıme jednou. Jaká je pravděpodobnost, že padne prvoč́ıslo?

b) Háźıme dvakrát. Jaká je pravděpodobnost, že padne lichý součet?

c) Háźıme dvakrát. Jaká jsou pravděpodobnosti jednotlivých součt̊u?

3.2.13. Háźıme čtyřikrát minćı. Jaká je pravděpodobnost, že

a) padne čtyřikrát za sebou hlava?

b) padne nejprve hlava, potom orel, znovu orel a nakonec hlava?

c) padne dvakrát hlava a dvakrát orel (v libovolném pořad́ı)?

d) padne alespoň jednou hlava?
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3.2.14. Hod́ıme třemi stejnými kostkami.

a) Jaká je pravděpodobnost, že padne 2, 4, 6?

b) Jaká je pravděpodobnost, že padne 2, 4, 4?

3.2.15. Ve tř́ıdě je 25 žák̊u. Předpokládejme, že nikdo nemá narozeniny 29. února (v přestupném roce) a že
každý den v roce se rod́ı přibližně stejně dět́ı. a) S jakou pravděpodobnost́ı budou alespoň dva spolužáci
slavit narozeniny ve stejný den? b) Kolik nejméně muśı být ve tř́ıdě žák̊u, aby byla pravděpodobnost
společného data narozenin dvou spolužák̊u větš́ı než 1

2?

3.3 Disjunktńı a nezávislé jevy

3.3.1. Dva hráči háźı kostkou. Jsou jejich hody nezávislé? I když někdo hod́ı tři šestky za sebou?

3.3.2. Mějme dva r̊uzné elementárńı jevy.

a) Jsou r̊uzné elementárńı jevy vždy disjunktńı?

b) Jsou r̊uzné elementárńı jevy vždy nezávislé?

3.3.3. Mějme dva disjunktńı jevy.

a) Mohou být dva disjunktńı jevy nezávislé?

b) Je prázdný jev nezávislý s libovolným jevem?

3.3.4. Udejte př́ıklad dvou r̊uzných jev̊u, které nejsou disjunktńı.

3.3.5. Hod́ıme dvěma kostkami.

a) Jsou jevy A: padl součet 4 a B: padl součin 4 disjunktńı?

b) Jsou jevy A: padl součet 6 a B: padl součin 6 disjunktńı?

3.3.6. Mějme tři jevy A,B,C. Vı́me, že jevy A a B jsou nezávislé, jevy B a C jsou nezávislé a jevy A a C
jsou nezávislé.

a) Jsou jevy A,B,C nezávislé jako trojice?

b) Mohou být ve speciálńım př́ıpadě nezávislé? Kdy?

3.3.7. Máme zamı́chaný baĺıček 32 karet.

a) Rozdáme dvěma hráč̊um po třech kartách. Jsou výběry karet nezávislé?

b) Dáme prvńımu hráči tři karty a zbylé karty zamı́cháme. Potom druhý hráč dostane také tři karty.
Jsou výběry karet nezávislé?

c) Dáme prvńımu hráči tři karty. On si je zapamatuje a vrát́ı do baĺıčku. Potom karty zamı́cháme a
druhý hráč dostane tři karty. Jsou výběry karet nezávislé?

d) Hráč dostane pět karet, potom karty vrát́ı a po zamı́cháńı dostane znovu pět karet. Jaká je
pravděpodobnost, že měl pokaždé fullhouse (3+2 stejné hodnoty)?

e) Hráč dostane pět karet, schová si je dostane daľśıch pět karet. Jaká je pravděpodobnost, že měl
královský poker (4 esa a daľśı karta stejné hodnoty) dvakrát za sebou?
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3.3.8. Hod́ıme dvěma kostkami, jednou zelenou a jednou červenou. Jsou jevy A:
”
na obou padne stejné

č́ıslo“ a B:
”
na zelené kostce padne šestka“ nezávislé?

3.3.9. Hod’me dvěma kostkami. Jsou jev
”
padl součet 6“ a jev

”
padl součin 8“ nezávislé?

3.3.10. Mějme pravděpodobnostńı prostor Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} s uniformńı pravděpodobnost́ı (háźıme
osmistěnnou kostkou). Jsou jevy A = {1, 2, 3, 4} a B = {5, 6, 7, 8} nezávislé?

3.3.11. Mějme pravděpodobnostńı prostor Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} s uniformńı pravděpodobnost́ı (háźıme
osmistěnnou kostkou). Jsou jevy A = {1, 2, 3, 4} (padlo malé č́ıslo) a B = {1, 3, 5, 7} (padlo liché č́ıslo)
nezávislé?

3.3.12. Mějme pravděpodobnostńı prostor Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} s uniformńı pravděpodobnost́ı (háźıme
šestistěnnou kostkou). Jsou jevy A = {1, 2, 3} (padlo malé č́ıslo) a B = {1, 3, 5} (padlo liché č́ıslo)
nezávislé?

3.3.13. Háźıme n-stěnnou kostkou. Nadefinujeme jev A, že padne malé č́ıslo 1, 2, . . . , ⌊n2 ⌋ a jev B, že padne
liché č́ıslo. Pro jaká n jsou jevy A a B nezávislé?

3.4 Podmı́něná pravděpodobnost

3.4.1. Jaká je pravděpodobnost při hodu klasickou kostkou, že padne č́ıslo větš́ı než 3 v́ıme-li, že padlo liché
č́ıslo.

3.4.2. V krabici je 5 kouĺı, 3 jsou b́ılé a 2 černé. Vytáhneme postupně dvě koule. Jaká je pravděpodobnost,
že prvńı je b́ılá a druhá černá?

3.4.3. V krabici je 5 kouĺı, 3 jsou b́ılé a 2 černé. Vytáhneme postupně dvě koule. Poč́ıtejme: Všechny
možnosti, jak mohou dopadnout losováńı jsou: b́ılá-b́ılá, b́ılá-černá, černá-černá a černá-b́ılá. Pouze jedna
z nich je př́ıznivá: b́ılá-černá. Dostaneme pravděpodobnost P = 1

4 . Srovnejte s řešeńım Př́ıkladu 2. Co je
špatně? Vysvětlete!

3.4.4. V krabici je 5 kouĺı, 3 jsou b́ılé a 2 černé. Vytáhneme postupně dvě koule. Poč́ıtejme: Všech možnost́ı,
jak může dopadnout losováńı je

(
5
2

)
= 10. Př́ıznivé jsou ty, kdy vybereme nejprve b́ılou a potom černou: Do-

staneme pravděpodobnost P =
(31)·(

2
1)

|Ω| = 3·2
10 = 3

5 . Srovnejte s řešeńım Př́ıkladu 2. Co je špatně? Vysvětlete!

3.4.5. Z celkové produkce závodu jsou 4% zmetk̊u. Z dobrých výrobk̊u je 75% standardńıch. Určete
pravděpodobnost, že náhodně vybraný výrobek je standardńı.

3.5 Středńı hodnota

3.5.1. Háźıme kostkou, která neńı spravedlivá, r̊uzná č́ısla padaj́ı s r̊uznou pravděpodobnost́ı. Č́ısla 1, 2
padnou s pravděpodobnost́ı 1

5 , č́ısla 4, 5 a 6 padnou s pravděpodobnost́ı 1
7 . Pravděpodobnost č́ısla 3 neńı

udána. Jaký je středńı počet počtu ok, která na kostce padnou?

3.5.2. Jaká je středńı hodnota počtu šestek, které padnou při hodu pěti kostkami?

3.5.3. Máme šestistěnnou kostku.

a) Jaký je pr̊uměrný součet č́ısel na horńı a spodńı stěně kostky vyrobené tak, že 1 je naproti 6, 2
naproti 5 a 3 naproti 4?

b) Jaký je pr̊uměrný součet č́ısel na horńı a spodńı stěně kostky vyrobené tak, že 1 je naproti 2, 3
naproti 5 a 4 naproti 6?

3.5.4. Máme dva sáčky s kuličkami. V prvńım sáčku jsou dvě kuličky s č́ıslem 2 a tři kuličky s č́ıslem 3.
Ve druhém sáčku jsou 3 kuličky s č́ıslem 4 a 2 kuličky s č́ıslem 5. Taháme z obou sáčk̊u po jedné kuličce.
Jaký je pr̊uměrný součet tažených č́ısel?

3.5.5. Uměli byste rozmı́stit č́ısla 1 až 6 na spravedlivou kostku tak, aby středńı hodnota součtu horńı a
spodńı stěny byla jiná než 7?
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3.5.6. Najděte vhodná č́ısla a1, a2, . . . , a6 a rozmı́stěte je na spravedlivou kostku tak, aby středńı hodnota
součtu horńı a spodńı stěny byla jiná než pr̊uměr hodnot a1 až a6 vynásobený dvěma.

3.5.7. Najděte vhodná celá č́ısla a1, a2, . . . , a6 a rozmı́stěte je na spravedlivou kostku tak, aby středńı
hodnota součinu horńı a spodńı stěny byla jiná než pr̊uměr hodnot a1 až a6 umocněný na druhou.

3.5.8.* Najděte vhodná r̊uzná celá č́ısla a1, a2, . . . , a6 a rozmı́stěte je na spravedlivou kostku tak, aby středńı
hodnota součinu horńı a spodńı stěny byla stejná jako pr̊uměr hodnot a1 až a6 umocněný na druhou.

3.5.9. Kolik je třeba pr̊uměrně hod̊u minćı, aby vyšly dva stejné výsledky?

3.5.10.* Kolik je třeba pr̊uměrně hod̊u minćı, kde hlava má pravděpodobnost p (p nemuśı být 1
2), aby vyšly

dva stejné výsledky?

3.5.11.* Kolik je třeba pr̊uměrně hod̊u spravedlivou minćı, aby padla prvńı hlava?

3.5.12.* Kolik je třeba pr̊uměrně hod̊u minćı, kde hlava má pravděpodobnost p (p nemuśı být 1
2), aby padla

prvńı hlava?

3.5.13. Jaká je středńı hodnota počtu poĺıček, o které se vaše figurka přesune v jednom kole hry
”
Člověče,

nezlob se!“, pokud se

a) po třet́ı šestce za sebou již znovu neháźı?

b) opakovaně háźı dokud padaj́ı šestky?

3.5.14. Při objednáváńı oběd̊u u terminálu vedle j́ıdelny nev́ıte, která j́ıdla jsou k dispozici a která ne.
Jestliže tři z pěti j́ıdel již neńı možné objednat. Jaký je středńı počet pokus̊u než si objednáme j́ıdlo, které
se ještě vař́ı?

3.5.15. Při objednáváńı oběd̊u u terminálu vedle j́ıdelny nev́ıte, která j́ıdla jsou k dispozici a která ne. Je-li
v menu výběr z n j́ıdel a jestliže k ≤ n je počet j́ıdel z pěti, která je možno objednat, jaký je středńı počet
pokus̊u než si objednáme j́ıdlo, které se ještě vař́ı?

3.6 Náhodné výběry

3.6.1. Máme sedmiprvkovou množinu A.

a) S jakou pravděpodobnost́ı vybereme náhodně jednu konkrétńı pětiprvkovou podmnožinu mezi všemi
pětiprvkovými podmnožinami?

b) S jakou pravděpodobnost́ı vybereme náhodně jednu konkrétńı pětiprvkovou podmnožinu mezi všemi
podmnožinami?

c) S jakou pravděpodobnost́ı vybereme náhodně některou pětiprvkovou podmnožinu mezi všemi
podmnožinami?

3.6.2. S jakou pravděpodobnost́ı vybereme náhodně jednu k-prvkovou podmnožinu n-prvkové množiny?

3.6.3. S jakou pravděpodobnost́ı vybereme náhodně k-prvkovou podmnožinu mezi všemi podmnožinami
n-prvkové množiny?

3.6.4. Jaká je pravděpodobnost, že náhodná podmnožina n-prvkové množiny obsahuje jeden pevně zvolený
prvek?

3.6.5. Máme náhodnou posloupnost čtyř bit̊u.

a) S jakou pravděpodobnost́ı se jedná o
”
0011“?

b) S jakou pravděpodobnost́ı obsahuje dvě jedničky a dvě nuly?

3.6.6. S jakou pravděpodobnost́ı obsahuje v́ıce jedniček než nul?
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3.6.7. Máme náhodnou permutaci pětiprvkové množiny.

a) Jakou pravděpodobnost má jedna náhodná permutace?

b) Jakou pravděpodobnost má permutace, kde č́ıslo 1 následuje bezprostředně za č́ıslem 2?

c) Jakou pravděpodobnost má permutace, kde č́ıslo 1 následuje za č́ıslem 2?

d) Jakou pravděpodobnost má permutace, kde č́ısla 1, 2 jsou vedle sebe?

3.7 Př́ıklady k procvičeńı

3.7.1. Háźıme opakovaně spravedlivou minćı.

a) Jaká je pravděpodobnost, že při šesti hodech minćı padne hlava i orel stejněkrát?

b) Jaká je pravděpodobnost, že při n hodech minćı padne hlava i orel stejněkrát?

3.7.2. Máme zamı́chaný baĺıček 32 karet. Vytáhneme postupně dvě karty. Jaká je pravděpodobnost, že

a) obě karty budou esa?

b) obě karty budou dev́ıtka a deśıtka (v tomto pořad́ı)?

c) obě karty budou dev́ıtka a deśıtka (v libovolném pořad́ı)?

d) ani jedna karta nebude král?

e) obě karty budou stejné barvy?

3.7.3. Kuchař upustil omylem do polévky dva r̊uzné prsteny. Všechna polévka byla rozdělena mezi 25 host̊u,
z toho 8 žen. Jaká je pravděpodobnost, že

a) oba prsteny dostane jedna osoba?

b) prsteny budou mı́t v polévce dva muži?

c) prsteny nebude mı́t v polévce žádný muž?

d) prsteny budou mı́t v polévce jeden muž a jedna žena?

e) prsteny budou mı́t v polévce dvě ženy?

f) Jak se pravděpodobnosti změńı, jestliže prsteny budou stejné?

3.7.4. Hod́ıme dvěma šestistěnnými kostkami. Jaká je pravděpodobnost, že větš́ı č́ıslo bude m?

3.7.5. V šupĺıku máme rozházených po 6 ponožkách od každé z barev černá, šedá a b́ılá. Kolik ponožek
muśıme pr̊uměrně vytáhnout (postupně a poslepu), abychom dostali jednobarevný pár? Nerozlǐsujeme
levou a pravou ponožku.

3.7.6. V šupĺıku máme rozházených po p ponožkách od každé z b barev. Kolik ponožek muśıme pr̊uměrně
vytáhnout (postupně a poslepu), abychom dostali jednobarevný pár? Nerozlǐsujeme levou a pravou
ponožku.

3.7.7.* Magnet má dva póly, které se přitahuj́ı. Barevné dětské magnetky maj́ı na sobě umělohmotnou
čepičku. Čepička zakrývá celý jeden pól magnetu, proto přitahovat se mohou pouze jedńım pólem. Mag-
netky jsou balené po 40 kusech, 10 od každé ze čtyř barev. Předpokládejme, že zakryté póly těchto magnetk̊u
jsou zvoleny náhodně s pravděpodobnost́ı 1

2 . Jaká je pravděpodobnost, že těchto 40 magnetk̊u lze pospo-
jovat do 5× 4 stejnobarevných dvojic tak, že každá dvojice se navzájem přitahuje opačnými nezakrytými
póly?

3.7.8. Hra Tic-tac-toe je hra s tužkou a paṕırem pro dva hráče X a O, kteř́ı stř́ıdavě zapisuj́ı kř́ıžky a
kolečka do čtvercové śıtě poĺıček 3× 3, viz Cvičeńı 2.3.35. Při řešeńı využijte výsledku Cvičeńı 2.3.35.
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a) Jaká je středńı hodnota počtu tah̊u do v́ıtězstv́ı, jestliže remı́zy nebudeme uvažovat (předpokládáme,
že remı́za nemůže nastat). Předpokládejme, že každá hra má stejnou pravděpodobnost (což nemuśı
být pravda).

b)* Jaká je středńı hodnota počtu tah̊u do prvńıho v́ıtězstv́ı, jestliže remı́zy započ́ıtáme jako 9 tah̊u a daľśı
hra pokračuje daľśım (desátým) tahem. Předpokládejme, že každá hra má stejnou pravděpodobnost
(což nemuśı být pravda).

3.7.9. Krabice dřevěných dětských vláčk̊u obsahuje jednu lokomotivu a tři vagónky. Vagónky a lokomotiva
se spojuj́ı pomoćı magnet̊u. Lokomotiva má jeden magnet a každý vagónek má magnety dva – na každém
konci jeden. Póly magnet̊u jsou otočeny tak, aby bylo možno zapojit do vláčku všechny vagónky a to
v libovolném pořad́ı.

a) S jakou pravděpodobnost́ı by se dal sestavit vláček s vagónky v libovolném pořad́ı, pokud by v továrně
orientaci magnet̊u přǐrazovali náhodně?

b)*Uměli byste předchoźı úlohu zobecnit pro n vagónk̊u?

c) S jakou pravděpodobnost́ı by se dal sestavit vláček s vagónky v alespoň jednom pořad́ı, pokud by
v továrně orientaci magnet̊u přǐrazovali náhodně?

d)*Uměli byste předchoźı úlohu zobecnit pro n vagónk̊u?

3.7.10. V baĺıčku je 8 karet, dvě od každé barvy. Baĺıček pečlivě rozmı́cháme. S jakou pravděpodobnost́ı
dostaneme takové rozmı́cháńı, ve kterém nejsou žádné dvě karty stejné barvy vedle sebe?

3.7.11. Jaký je středńı počet hod̊u šestistennou kostkou než padne každá stěna alespoň jednou?

3.7.12. Čtyřicet sportovc̊u bude rozděleno na čtyři stejně početné skupiny. Jaká je pravděpodobnost, že
dva konkrétńı sportovci A a B budou ve stejné skupině?

3.7.13. S jakou pravděpodobnost́ı bude přijato binárńı slovo délky 8 znak̊u, které obsahuje čtyři nuly, jestliže
zdroj signálu generuje 7krát v́ıce nul než jedniček?

3.7.14. V televizńı soutěži se otáč́ı kolo štěst́ı. Na kole je 100 oblast́ı, z toho 60 odpov́ıdá výhře 100 Kč, 30
odpov́ıdá výhře 1000 Kč a 10 oblast́ı výhře 5000 kč. Jaká je středńı hodnota výhry?

3.7.15. Basketbalista háźı dvakrát na koš. V prvńım hodu tref́ı koš s pravděpodobnost́ı 7
10 . Potom v druhém

hodu tref́ı koš s pravděpodobnost́ı 8
10 . Pokud ale v prvńım hodu netref́ı, tak v druhém hodu uspěje

s pravděpodobnost́ı jen 6
10 . Jaká je pravděpodobnost, že basketbalista při druhém hodu tref́ı koš?
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4 Daľśı početńı postupy

4.1 Motivačńı př́ıklady

4.1.1. Kolik č́ısel z̊ustane v množině č́ısel {1, 2, . . . , 1000} po vyškrtáńı všech násobk̊u 2, 3, 5?

4.1.2. Na več́ırku se sešly 3 manželské páry. Kolika r̊uznými zp̊usoby lze posadit těchto 6 lid́ı kolem kulatého
stolu tak, aby manželé neseděli vedle sebe?

4.1.3. Ukažte, že plat́ı (
n

1

)
+ 6

(
n

2

)
+ 6

(
n

3

)
= n3

4.2 Princip inkluze a exkluze

Podrobněji si o principu inkluze a exkluze můžete přeč́ıst ve skriptech [ZDM].

4.2.1. Kolik č́ısel z̊ustane v množině č́ısel {1, 2, . . . , 1000} po vyškrtáńı všech násobk̊u 2, 3, 5, 7?

4.2.2. Kolika zp̊usoby je možno vybrat pět karet z baĺıčku 52 karet tak, aby mezi nimi byla od každé barvy
alespoň jedna karta?

4.2.3. Na več́ırku se sešly 4 manželské páry. Kolika r̊uznými zp̊usoby lze posadit těchto 8 lid́ı kolem kulatého
stolu tak, aby manželé neseděli vedle sebe?

4.2.4.* Na več́ırku se sešlo n manželských pár̊u. Kolika r̊uznými zp̊usoby lze posadit těchto 2n lid́ı kolem
kulatého stolu tak, aby manželé neseděli vedle sebe? Ve dvou rozd́ılných rozesazeńıch má některý člověk
jiného souseda po levé nebo po pravé ruce.

4.2.5.* Na plese se sešlo n manželských pár̊u. Kolika r̊uznými zp̊usoby může spolu tančit vždy všech 2n
lid́ı tak, aby žádný manželský pár netančil spolu?

4.2.6.* (Problém šatnářky) Na shromážděńı přǐslo n host̊u, všichni v kloboućıch, a odlož́ı si své klobouky
do šatny. Při odchodu dostávaj́ı své klobouky náhodně. Jaká pravděpodobnost, že žádný pán nedostane
sv̊uj klobouk zpět?

4.2.7. Na shromážděńı přǐslo 5 host̊u, všichni v kloboućıch, a odlož́ı si své klobouky do šatny. Při odchodu
dostávaj́ı své klobouky náhodně. Jaká pravděpodobnost, že žádný pán nedostane sv̊uj klobouk zpět?

4.2.8. Máme dva zamı́chané baĺıčky 32 karet. Z každého obrát́ıme shora vždy jednu kartu. Jaká je
pravděpodobnost, že nikdy nebudou vytaženy dvě stejné karty?

4.2.9. Kolika zp̊usoby rozmı́st́ıme r objekt̊u do pěti schránek tak, aby alespoň jedna byla prázdná?

4.2.10. Kolik existuje n prvkových posloupnost́ı č́ısel 0, 1, . . . , 9 takových, které obsahuj́ı vždy č́ısla 1, 2 a
3? Č́ısla se mohou opakovat.

4.3 Kombinatorické identity

4.3.1. Upravte výraz
(

2n
n−2

)
+
(

2n
n+3

)
na jediné kombinačńı č́ıslo.

4.3.2. Upravte výraz
(
n
0

)
+
(
n+1
1

)
+
(
n+2
2

)
+
(
n+3
3

)
+
(
n+4
4

)
na jediné kombinačńı č́ıslo.

4.3.3.* Upravte výraz
∑k

i=0

(
n+i
i

)
na jediné kombinačńı č́ıslo.

4.3.4. Pro jaká n plat́ı C(n− 1, 3) + C(n+ 2, 3) + 10 = P (n, 3)?

4.3.5. Ukažte, že plat́ı (
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+

(
n

2

)2

+ · · ·
(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
.
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4.3.6. Zd̊uvodněte (kombinatoricky, bez výpočtu kombinačńıch č́ısel), že plat́ı(
2n

2

)
= 2

(
n

2

)
+ n2

4.3.7.* Sečtěte 1 + 2
(
n
1

)
+ · · ·+ (k + 1)

(
n
k

)
+ · · ·+ (n+ 1)

(
n
n

)
.

4.3.8.* Ukažte, že plat́ı(
n

1

)
+ 3

(
n

3

)
+ 5

(
n

5

)
+ · · · = 2

(
n

2

)
+ 4

(
n

4

)
+ 6

(
n

6

)
+ · · ·

4.3.9. Vypoč́ıtejte

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · ·+ (n− 2) · (n− 1) · n

4.3.10. Vypoč́ıtejte
∑n

k=1 (k
2 + 1)k!

4.3.11. Vypoč́ıtejte
∑n

k=1 2
n−kk(k + 1)!

4.3.12. Vypoč́ıtejte
∑k

i=0

(
2n−k
n−i

)(
k
i

)
kde k ≤ n

4.4 Binomická věta

4.4.1. Kolik sč́ıtanc̊u dostaneme po umocněńı trojčlenu (a+ b+ c)7? Úlohu řešte kombinatorickou úvahou,
nikoliv rozepisováńım binomického rozvoje.
Pokud roznásob́ıme všech 7 závorek a sečteme odpov́ıdaj́ıćı členy, bude každý člen obsahovat sedm
součinitel̊u, každý se může opakovat v libovolném počtu kopíı (0 až 7). Nebude však hrát roli pořad́ı,
v jakém bylo sedm součinitel̊u ze tř́ı možnost́ı vybráno, proto počet člen̊u je roven počtu kombinaćı
tř́ıprvkové množiny {a, b, c} s možnost́ı opakováńı. Existuje celkem C∗(3, 7) =

(
7+3−1
3−1

)
=

(
9
2

)
= 9·8

2 = 36
r̊uzných člen̊u.
Poznámka:
Obdobně pro druhou mocninu dostaneme známý vztah (a+ b+ c)2 = a2+ b2+ c2+2ab+2bc+2ac se šesti
členy, nebot’ C∗(3, 2) =

(
2+3−1
3−1

)
=

(
4
2

)
= 6.

Poznámka:
Pokud rozlǐsujeme i všechny sč́ıtance se stejnými členy, např́ıklad členy a4b2c1 a a3b2ac1 považujeme
za r̊uzné, tak se jedná o výběr, kdy ze tř́ı součinitel̊u vyb́ıráme sedmkrát s možnost́ı opakováńı, přičemž
rozlǐsujeme pořad́ı součinitel̊u. Takových sč́ıtanc̊u je V ∗(3, 7) = 37 = 2187.

4.4.2. Roznásob́ıme výraz (2 + x)12. Jaký koeficient bude

a) u členu x5?

b) u členu x7?

c) u členu x10?

d) u členu x15?

4.5 Důkazy poč́ıtáńım

4.5.1. Existuj́ı na VŠB–TUO dva studenti se stejným posledńım čtyřč́ısĺım rodného č́ısla?

4.5.2. Ukažte, že na Zemi žij́ı dva lidé se stejným počtem vlas̊u.

4.5.3. V mı́stnosti je n lid́ı. Každý z nich má v mı́stnosti několik známých (třeba i žádného). Předpokládáme,
že relace

”
mı́t známého“ je symetrická. Ukažte, že někteř́ı dva lidé maj́ı v mı́stnosti stejný počet známých.
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4.5.4. Máte 4 r̊uzná č́ısla od 1 do n (n ≥ 4). Ukažte, že některá dvě dávaj́ı sudý součet. Kolik nejméně č́ısel
zaruč́ı sudý součet?

4.5.5. Máte 4 r̊uzná č́ısla od 1 do n (n ≥ 4). Ukažte, že na rozd́ıl od Př́ıkladu 4 nemuśı žádná dvě dávat
lichý součet.

4.5.6. Máte k r̊uzných č́ısel od 1 do n (n ≥ k ≥ 2). Pro jaké nejmenš́ı k máme zaručeno, že některá dvě
dávaj́ı lichý součet.

4.5.7. Na čtrnáctidenńı dovolenou jelo 20 lid́ı. Každé odpoledne hraj́ı stolńı tenis. U každého ze dvou stol̊u
se hraje postupně šest zápas̊u, vždy proti sobě hraj́ı dva hráči. Ukažte, že někteř́ı dva lidé spolu během
celé dovolené nehráli.

4.5.8. V Plzni se v městský dopravńıch prostředćıch št́ıpaj́ı ĺıstky. Po Plzni jezd́ı 150 tramvaj́ı, 90 trolejbus̊u
a 120 autobus̊u. Ukažte, že pokud se št́ıpe vždy 3, 4 nebo 5 poĺıček z dev́ıti, tak muśı být v některých
vozech stejné kombinace.

4.5.9.* Ukažte, že vyř́ızneme-li z šachovnice dva protilehlé rohy, potom neńı možné šachovnici pokrýt
dominovými kostkami.

4.5.10.* Ze šachovnice odebereme dvě poĺıčka r̊uzné barvy. Ukažte, že je možno pokrýt dominem.

4.5.11. Ukažte, že neexistuje univerzálńı bezztrátový kompresńı algoritmus, tj. taková kompresńı funkce,
která libovolnou posloupnost n bajt̊u zkompresuje na posloupnost délky menš́ı než n.

4.6 Př́ıklady k procvičeńı

4.6.1. Kolik nul na konci má

a) č́ıslo 50!?

b) č́ıslo 1234!?

4.6.2. Pomoćı vhodné kombinatorické interpretace a použit́ım principu inkluze a exkluze spoč́ıtejte nasle-
duj́ıćı sumu pro n,m, j přirozená taková, že n ≥ j ≥ (m+ n), t.j. vyjádřete tuto sumu jako nějaký výraz,
který už bude bez sumy:

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)(
m+ n− i

j − i

)

4.6.3. Dokažte, že plat́ı(
r

r

)
+

(
r + 1

r

)
+

(
r + 2

r

)
+ · · ·+

(
n− 1

r

)
+

(
n

r

)
=

(
n+ 1

r + 1

)
.

4.6.4. Ukažte, že pro libovolných n+1 přirozených č́ısel z množiny [1, 2n] existuj́ı taková dvě č́ısla, že jedno
je násobek druhého.

4.6.5. Z aritmetické posloupnosti 1, 4, 7, 10, . . . , 100 vybereme libovolně 19 člen̊u. Dokažte, že mezi nimi
existuj́ı dvě č́ısla, jejichž součet je 104.

4.6.6. Ukažte, že v množině libovolných k+1 celých č́ısel existuje alespoň jedna dvojice č́ısel, jejichž rozd́ıl
je dělitelný č́ıslem k.

4.6.7. Je daných přirozených 33 č́ısel, jejichž prvoč́ıselné dělitele jsou z množiny {2, 3, 5, 7, 11}. Dokažte, že
můžeme z nich vybrat dvě taková č́ısla, že jejich součin je čtverec (druhá mocnina přirozeného č́ısla).

4.6.8. Mějme 18 libovolných prvoč́ısel. Ukažte, že z nich lze vybrat pět prvoč́ısel tak, že rozd́ıl každé dvojice
vybraných prvoč́ısel je dělitelný pěti.

4.6.9. Háźıme k klasickými kostkami současně. Z množiny l lid́ı, kde l >
(
k+5
5

)
, každý hod́ı všemi k kostkami

najednou. Ukažte, že někteř́ı lidé hod́ı stejnou kombinaci ok na kostkách.

4.6.10. mějme šachovnici 6 × 6 poĺıček. Na šachovnici můžeme 18 d́ılk̊u domina tak, aby každé poĺıčko
šachovnice bylo zakryté. Ukažte, že v jakémkoliv pokryt́ı bude alespoň jedna vodorovná nebo svislá př́ımá
spára, která děĺı šachovnici na dvě části.
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5 Rekurentńı rovnice

5.1 Motivačńı př́ıklady

5.1.1. Kolika zp̊usoby můžeme zaplnit šachovnici 2×n poĺıček, máme-li k dispozici neomezený počet d́ılk̊u
2× 1 a 2× 2 poĺıčka?

5.1.2. Znaky Arkadijského ṕısma sestávaj́ı vždy jen z jednoho nebo dvou rovných tah̊u. Pro jednoduchost
si můžeme představit, že ṕısmena se skládaj́ı z jedné nebo dvou sirek. Existuj́ı 3 r̊uzné znaky z jedné sirky
a 10 r̊uzných znak̊u ze dvou sirek. Kolik r̊uzných posloupnost́ı Arkadijských znak̊u můžeme sestavit z n
sirek?

5.2 Sestaveńı rekurentńı rovnice

5.2.1. Určete řád rekurentńıch rovnic.

a) an = −1.21an−1

b) an = 2an−1 + 3an−2

c) an = an−4

d) an = an−1 + a2n−2

e) an = an−1 · an−3 + 1

f) an = an−1 + n

5.3 Charakteristická rovnice

5.3.1. K dané rekurentńı rovnici sestavte charakteristickou rovnici. Najděte všechny jej́ı kořeny.

a) an = 6an−1 − 9an−2

b) an = 6an−1 − 11an−2 + 6an−3

c) an = −3an−1 − 3an−2 − an−3

d) an = an−1 + 8an−2 − 12an−3

5.4 Tvar obecného řešeńı

5.4.1. Sestavte tvar obecného řešeńı k rekurentńım rovnićım ze sekce 5.3.

a) an = 6an−1 − 9an−2

b) an = 6an−1 − 11an−2 + 6an−3

c) an = −3an−1 − 3an−2 − an−3

d) an = an−1 + 8an−2 − 12an−3

5.5 Nalezeńı obecného řešeńı

5.5.1. Najděte obecné řešeńı k rekurentńım rovnićım ze sekce 5.4 s danými počátečńımi podmı́nkami.

a) an = 6an−1 − 9an−2 pro a0 = 1, a1 = 6

b) an = 6an−1 − 11an−2 + 6an−3 pro a0 = 2, a1 = 5, a2 = 15

c) an = −3an−1 − 3an−2 − an−3 pro a0 = 1, a1 = −2, a2 = −1

d) an = an−1 + 8an−2 − 12an−3 pro a0 = 3, a1 = −8, a2 = 56
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5.6 Tvar partikulárńıho řešeńı

5.6.1. Sestavte tvar partikulárńıho řešeńı k následuj́ıćım rekurentńım rovnićım.

a) an = 8an−1 − 16an−2 + (n+ 1)3n

b) an = 8an−1 − 16an−2 + (2− n)4n

c) an = 7an−1 − 16an−2 + 12an−3 + n3

d) an = 7an−1 − 16an−2 + 12an−3 − 2n4n

e) an = 7an−1 − 16an−2 + 12an−3 − 2n2n

5.7 Řešeńı nehomogenńıch rekurentńıch rovnic

5.7.1. Najděte řešeńı následuj́ıćıch rekurentńıch rovnic s danými počátečńımi podmı́nkami.

a) an = 8an−1 − 16an−2 + (n+ 1)3n, kde a0 = 1, a1 = 10

b) an = 8an−1 − 16an−2 + (n+ 1)3n, kde a0 = 2, a1 = 5

c) an = 8an−1 − 16an−2 + (2− n)4n, kde a0 = 2, a1 = 6

5.8 Př́ıklady k procvičeńı

5.8.1. Do fondu vlož́ıme 100 000 Kč. Podle podmı́nek fondu bude částka, která byla na účtu v posledńım
roce, úročena 20% a částka, která byla na účtu v předposledńım roce, úročena 45%. Jaká bude částka
na účtu v n-tém roce?

5.8.2. Morseova abeceda sestává ze signál̊u dvou druh̊u: teček a čárek. Např́ıklad pomoćı 1 signálu můžeme
sestavit dvě zprávy, pomoćı dvou signál̊u však již 2 · 2 + 4 = 8 zpráv.

• čtyři zprávy ze dvou znak̊u po jednom signálu a

• čtyř znak̊u po dvou signálech.

Existuj́ı 2 znaky po jednom signálu, 4 znaky ze dvou signál̊u, 8 znak̊u ze tř́ı signál̊u a 13 znak̊u ze čtyř
signál̊u (teoreticky existuje 16 signál̊u, ale česká abeceda využ́ıvá jen 13 z nich). Kolik r̊uzných zpráv
můžeme sestavit pomoćı n signál̊u? Sestavte rekurentńı vztah a s využit́ım výpočetńı techniky najděte
obecné řešeńı s přibližně určenými kořeny na dvě desetinná mı́sta.

5.8.3. Kolika zp̊usoby může Ferdinand vyběhnout n schod̊u, jestliže může každým krokem vystoupat o jeden
nebo o dva schody. Dva zp̊usoby považujeme za r̊uzné, jestliže se lǐśı pořad́ı, kdy Ferdinand udělá krok přes
dva schody nebo přes jeden schod.

5.8.4. Budeme lepit ozdobnou řadu kachliček o rozměru 1× n čtverečk̊u. K dispozici máme

• kachličky čtyř r̊uzných barev o rozměru 1× 1 čtvereček a

• kachličky pěti r̊uzných barev o rozměru 1× 2 čtverečky.

Kolika zp̊usoby můžeme vykachličkovat řadu kachliček o rozměru 1 × n čtverečk̊u? Sestavte rekurentńı
vztah a najděte obecné řešeńı.

5.8.5. Vyřešte rekurentńı rovnici an = an−1 + n, kde a1 = 3.
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6 Modulárńı aritmetika

6.1 Motivačńı př́ıklady

6.1.1. Kontrolńı schéma č́ısla bankovńıch institućı na šeku je 7x1 + 3x2 + 9x3 + 7x4 + 3x5 + 9x6 + 7x7 +
3x8 + 9x9 ≡ 0 (mod 10). Je č́ıslo 307074580 platný kód?

6.2 Dělitelnost

6.2.1. Mějme dvě celá č́ısla a, b. Vyjádřete celoč́ıselný pod́ıl a zbytek dle Věty o jednoznačnosti pod́ılu a
zbytku jako a = qb+ r.

a) a = 101, b = 9

b) a = 9, b = 101

c) a = −158, b = 11

6.2.2. Určete zbytek po děleńı následuj́ıćıch č́ısel.

a) Zbytek po děleńı č́ısla 589 č́ıslem 8

b) Zbytek po děleńı č́ısla 5 891 č́ıslem 7

c) Zbytek po děleńı č́ısla 5 891 č́ıslem 11

6.3 Euklid̊uv algoritmus

6.3.1. Použijte Euklid̊uv algoritmus pro nalezeńı největš́ıho společného dělitele následuj́ıćıch č́ısel.

a) 589 a 8

b) 123 a 277

c) 1 529 a 14 039

6.4 Bézoutova věta

6.4.1. Použijte Euklid̊uv algoritmus ze sekce 6.3 pro nalezeńı Bézoutových koeficient̊u.

a) Napǐste NSD(589, 8) jako lineárńı kombinaci obou č́ısel.

b) Napǐste NSD(123, 277) jako lineárńı kombinaci obou č́ısel.

c) Napǐste NSD(1 529, 14 039) jako lineárńı kombinaci obou č́ısel.

6.4.2. Určete NSD(91, 169) a napǐste jej jako lineárńı kombinaci obou č́ısel.

6.4.3. Najděte inverzi č́ısla a modulo m.

a) Najděte inverzi č́ısla 8 modulo 11.
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kód znak kód znak

65 A 78 N
66 B 79 O
67 C 80 P
68 D 81 Q
69 E 82 R
70 F 83 S
71 G 84 T
72 H 85 U
73 I 86 V
74 J 87 W
75 K 88 X
76 L 89 Y
77 M 90 Z

Tabulka 1: část ASCII tabulky.

b) Najděte inverzi č́ısla 87 modulo 12.

c) Najděte inverzi č́ısla 87 modulo 13.

6.4.4. Najděte inverzi č́ısla a modulo m.

a) Najděte inverzi č́ısla 91 modulo 13.

b) Najděte inverzi č́ısla 91 modulo 14.

c) Najděte inverzi č́ısla 91 modulo 15.

6.5 Modulárńı aritmetika

6.5.1. Vypoč́ıtejte v př́ıslušné modulárńı aritmetice

a) 13 +11 39

b) 13 ·11 39

c) 13 ·4 39

d) (781 +5 71) ·7 65

6.5.2. V Tabulce 1 vid́ıme část ASCII tabulky. Zakódujte slovo
”
AHOJ“ tak že ASCII kód každého slova

vynásob́ıte č́ıslem 7 modulo 256.

6.5.3. navážeme na Cvičeńı 2 Dekódujeme slovo určené posloupnost́ı (199, 248, 41, 6) tak, že najdeme inverzi
č́ısla 7 module 256 a č́ısla v posloupnosti vynásob́ıme module modulo 256.

6.5.4. V Tabulce 1 vid́ıme část ASCII tabulky. Ukažte, že pokud zakódujeme slovo
”
AHOJ“ tak že ASCII

kód každého slova vynásob́ıte č́ıslem 12 modulo 256, tak źıskanou posloupnost č́ısel nelze dekódovat.

6.5.5. navážeme na Cvičeńı 2 Dekódujeme slovo určené posloupnost́ı (199, 248, 41, 6) tak, že najdeme inverzi
č́ısla 7 module 256 a č́ısla v posloupnosti vynásob́ıme module modulo 256.
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6.6 Kongruence

6.6.1. Rozhodněte, zda č́ısla a, b jsou kongruentńı modulo m.

a) Č́ısla a = 19, b = 11 modulo 6

b) Č́ısla a = 19, b = 11 modulo 4

c) Č́ısla a = 546, b = 141 modulo 11

d) Č́ısla a = 546, b = 141 modulo 45

6.6.2. Najděte řešeńı uvedené lineárńı kongruence.

a) x ≡ 15 (mod 9)

b) x ≡ −74 (mod 12)

c) 2x ≡ 5 (mod 10)

d) 2x ≡ 6 (mod 10)

e) 2x ≡ 4 (mod 10)

f) 2x ≡ 5 (mod 9)

g) 8x ≡ 5 (mod 11)

6.7 Soustavy kongruenćı

6.7.1. Vyřešte následuj́ıćı soustavy kongruenćı.

a) x ≡ 4 (mod 10), x ≡ 3 (mod 17)

b) 2x ≡ 4 (mod 5), x ≡ 1 (mod 9)

c) 3x ≡ 4 (mod 6), x ≡ 1 (mod 9)

6.8 Př́ıklady k procvičeńı

6.8.1. Která č́ısla dávaj́ı zbytek 15 po děleńı č́ıslem 8?

6.8.2. Která č́ısla jsou kongruentńı s 15 modulo 8?

6.8.3. Kontrolńı schéma UPC kódu je 3x1+x2+3x3+x4+3x5+x6+3x7+x8+3x9+x10+3x11+x12 ≡ 0
(mod 10). Je č́ıslo 793573431042 platný UPC kód?

6.8.4. Kontrolńı schéma UPC kódu je 3x1+x2+3x3+x4+3x5+x6+3x7+x8+3x9+x10+3x11+x12 ≡ 0
(mod 10). Je č́ıslo 401305480285 platný UPC kód?

6.8.5. Kontrolńı schéma UPC kódu je 3x1+x2+3x3+x4+3x5+x6+3x7+x8+3x9+x10+3x11+x12 ≡ 0
(mod 10). Osmá cifra UPC kódu je znehodnocena 4013054?0285. Určete jej́ı hodnotu.

6.8.6. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1 +9x2 +8x3 +7x4 +6x5 +5x6 +4x7 +3x8 +2x9 +1x10 ≡ 0
(mod 11). Je č́ıslo 8072260014 platný ISBN kód?

6.8.7. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1 +9x2 +8x3 +7x4 +6x5 +5x6 +4x7 +3x8 +2x9 +1x10 ≡ 0
(mod 11). Je č́ıslo 0471595047 platný ISBN kód?

6.8.8. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1 +9x2 +8x3 +7x4 +6x5 +5x6 +4x7 +3x8 +2x9 +1x10 ≡ 0
(mod 11). Je č́ıslo 8072261147 platný ISBN kód?

6.8.9. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1 +9x2 +8x3 +7x4 +6x5 +5x6 +4x7 +3x8 +2x9 +1x10 ≡ 0
(mod 11). Posledńı cifra ISBN kódu je znehodnocena 807226114?. Určete jej́ı hodnotu.
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6.8.10. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1+9x2+8x3+7x4+6x5+5x6+4x7+3x8+2x9+1x10 ≡ 0
(mod 11). Najděte kontrolńı (posledńı) cifru ISBN kódu 013101963?.

6.8.11. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1+9x2+8x3+7x4+6x5+5x6+4x7+3x8+2x9+1x10 ≡ 0
(mod 11). Najděte kontrolńı (posledńı) cifru ISBN kódu 430736211?.

6.8.12. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1+9x2+8x3+7x4+6x5+5x6+4x7+3x8+2x9+1x10 ≡ 0
(mod 11). Sedmá cifra ISBN kódu je znehodnocena 807226?147. Určete jej́ı hodnotu.

6.8.13. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1+9x2+8x3+7x4+6x5+5x6+4x7+3x8+2x9+1x10 ≡ 0
(mod 11). Sedmá cifra ISBN kódu je znehodnocena 807226?227. Určete jej́ı hodnotu.

6.8.14. Kontrolńı schéma ISBN-10 kódu je 10x1+9x2+8x3+7x4+6x5+5x6+4x7+3x8+2x9+1x10 ≡ 0
(mod 11). Je č́ıslo 8072261147 platný ISBN kód?

6.8.15. Kontrolńı schéma č́ısla bankovńıch institućı na šeku je 7x1 + 3x2 + 9x3 + 7x4 + 3x5 + 9x6 + 7x7 +
3x8 + 9x9 ≡ 0 (mod 10). Je č́ıslo 415002204 platný kód?

6.8.16. Kontrolńı schéma č́ısla bankovńıch institućı na šeku je 7x1 + 3x2 + 9x3 + 7x4 + 3x5 + 9x6 + 7x7 +
3x8 + 9x9 ≡ 0 (mod 10). Prvńı cifra kódu je znehodnocena ?06480665. Určete jej́ı hodnotu.
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Část II

Úvod do teorie graf̊u

Stavový graf hlavolamu
”
hanojské věže“.
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1 Pojem grafu

Základńı grafové pojmy jsou podrobně zavedeny ve skriptech [UTG].

1.1 Motivačńı př́ıklady

1.1.1. Devět kamarád̊u si na Vánoce dalo dárky. Každý dal dárky třem svým kamarád̊um. Ukažte, že neńı
možné, aby každý dostal dárky právě od těch tř́ı kamarád̊u, kterým dárky sám dal.

1.1.2. Máme 6 házenkářských týmů, které maj́ı odehrát 15 zápas̊u, každý s každým. Je možné odehrát celý
turnaj během pěti hraćıch dn̊u, kdy prob́ıhaj́ı současně vždy 3 zápasy?

1.1.3. Máme 7 házenkářských týmů, které maj́ı odehrát 21 zápas̊u, každý s každým. Ukažte, že neńı možné
odehrát celý turnaj během šesti hraćıch dn̊u, kdy prob́ıhaj́ı současně vždy 3 zápasy.

1.2 Základńı tř́ıdy graf̊u

1.2.1.♡ Nakreslete graf G = (V,E), je-li dáno

a) V = {a, b, c, d} a E = {ab, ac, ad}.

b) V = {k, l,m, n, o} a E = {kl,mn,mo, ln, ko}.

c) V = {k, l,m, n, o, p} a E = {kl,mn,mp, lo, ok, np}.

d) V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} a E = {12, 13, 14, 25, 26, 57, 68}

1.2.2.♡ Kolik hran a kolik vrchol̊u má Pn (dle značeńı ve skriptech [UTG])?

1.2.3.♡ Kolik hran a kolik vrchol̊u má Kn?

1.2.4.♡ Kolik hran a kolik vrchol̊u má Km,n?

1.2.5.♡ Srovnejme grafy K6,7 a K10.

a) Který má v́ıce vrchol̊u?

b) Který má v́ıce hran?

1.2.6.♡ Srovnejme grafy K5,12 a K12.

a) Který má v́ıce vrchol̊u?

b) Který má v́ıce hran?

1.2.7. Pro jaké n je Kn cyklem?

1.3 Stupně vrchol̊u v grafu

1.3.1. Jaký je největš́ı a nejmenš́ı stupeň vrcholu v grafu

a) Pn

b) Cn?

c) Kn?

d) Km,n?

1.3.2.♡ Napǐste stupňovou posloupnost grafu
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a) P5,

b) C4,

c) K4,

d) K3,2.

1.3.3. Kolik existuje r̊uzných graf̊u na n vrcholech. Předpokládejme, že rozlǐsujeme pojmenováńı vrchol̊u,
tj. např́ıklad pro V = {1, 2, 3} rozlǐśıme grafy s E1 = {12} a graf s E2 = {23}.

1.3.4. Kolik existuje r̊uzných bipartitńıch graf̊u na m+ n vrcholech. Rozlǐsujeme pojmenováńı vrchol̊u!

1.3.5. Pro jaké n je Kn cestou?

1.3.6. Pro jaké n je Km,n cyklem?

1.3.7. Pro jaké m,n je Km,n cestou?

1.3.8.♡ Kolik hran má graf

a) s deseti vrcholy stupně 5?

b) s 11 vrcholy stupně 5?

c) se stupňovou posloupnost́ı (7, 6, 6, 5, 3, 3, 2, 1, 1, 1, 1)

d) se stupňovou posloupnost́ı (7, 6, 6, 5, 3, 3, 2, 1, 1, 1)

e) se stupňovou posloupnost́ı (7, 6, 6, 5, 3, 3, 2, 1, 1)

1.3.9. Kolik vrchol̊u má graf, který má 15 hran, 3 vrcholy stupně 4 a zbývaj́ıćı vrcholy stupně 3?

1.3.10. Určete stupňovou posloupnost grafu G na Obrázku 1.1. Je to jediný graf s touto stupňovou po-
sloupnost́ı?

Obrázek 1.1: Graf G.

1.3.11. Nakreslete graf se stupňovou posloupnost́ı

a)♡(9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1)

b) (5, 2, 2, 1, 1, 1)

c) (4, 4, 3, 3, 2, 2, 1, 1, 0, 0)

d) (5, 4, 4, 3, 3, 3, 2, 2)

e) (7, 6, 4, 3, 3, 3, 1, 1)

f)♡(5, 5, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

g)♡(5, 5, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

h) (5, 5, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
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1.3.12. Najděte velikost největš́ı nezávislé množiny vrchol̊u v grafu K5,5.

1.3.13. Najděte velikost největš́ı nezávislé množiny vrchol̊u v grafu na Obrázku 1.2.

Obrázek 1.2: Cirkulant C10(1, 2, 5).

1.4 Podgrafy

Mějme dána kladná celá č́ısla a1, a2, . . . , ak. Cirkulantem Cn(a1, a2, . . . , ak) rozumı́me graf G = (V,E) na n
vrcholech v0, v1, . . . , vn−1, kde hranová množina je

E = {viv(i+aj)modn : 0 ≤ i ≤ n− 1 ∧ 1 ≤ j ≤ k}.

Př́ıklad cirkulantu C10(1, 2, 5) je na Obrázku 1.8.

1.4.1. Mějme graf G na Obrázku 1.3.

Obrázek 1.3: Graf G.

a)♡Jaký je nejdeľśı cyklus obsažený jako podgraf v grafu G?

b)♡Jaký je nejkratš́ı cyklus obsažený jako podgraf v grafu G?

c)♡Jaká je nejdeľśı cesta obsažená jako podgraf v grafu G?

d)♡Jaký je nejkratš́ı indukovaný cyklus v grafu G?

e)* Jaký je nejdeľśı indukovaný cyklus v grafu G?

f)* Jaká je nejdeľśı indukovaná cesta v grafu G?

g) Jaká je velikost největš́ı nezávislé množiny vrchol̊u grafu G?

h) Existuje nějaký neisomorfńı graf se stejnou stupňovou posloupnost́ı?

i) Ukažte, že graf G′′ na Obrázku 1.4 je isomorfńı s grafem G.
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Obrázek 1.4: Graf G′′ se stupňovou posloupnost́ı (4, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2).

1.4.2. Mějme grafy G a H na Obrázku 1.5.

v1 v2 v3 v4

v5 v6 v7 v8

v1 v2 v3 v4

v5 v6 v7 v8

Obrázek 1.5: Grafy G a H.

a) Jaká je nejdeľśı indukovaná cesta v grafu G?

b) Jaký je nejdeľśı indukovaný cyklus v grafu G?

c) Jaká je nejdeľśı indukovaná cesta v grafu H?

d) Jaký je nejdeľśı indukovaný cyklus v grafu H?

1.5 Isomorfismus graf̊u

1.5.1. Kolik existuje neisomorfńıch 2-pravidelných graf̊u

a) na 5 vrcholech?

b) na 6 vrcholech?

1.5.2. Jsou isomorfńı grafy K7 − C7 a K7 − (C3 ∪ C4)?

Obrázek 1.6: Grafy K7 − C7 a K7 − (C3 ∪ C4).

1.5.3. Jsou následuj́ıćı dva grafy G a H isomorfńı?

Obrázek 1.7: Grafy G a H.

1.5.4. Jsou isomorfńı K5,5 a cirkulant C10(1, 2, 5) na Obrázku 1.8?
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Obrázek 1.8: Kompletńı bipartitńı graf K5,5 a cirkulant C10(1, 2, 5).

1.5.5. Kolik existuje neisomorfńıch 5-pravidelných graf̊u na osmi vrcholech?

1.5.6. Existuj́ı dva neisomorfńı grafy se stupňovou posloupnost́ı

a) (3, 3, 3, 3, 3, 3)? Najděte je nebo ukažte, že takové grafy neexistuj́ı.

b) (3, 3, 2, 2)? Najděte je nebo ukažte, že takové grafy neexistuj́ı.

1.5.7. Najděte mezi grafy G1, G2, G3 a G4 na Obrázku 1.9 všechny isomorfńı dvojice. Pečlivě zd̊uvodněte.

Obrázek 1.9: Grafy označené po řadě G1, G2, G3 a G4.

1.5.8. Najděte všechny neisomorfńı jednoduché grafy na čtyřech vrcholech.

1.6 Implementace graf̊u

1.6.1.* Naprogramujte algoritmus, jak rozmı́stit 8 královen na šachovnici tak, aby se navzájem neo-
hrožovaly.

1.6.2. Naprogramujte algoritmus, který vygeneruje všechny grafy na n vrcholech, jestliže rozlǐsujeme po-
jmenováńı vrchol̊u, tj. např́ıklad pro V = {1, 2, 3} rozlǐśıme grafy s E1 = {12} a s E2 = {23}.

1.7 Př́ıklady k procvičeńı

1.7.1.♡ Srovnejme grafy K6,6 a K9.

a) Který má v́ıce vrchol̊u?

b) Který má v́ıce hran?

1.7.2. Srovnejme grafy K20,20 a K29.

a) Který má v́ıce vrchol̊u?

b) Který má v́ıce hran?

1.7.3. Kolik hran a kolik vrchol̊u má Cn?

1.7.4. Pro jaké m,n neobsahuje Km,n žádný cyklus?

1.7.5.♡ Kolik hran muśıme odebrat z grafu K6, abychom dostali K3,3?

1.7.6. Pro která n je následuj́ıćı stupňová posloupnost grafová?

a) (n, n− 1, . . . , 1)

b) (n− 1, n− 2, . . . , 0)

c) (n, n, n− n, n− 1, n− 2, n− 2, . . . , 1, 1)
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1.7.7. Pro které hodnoty n a r existuje grafu na n vrcholech, kde každý vrchol je stupně r? Dokažte.

1.7.8. Jsou grafy K3,3 a cirkulant C6(1, 3) isomorfńı?

1.7.9. Jsou grafy K4,4 a cirkulant C8(1, 2) isomorfńı?

1.7.10. Jsou následuj́ıćı dva grafy G a H isomorfńı?

Obrázek 1.10: Grafy G a H.

1.7.11.* Na jakém nejmenš́ım počtu vrchol̊u najdete dva neisomorfńı grafy se stejnou stupňovou posloup-
nost́ı?

1.7.12.* Strnulý graf má pouze triviálńı automorfismus. Najděte strnulý graf s co nejmenš́ım počtem vr-
chol̊u.

1.7.13. Kolik existuje graf̊u se sedmi vrcholy stupně 2?

1.7.14. Kolik existuje graf̊u s deseti vrcholy stupně 2?
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2 Souvislost grafu

Souvislost grafu je zavedena ve skriptech [UTG].

2.1 Souvislost a komponenty grafu

2.1.1.♡ Kolik komponent souvislosti má souvislý graf?

2.1.2.♡ Kolik komponent souvislosti má nesouvislý graf?

2.1.3.♡ Kolik komponent souvislosti má graf na Obrázku 2.1? Je souvislý?

Obrázek 2.1: Graf G.

2.1.4. Kolik komponent souvislosti má graf G na Obrázku 2.2? Je souvislý?

Obrázek 2.2: Graf G.

2.1.5.♡ Kolik komponent souvislosti má graf na Obrázku 2.3? Je souvislý?

Obrázek 2.3: Graf G.

2.1.6. Kolik komponent souvislosti má cirkulant C12(3, 6)?

2.1.7. Kolik komponent má graf s deseti vrcholy stupně 5? Dokažte.

2.1.8. Kolik komponent může mı́t graf s deseti vrcholy a 25 hranami? Dokažte.

2.1.9. Kolik existuje r̊uzných graf̊u s deseti vrcholy, třemi komponentami a 25 hranami? Dokažte.

2.1.10.♡ Kolik komponent má graf s patnácti vrcholy stupně 5? Dokažte.

2.1.11. Kolik komponent může mı́t graf s deseti vrcholy stupně 2? Dokažte.
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2.1.12. Kolik nejvýše hran může mı́t graf na deseti vrcholech, který má dvě komponenty? Najdete takový
graf?

2.1.13. Kolik nejvýše hran může mı́t graf na deseti vrcholech, který má dvě komponenty a žádný vrchol
stupně větš́ıho než 3? Najdete takový graf?

2.1.14. Kolik nejméně hran může mı́t graf na deseti vrcholech, který má dvě komponenty?

2.1.15. Kolik nejméně hran může mı́t graf na n vrcholech, který má k komponent?

2.2 Prohledáváńı grafu

2.2.1. Jaká je složitost algoritmu (uvedeného na přednášce) pro prohledáváńı do š́ı̌rky?

2.2.2. Jaká je složitost algoritmu (uvedeného na přednášce) pro prohledáváńı do hloubky?

2.3 Vyšš́ı stupně souvislosti

2.3.1. Mějme kompletńı bipartitńı graf Km,n.

a) Jaký je hranový stupeň souvislosti Km,n?

b) Jaký je vrcholový stupeň souvislosti Km,n?

2.3.2. Mějme cyklus Cn.

a) Jaký je hranový stupeň souvislosti Cn?

b) Jaký je vrcholový stupeň souvislosti Cn?

2.3.3.♡ Vı́te, že minimálńı stupeň grafu G je 5.

a) Co můžete ř́ıci o hranové souvislosti grafu G?

b) Co můžete ř́ıci o vrcholové souvislosti grafu G?

2.3.4. Máme dán graf K3,3 bez jedné hrany, viz Obrázek 2.4.

a b

x

y

Obrázek 2.4: Graf K3,3 − e.

a) Kolik hran muśıme z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy a, b? Zd̊uvodněte!

b) Kolik hran muśıme z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy x, y? Zd̊uvodněte!

2.3.5.♡ Kolik muśıme přidat hran do grafu P5, aby byl 2-souvislý?

2.3.6. Kolik muśıme přidat hran do grafu P6, aby byl 3-souvislý?

2.3.7. Najděte př́ıklad grafu, kde každý vrchol je stupně r a hranová i vrcholová souvislost je 1.

2.3.8. Najděte př́ıklad grafu, kde každý vrchol je stupně r a hranová i vrcholová souvislost je 2.

2.3.9. Najděte př́ıklad grafu, kde každý vrchol je stupně r a hranová i vrcholová souvislost je k ≤ r.

2.3.10. Mějme libovolná přirozená č́ısla a ≤ b ≤ c. Najděte př́ıklad grafu, kde každý vrchol je stupně c a
hranová souvislost je b a vrcholová souvislost je a.
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2.3.11. Najděte př́ıklad souvislého grafu, jehož vrcholová souvislost je menš́ı než hranová souvislost.

2.3.12. Najděte př́ıklad souvislého grafu, jehož hranová souvislost je menš́ı než vrcholová souvislost.

2.3.13. Nakreslete 2-souvislý graf na co nejmenš́ım počtu vrchol̊u tak, aby z něj přidáńım jediné hrany
vznikl 3-souvislý graf.

2.3.14.* Dokážete nakreslit 2-souvislý graf na co nejmenš́ım počtu vrchol̊u a nejvýše dvěma vrcholy stupně
dva tak, že přidáńım jediné hrany nevznikne 3-souvislý graf?

2.4 Př́ıklady k procvičeńı

2.4.1.♡ Může existovat souvislý graf, který má v́ıce vrchol̊u než hran? Pokud ano, najděte př́ıklad, pokud
ne, dokažte.

2.4.2. Najděte všechny souvislé grafy, které maj́ı v́ıce vrchol̊u než hran.

2.4.3. Může existovat souvislý graf, který má n vrchol̊u a méně než n−1 hran? Pokud ano, najděte př́ıklad,
pokud ne, dokažte.

2.4.4. Ukažte, že neńı možné putovat koněm po celé šachovnici 3× 3.

2.4.5. Kolik nejv́ıce hran může mı́t graf s n ≥ 2 vrcholy a 2 komponentami?

2.4.6.* Kolik nejv́ıce hran může mı́t graf s n vrcholy a k komponentami? Předpokládáme, že k ≤ n.

2.4.7. Kolik nejméně hran muśı mı́t 3-souvislý graf

a) na 6 vrcholech?

b) na 12 vrcholech?

c) na 9 vrcholech?

2.4.8. Definujme graf Z2(n) jako graf, jehož vrcholy jsou všechny dvouprvkové podmnožiny nějaké n prvkové
množiny, n ≥ 2. Dva vrcholy jsou sousedńı, jestliže odpov́ıdaj́ıćı vrcholy jsou disjunktńı.

a) Pro která n je graf Z2(n) souvislý?

b) Je graf Z2(n) pravidelný?

c) Jaký je stupeň souvislosti grafu Z2(n)?

2.4.9. Definujme graf Z∗
2 (n) jako graf, jehož vrcholy jsou všechny dvouprvkové podmnožiny nějaké n prvkové

množiny, n ≥ 2. Dva vrcholy jsou sousedńı, jestliže odpov́ıdaj́ıćı vrcholy nejsou disjunktńı.

a) Pro která n je graf Z2(n) souvislý?

b) Je graf Z2(n) pravidelný?

c) Jaký je stupeň souvislosti grafu Z2(n)?

2.4.10.* Na množině čtyř vrchol̊u konstruujeme náhodný jednoduchý neorientovaný graf (bez smyček) tak,
že každou dvojici vrchol̊u spoj́ıme hranou s pravděpodobnost́ı p. Určete pravděpodobnost, že výsledný graf
bude obsahovat a) alespoň jeden izolovaný vrchol, b) alespoň jeden trojúhelńık.

2.4.11. Pat a Mat hraj́ı hru: Maj́ı daný souvislý graf G a bud’ Pat odstrańı p vrchol̊u nebo Mat odstrańı
m hran. Kdo odstrańı méně objekt̊u (vrchol̊u nebo hran), vyhrál. Kdo vyhraje, jestliže

a) G = Pn?

b) G = Kn?

c) G = Cn?

d) G = Km,n?

2.4.12. Mějme přirozené č́ıslo n ̸= 2. Ukažte, že cirkulant C2n(1, n) je 3-souvislý.
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3 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Eulerovské a hamiltonovské grafy jsou zavedeny ve skriptech [UTG].

3.1 Eulerovské grafy

3.1.1. Je graf na Obrázku 3.1 eulerovský? Pokud ano, najděte uzavřený eulerovský tah.
v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

Obrázek 3.1: Graf G.

3.1.2. Je graf na Obrázku 3.2 eulerovský? Pokud ano, najděte uzavřený eulerovský tah.
v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

Obrázek 3.2: Graf G.

3.1.3. Je graf na Obrázku 3.3 eulerovský? Pokud ano, najděte uzavřený eulerovský tah.
v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

Obrázek 3.3: Graf G.

3.1.4. Máme dán graf K3,3 bez jedné hrany, viz Obrázek 3.4.

a b

x

y

Obrázek 3.4: Graf K3,3 − e.
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a) Je možno graf K3,3−e nakreslit jedńım uzavřeným tahem? Nakreslete nebo zd̊uvodněte, proč to neńı
možné.

b) Je možno graf K3,3−e nakreslit jedńım otevřeným tahem? Nakreslete nebo zd̊uvodněte, proč to neńı
možné.

c) Je možno graf K3,3 − e nakreslit dvěma otevřenými tahy? Nakreslete nebo zd̊uvodněte, proč to neńı
možné.

d) Kolik nejméně hran je třeba přidat do grafu K3,3− e, aby jej bylo možno nakreslit jedńım otevřeným
tahem?

e) Kolik nejméně hran je třeba přidat do grafu K3,3−e, aby jej bylo možno nakreslit jedńım uzavřeným
tahem?

3.1.5. Je cirkulant C6(1, 2) s vrcholovou množinou V = {vi : i = 1, 2, . . . , 6} eulerovský? Pokud ano, najděte
uzavřený eulerovský tah.

3.1.6. Je cirkulant C6(1, 3) s vrcholovou množinou V = {vi : i = 1, 2, . . . , 6} eulerovský? Pokud ano, najděte
uzavřený eulerovský tah.

3.1.7. Je cirkulant C8(1, 2) s vrcholovou množinou V = {vi : i = 1, 2, . . . , 8} eulerovský? Pokud ano, najděte
uzavřený eulerovský tah.

3.1.8.♡ Pro která n je možno Kn nakreslit jedńım uzavřeným tahem?

3.1.9. Pro která n je možno Kn nakreslit jedńım otevřeným a nikoli uzavřeným tahem?

3.1.10. Pro která m,n je možno Km,n nakreslit jedńım uzavřeným tahem?

3.1.11. Pro která n je možno Km,n nakreslit jedńım otevřeným tahem?

3.1.12. Dokažte, že eulerovský graf neobsahuje most.

3.1.13. Klasické domino obsahuje kostky s č́ısly 0 až 6. Z kostek je možno sestavit uzavřený cyklus, kdy
kostky na sebe navazuj́ı stejnou hodnotou.

a) Vysvětlete, proč tomu tak je, s v využit́ım teorie graf̊u?

b) Je možno podobně sestavit cyklus pro domino s č́ısly 0 až 9?

3.1.14. Ukažte, že pro nesouvislé grafy nemuśı platit, že graf s 2t vrcholy lichého stupně je možno nakreslit
t otevřenými eulerovskými tahy.

3.2 Hamiltonovské grafy

3.2.1. Necht’ V (G) grafu G je množina všech dvouprvkových podmnožin množiny [1, 5] a necht’ hrana
XY ∈ E(G) právě tehdy, když jsou dvouprvkové podmnožiny X,Y disjunktńı (X ∩ Y = ∅). Nakreslete
graf.

3.2.2. Je Petersen̊uv graf hamiltonovský? Své tvrzeńı dokažte.

3.3 Př́ıklady k procvičeńı

3.3.1. Je graf K4,4 eulerovský? Pokud ano, najděte uzavřený eulerovský tah.

3.3.2. Je graf K4,6 eulerovský? Pokud ano, najděte uzavřený eulerovský tah.

3.3.3. Pro které n je graf K2,n eulerovský? Pokud ano, najděte uzavřený eulerovský tah.

3.3.4. Najděte př́ıklad souvislého grafu, který má dva vrcholy lichého stupně a všechny ostatńı vrcholy
sudého stupně a do kterého
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a) stač́ı přidat jedinou hranu tak, aby byl eulerovský. Jaký je nejmenš́ı takový graf?

b) neńı možné přidat jedinou hranu tak, aby byl eulerovský. Jaký je nejmenš́ı takový graf?

3.3.5. Pro každé t najděte př́ıklad souvislého grafu, který

a) je souvislý, obsahuje 2t vrchol̊u lichého stupně a je možno jej nakreslit t otevřenými tahy.

b) neńı souvislý, obsahuje 2t vrchol̊u lichého stupně a je možno jej nakreslit t otevřenými tahy.

c) je souvislý, obsahuje 2t vrchol̊u lichého stupně a je možno jej nakreslit t otevřenými tahy, ale neńı
možné přidáńım t hran źıskat eulerovský graf.

d)* je souvislý, obsahuje 2t vrchol̊u lichého stupně a je možno jej nakreslit t otevřenými tahy, a přidáńım
t hran je možné źıskat eulerovský graf..

3.3.6. Pro libovolné sudé r a libovolné n > r najděte př́ıklad r-pravidelného eulerovského grafu na n
vrcholech.

3.3.7. Máme dán graf G na Obrázku 3.5.

U W

Obrázek 3.5: Graf G.

a) Je graf G eulerovský?

b) Jak přidat hrany pouze mezi vrcholy v množině U nebo pouze mezi vrcholy v množině W tak, aby
vznikl eulerovský graf? Pokud to neńı možné, dokažte!

c) Jestliže dovoĺıme, aby alespoň jedna přidaná hrana měla jeden koncový vrchol v množině U a druhý
v množině W , může přidáńım hran vzniknout eulerovský graf? Jestliže ano, kolik nejméně hran je
třeba přidat? Pokud to neńı možné, dokažte!

3.3.8. Ukažte, že souvislý graf s 2t vrcholy lichého stupně je možno nakreslit t otevřenými eulerovskými
tahy.
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4 Vzdálenost a metrika v grafu

Pojem vzdálenosti v grafu je popsán ve skriptech [UTG].

4.1 Motivačńı př́ıklady

4.1.1.* Hlavolam známý jako
”
Hanojské věže“1 má tři koĺıky a sadu osmi disk̊u r̊uzných velikost́ı.

Na začátku je všech osm disk̊u seřazeno podle velikosti na prvńım k̊ulu. Úkolem je přemı́stit všechny
disky na jiný k̊ul za dodržeńı následuj́ıćıch podmı́nek:

1. vždy se přesunuje pouze jeden disk,

2. nikdy nesmı́ ležet větš́ı disk na menš́ım.

Namodelujte úlohu užit́ım grafu a pro tři disky najděte nejkratš́ı možné řešeńı.

4.1.2. Máme osmi litrovou nádobu s v́ınem a dvě prázdné nádoby – pětilitrovou a tř́ılitrovou. Rozdělte osm
litr̊u na čtyři a čtyři litry jen s užit́ım těchto nádob, bez použit́ı odměrky. Úloha namodelujte grafem a
najděte nejkratš́ı řešeńı a popǐste všechna př́ıpustná řešeńı.

4.1.3. Máme osmi litrovou nádobu s v́ınem a dvě prázdné nádoby – pětilitrovou a tř́ılitrovou. Je možno
odměřit libovolné (celoč́ıselné) množstv́ı v́ına? Pokud ne, zjistěte jaké. Pokud ano, dokažte.

4.2 Vzdálenost v grafu

4.2.1.♡ Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu K4?

4.2.2.♡ Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu K1?

4.2.3.♡ Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu C7?

4.2.4.♡ Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu K7,8?

4.2.5. Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu G na Obrázku 4.1?

Obrázek 4.1: Graf G.

4.2.6. Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu Kn?

4.2.7.♡ Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u v grafu Pn?

4.2.8. Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u v grafu Km,n?

4.2.9. Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u v grafu Cn?

4.2.10. Najděte př́ıklad grafu na osmi vrcholech, ve kterém je minimálńı i maximálńı vzdálenost dvou
r̊uzných nesousedńıch vrchol̊u 2.

4.2.11. Najděte graf s co nejmenš́ım počtem hran na osmi vrcholech, ve kterém je minimálńı i maximálńı
vzdálenost dvou r̊uzných nesousedńıch vrchol̊u 2.

4.2.12. Najděte graf s co největš́ım počtem hran na osmi vrcholech, ve kterém je minimálńı i maximálńı
vzdálenost dvou r̊uzných nesousedńıch vrchol̊u 2.

1Hanojské věže vymyslel v roce 1883 Francouzský matematik Édouard Lucas.
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4.2.13. Najděte graf s co největš́ım počtem vrchol̊u, ve kterém je maximálńı vzdálenost dvou r̊uzných
nesousedńıch vrchol̊u 2 a nejvyšš́ı stupeň vrcholu je 3.

4.2.14. Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu Wn?

4.2.15. Vypoč́ıtejte metriku (matici udávaj́ıćı vzdálenosti mezi vrcholy) grafu K4 − e na Obrázku 4.2.

1 2

3 4

Obrázek 4.2: Graf K4 bez jedné hrany.

4.3 Vzdálenost v ohodnocených grafech

4.3.1. Máme dán graf G na Obrázku 4.3. Jaká je největš́ı možná vážená vzdálenost mezi vrcholy v grafu
G?

v1

v2 v7

v3 v6

v4 v5

2 5

6 3

3 4

2

4

Obrázek 4.3: Graf G.

4.3.2. Máme dán graf G na Obrázku 4.4. Jaká je největš́ı možná vážená vzdálenost mezi vrcholy v grafu
G?

v1

v2 v7

v3 v6

v4 v5

2 5

3 3

6 4

2

4

Obrázek 4.4: Graf G.

4.3.3. Jaká největš́ı možná vážená vzdálenost může být mezi dvěma vrcholy v cyklu délky 9, který je
ohodnocený všemi č́ısly 1, 2, . . . , 9, každým právě na jedné hraně v libovolném pořad́ı.

4.4 Nejkratš́ı cesta v ohodnoceném grafu – Dijkstr̊uv algoritmus

4.4.1. Máme dán graf jako na Obrázku 4.5.
v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v85 2

3 77 8

2
6

1

2
4

1

Obrázek 4.5: Graf G.
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a) Jaké jsou vzdálenosti všech vrchol̊u od vrcholu v1?

b) V jakém pořad́ı budou zpracovány vrcholy při běhu Dijkstrova algoritmu s výchoźım vrcholem v1?

c) Jaké jsou vzdálenosti všech vrchol̊u od vrcholu v3?

d) V jakém pořad́ı budou zpracovány vrcholy při běhu Dijkstrova algoritmu s výchoźım vrcholem v3?

e) Jaké jsou vzdálenosti všech vrchol̊u od vrcholu v5?

f) V jakém pořad́ı budou objeveny vrcholy při běhu Dijkstrova algoritmu s výchoźım vrcholem v5?

g) Které dva vrcholy jsou nejvzdáleněǰśı? Jaká je jejich vzdálenost?

h) Ze kterého vrcholu je maximálńı vzdálenost do všech ostatńıch vrchol̊u nejmenš́ı?

4.4.2. Ve kterém mı́stě selže Dijkstr̊uv algoritmus, jestliže připust́ıme i záporná ohodnoceńı hran?

4.5 Př́ıklady k procvičeńı

Hyperkrychĺı řádu n budeme rozumět takový graf G(V,E) na 2n vrcholech, jehož vrcholovou množinu tvoř́ı
všechny binárńı vektory délky n

V = {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , n}

a hrana je mezi každými dvěma vrcholy, jejichž vektory se lǐśı v jediné souřadnici

E = {(a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bn) : (a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn) ∈ V ∧
n∑

i=1

|ai − bi| = 1}.

Hyperkrychle řádu n se znač́ı Qn.

4.5.1. Mějme graf Q3 (hyperkrychle řádu 3). Kolik nejméně hran muśıme přidat, aby největš́ı možná
vzdálenost mezi vrcholy grafu byla 2?

4.5.2.♡ Jaká je největš́ı možná vzdálenost dvou vrchol̊u v grafu Qn? Dokažte

4.5.3.* Jak převést úlohu hledáńı nejkratš́ı cesty i pro grafy s ohodnocenými vrcholy?

4.5.4. Kolik nejv́ıce vrchol̊u může mı́t graf, který má největš́ı možnou vzdálenost mezi dvěma vrcholy
rovnou 2?

4.5.5. Kolik nejv́ıce vrchol̊u může mı́t 3-pravidelný graf, který má největš́ı možnou vzdálenost mezi dvěma
vrcholy rovnou 2? Nakreslete př́ıklad takového grafu.

4.5.6. V jednom okrese je 15 velkých měst a každé město je spojeno silnićı s alespoň sedmi jinými.

a) Dokažte, že z libovolného města do libovolného jiného se dá dostat bud’ př́ımou cestou nebo přes
jedno jiné město.

b) Jak by se úloha změnila, kdyby každé město mělo být spojeno silnićı s právě sedmi jinými?

4.5.7. Mějme graf G, ve kterém je každý vrchol stupně 4. a) Vypoč́ıtejte, jaký je nejmenš́ı možný počet
vrchol̊u v grafu G, které jsou od nějakého pevně zvoleného vrcholu ve vzdálenosti 3. Najděte př́ıklad
takového grafu. b) Vypoč́ıtejte, jaký je největš́ı možný počet vrchol̊u v grafu G, které jsou od nějakého
pevně zvoleného vrcholu ve vzdálenosti 3. Najděte př́ıklad takového grafu.
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5 Stromy

Stromy a jejich základńı vlastnosti jsou popsány ve skriptech [UTG].

5.1 Motivačńı př́ıklady

5.1.1. Můžeme algoritmus hledáńı centra použ́ıt i pro jiné grafy než stromy? Najdete alespoň jeden takový
graf? Vysvětlete!

5.2 Základńı vlastnosti stromů

5.2.1. Kolik neisomorfńıch les̊u existuje na čtyřech vrcholech?

5.2.2. Kolik neisomorfńıch stromů existuje na pěti vrcholech?

5.2.3.♡ Najděte centra následuj́ıćıch stromů.

a) Strom T na Obrázku 5.1.

r

Obrázek 5.1: Strom T .

b) Strom T na Obrázku 5.2.

r

Obrázek 5.2: Strom T .

c) Strom T na Obrázku 5.3.

r

Obrázek 5.3: Strom T .

5.2.4. Najděte takový graf se dvěma kružnicemi, že vynecháńım jediné hrany vznikne strom.

5.2.5. Kolik hran je třeba vynechat z kompletńıho grafu Kn, aby z̊ustala kostra?

5.2.6. Máme dán strom se 17 vrcholy.

a) Kolik odebereme vrchol̊u (dle algoritmu z přednášky), než najdeme centrum?

b) Kolik nejméně nastane takových krok̊u, kdy odstraňujeme listy?

c) Kolik nejv́ıce nastane takových krok̊u, kdy odstraňujeme listy?
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5.2.7.♡ Máme dán strom se 4 vrcholy. Kolik odebereme vrchol̊u (dle algoritmu z přednášky), než najdeme
centrum?

5.2.8.♡ Strom má 56 hran. Kolik může mı́t vrchol̊u?

5.2.9. Acyklický graf má 70 vrchol̊u a 60 hran. Kolik má komponent?

5.2.10. Acyklický graf má 60 vrchol̊u a 70 hran. Kolik má komponent?

5.2.11.♡ Najděte graf se dvěma kružnicemi, ze kterého vynecháńım dvou hran vznikne strom.

5.2.12. Najděte graf se dvěma kružnicemi, ze kterého vynecháńım tř́ı hran vznikne strom.

5.2.13. Najděte graf se třemi kružnicemi, ze kterého vynecháńım tř́ı hran vznikne strom.

5.2.14. Najděte graf se třemi kružnicemi, ze kterého vynecháńım dvou hran vznikne strom.

5.3 Kořenové a pěstované stromy

5.3.1. Najděte a zapǐste kód kořenového stromu (T, r) na Obrázku 5.4.
r

Obrázek 5.4: Kořenový strom (T, r).

5.3.2. Najděte a zapǐste kód kořenového stromu (T, r) na Obrázku 5.5.
r

Obrázek 5.5: Kořenový strom (T, r).

5.3.3. Najděte a zapǐste kód kořenového stromu (T, r) na Obrázku 5.6.
r

Obrázek 5.6: Kořenový strom (T, r).

5.3.4. Najděte a zapǐste kód kořenového stromu (T, s) na Obrázku 5.7.

s

Obrázek 5.7: Kořenový strom (T, s).

5.3.5. Máme dán strom T na Obrázku 5.8.
r

s
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Obrázek 5.8: Strom T , vyznačené vrcholy r, s.

a) Najděte a zapǐste kód kořenového stromu (T, r).

b) Najděte a zapǐste minimálńı kód kořenového stromu (T, r).

c) Najděte a zapǐste kód kořenového stromu (T, s).

d) Najděte a zapǐste minimálńı kód kořenového stromu (T, s).

5.3.6. Nakreslete pěstovaný kořenový strom daný následuj́ıćım kódem.

a) 000000000111111111

b) 00010110010110010111

c) 000010110100111000110111

d) 00001011010011100011011

e) 000010110110011100011011

5.3.7. Je kód pěstovaného kořenového stromu daného následuj́ıćım kódem minimálńı?

a) 000000000111111111.

b) 00010110010110010111

c) 000110010110010010111

d) 00010110011001010111

e) 0000110110110001010111

f) 000010110100111000110111

5.4 Isomorfismus stromů

5.4.1. Kolik existuje neisomorfńıch les̊u na pěti vrcholech?

5.4.2. Které kořenové stromy maj́ı jednoznačně určený kód i když nejsou pěstované?

5.4.3. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch stromů na Obrázku 5.9 jsou isomorfńı.

T S R

Obrázek 5.9: Stromy T , S a R.
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5.5 Kostry graf̊u

5.5.1. Kolik koster má následuj́ıćı graf W4? Předpokládejme, že rozlǐsujeme vrcholy.

Obrázek 5.10: Graf W4.

5.5.2. Máme dán graf G na Obrázku 5.11.

v1 v2 v3

v4
v5

v6

v7 v8 v9

3 4

4 2

1 4

1

4

2

3

5

3

2 1

5 1

3 2

Obrázek 5.11: Graf G.

a) Najděte minimálńı kostru grafu G pomoćı Kruskalova (hladového) algoritmu. Jaká je váha minimálńı
kostry?

b) Najděte minimálńı kostru grafu G pomoćı Jarńıkova (Primova) algoritmu. Výchoźı vrchol je v1. Jaká
je váha minimálńı kostry?

c) Najděte minimálńı kostru grafu G pomoćı Bor̊uvkova algoritmu. Jaká je váha minimálńı kostry?

5.5.3. Jaké vlastnosti muśı mı́t ohodnoceńı grafu, aby všechny tři algoritmy (Bor̊uvk̊uv, Jarńık̊uv/Primův
i Kruskal̊uv (hladový) našly vždy stejnou kostru?

5.5.4. Mějme dán kompletńı graf Kn, jehož množina vrchol̊u je V = [1, n]. Každou hranu uv ohodnot́ıme
součtem u+ v. Jak vypadá minimálńı kostra takto ohodnoceného kompletńıho grafu?

5.5.5. Mějme dán kompletńı graf Kn, jehož množina vrchol̊u je V = [1, n]. Každou hranu uv ohodnot́ıme
součtem 2u+ 5v, kde u < v. Jak vypadá minimálńı kostra takto ohodnoceného kompletńıho grafu?

5.6 Př́ıklady k procvičeńı

5.6.1.♡ Kolik r̊uzných koster má cyklus Cn? Předpokládejme, že rozlǐsujeme vrcholy.

5.6.2.♡ Kolik r̊uzných neisomorfńıch koster má cyklus Cn? Předpokládejme, že nerozlǐsujeme vrcholy.

5.6.3. Máme graf K4.

a) Kolik r̊uzných neisomorfńıch koster má graf K4?

b) Kolik r̊uzných koster má graf K4?

5.6.4. Máme graf K5.

a) Kolik r̊uzných koster má graf K5?

b) Kolik r̊uzných neisomorfńıch koster má graf K5?
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5.6.5. Máme graf K6.

a) Kolik r̊uzných koster má graf K6?

b) Kolik r̊uzných neisomorfńıch koster má graf K6?

5.6.6. Kolik hran je třeba vynechat z kompletńıho bipartitńıho grafu Km,n, aby z̊ustala kostra?

5.6.7. Kolik nejméně vrchol̊u muśı mı́t graf, který má dvě hranově disjunktńı kostry? Najdete takový graf?

5.6.8. Najděte př́ıklad souvislého grafu, který má 1001 koster.

5.6.9. Zavedeme pojem inverzńıho kódu. Máme strom T a nějaký jeho kód C. Inverzńı kód C ′ dostaneme
tak, že zaměńıme 0 a 1 a naṕı̌seme kód v opačném pořad́ı. Najděte takový netriviálńı strom T , který má

a) stejný kód i inverzńı kód,

b) r̊uzný kód a inverzńı kód, přičemž strom T ′ př́ıslušný inverzńımu kódu je isomorfńı se stromem T ,

c) r̊uzný kód a inverzńı kód, přičemž strom T ′ př́ıslušný inverzńımu kódu neńı isomorfńı se stromem T ,

d) inverzńı kód stejný jako minimálńı kód.

5.6.10. Máme strom T a jeho kód C. Cestou ve strom T budeme rozumı́mět podgraf, který je isomorfńı
s cestou. Co můžeme ř́ıci o nejdeľśı cestě ve stromu T , je-li v kódu C pět po sobě jdoućıch nul?

5.6.11. Máme strom T a jeho minimálńı kód C. Cestou ve strom T budeme rozumı́mět podgraf, který je
isomorfńı s cestou. Co můžeme ř́ıci o nejdeľśı cestě ve stromu T , je-li v kódu C pět po sobě jdoućıch nul?
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6 Barevnost a kresleńı graf̊u

Pojmy barevnosti grafu a rovinného zakresleńı grafu jsou popsány ve skriptech [UTG].

6.1 Motivačńı př́ıklady

6.1.1. Skladovaćı problém: Ve skladu potravin máme r̊uzné druhy zbož́ı. Podle hygienických norem se nesmı́
některé druhy potravin skladovat spolu v jedné mı́stnosti. Naš́ım úkolem je zjistit, kolik nejméně mı́stnost́ı
je potřeba ve skladu pronajmout, aby bylo zbož́ı uloženo podle předpis̊u. Jak namodelujete skladovaćı
problém pomoćı teorie graf̊u.

6.1.2. Kolik nejméně barev je potřeba na obarveńı 15 biliárových kouĺı v trojúhelńıkovém postaveńı tak,
aby žádné dvě dotýkaj́ıćı se koule nebyly obarveny stejnou barvou?

Obrázek 6.1: Biliárové koule v trojúhelńıkovém postaveńı.

6.2 Vrcholové barveńı graf̊u

6.2.1. Jaké je chromatické č́ıslo (barevnost) následuj́ıćıch graf̊u?

Obrázek 6.2: Grafy W8 a W7.

a) Graf W8, viz Obrázek 6.2?

b) Graf W7, viz Obrázek 6.2?

Obrázek 6.3: Rovinná nakresleńı pravidelného čtyřstěnu, šestistěnu a osmistěnu.

c) Graf pravidelného čtyřstěnu, viz Obrázek 6.3.

d) Graf pravidelného šestistěnu, viz Obrázek 6.3.

e) Graf pravidelného osmistěnu, viz Obrázek 6.3.
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6.2.2. Jaké je chromatické č́ıslo (barevnost) grafu G na Obrázku 6.4?

Obrázek 6.4: Graf G.

6.2.3. Jaké je chromatické č́ıslo (barevnost) cirkulantu C10(1, 2, 5) na Obrázku 6.5?

Obrázek 6.5: Cirkulant C10(1, 2, 5).

6.2.4. Kolik nejméně hran muśıme vynechat z grafu W8 (viz Obrázek 6.2), aby chromatické č́ıslo výsledného
grafu bylo 2?

6.2.5. Kolika nejvýše barvami obarv́ıme kompletńı bipartitńı graf s alespoň třemi vrcholy, jestliže mu
přidáme jednu hranu?

6.2.6. Kolika nejvýše barvami obarv́ıme kompletńı bipartitńı graf, jestliže mu přidáme dvě hrany?

6.2.7.♡ Kolika barvami lze obarvit strom?

6.2.8. Kolik barev je potřeba na obarveńı (jaká je barevnost) Kn − e?

6.2.9. Kolik barev je potřeba na obarveńı (jaká je barevnost) Cn s jednou přidanou hranou v1vi, i ∈ [1, n]?

6.2.10. Mám dán graf G. Co můžeme ř́ıci o barvenosti grafu G, jestliže známe ∆(G)?

6.3 Rovinné kresleńı grafu

6.3.1. Pokud je to možné, nakreslete graf G na Obrázku 6.6 tak, aby se hrany neprot́ınaly.

Obrázek 6.6: Graf G.

6.3.2. Pokud je to možné, nakreslete graf G na Obrázku 6.7 tak, aby se hrany neprot́ınaly.
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Obrázek 6.7: Graf G.

6.3.3. Ukažte, že po přidáńı libovolné hrany do grafu na Obrázku 6.7 výsledný graf již nebude rovinný.

6.3.4. Pokud je to možné, nakreslete rovinný graf pravidelného čtyřstěnu.

6.3.5. Pokud je to možné, nakreslete rovinný graf pravidelného šestistěnu (krychle).

6.3.6. Pokud je to možné, nakreslete rovinný graf pravidelného osmistěnu.

6.3.7. Nakreslete rovinný graf pravidelného dvanáctistěnu.

6.3.8. Nakreslete rovinný graf pravidelného dvacetistěnu.

6.3.9. Nakreslete rovinný graf osmistěnu a najděte odpov́ıdaj́ıćı duálńı graf.

6.3.10. Nakreslete rovinný graf dvanáctistěnu a najděte odpov́ıdaj́ıćı duálńı graf.

6.3.11. Máme nějaké rovinné nakresleńı pravidelného osmistěnu. Stěny pravidelného osmistěnu jsou
trojúhelńıky.

a) Kolik má oblast́ı?

b) Kolik má hran?

c) Kolik má vrchol̊u?

d) Kolik daľśıch hran můžeme do roviného nakresleńı osmistěnu přidat tak, aby graf z̊ustal rovinný?

6.3.12. Máme nějaké rovinné nakresleńı pravidelného šestistěnu (krychle).

a) Kolik má oblast́ı?

b) Kolik má hran?

c) Kolik má vrchol̊u?

d) Kolik daľśıch hran můžeme do roviného nakresleńı krychle přidat tak, aby graf z̊ustal rovinný?

6.3.13. Máme nějaké rovinné nakresleńı pravidelného dvanáctistěnu. Stěny pravidelného dvanáctistěnu jsou
pětiúhelńıky.

a) Kolik má oblast́ı?

b) Kolik má hran?

c) Kolik má vrchol̊u?

d) Kolik daľśıch hran můžeme do roviného nakresleńı dvanáctistěnu přidat tak, aby graf z̊ustal rovinný?

6.3.14. Máme nějaké rovinné nakresleńı pravidelného dvacetistěnu. Stěny pravidelného dvacetistěnu jsou
trojúhelńıky.

a) Kolik má oblast́ı?

b) Kolik má hran?

c) Kolik má vrchol̊u?

d) Kolik daľśıch hran můžeme do roviného nakresleńı dvacetistěnu přidat tak, aby graf z̊ustal rovinný?

6.3.15. Kolik má souvislý rovinný graf stěn, v́ıte-li že má

a) 20 vrchol̊u a 25 hran?
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b) 16 vrchol̊u a 15 hran?

c) 25 vrchol̊u a 22 hran?

d) 5 vrchol̊u a 10 hran?

6.3.16. Nakreslete graf K4 tak, aby

a) se hrany neprot́ınaly

b) a nav́ıc aby byly úsečky.

6.3.17. Nakreslete graf K5 − e tak, aby

a) se hrany neprot́ınaly

b) a nav́ıc aby byly úsečky.

6.3.18. Nakreslete graf K3,3 − e tak, aby

a) se hrany neprot́ınaly

b) a nav́ıc aby byly úsečky.

6.3.19. Najděte rovinný graf, který má nejmenš́ı stupeň vrchol̊u 5.

6.3.20.* Najděte nekonečně mnoho neisomorfńıch souvislých rovinných graf̊u, které maj́ı nejmenš́ı stupeň
vrchol̊u 5.

6.3.21. Do rovinného nakresleńı stromu přidáme dvě hrany, které se navzájem nekř́ıž́ı a nekř́ıž́ı ani žádnou
p̊uvodńı hranu stromu. Kolik bude mı́t výsledný graf oblast́ı (stěn)?

6.4 Rozpoznáńı rovinných graf̊u

6.4.1.♡ Pro která n je graf Kn rovinný? Zd̊uvodněte.

6.4.2.♡ Pro která m,n je graf Km,n rovinný? Zd̊uvodněte.

6.4.3. Existuje rovinné nakresleńı pro K6 − C3? Zd̊uvodněte.

6.4.4. Nakreslete nějaký rovinný graf s 12 hranami a 8 stěnami.

6.4.5. Nakreslete nějaký rovinný graf s 21 hranami a 16 stěnami.

6.4.6.* Je graf G na Obrázku 6.8 rovinný? Zd̊uvodněte.

Obrázek 6.8: Graf G.

6.4.7. Najděte chybu v následuj́ıćıcm d̊ukazu: Mějme takový graf G, že na jeho dobré vrcholové barveńı
je potřeba alespoň 5 barev. V grafu G muśı být vrcholy stupně alespoň 5, které jsou sousedńı s vrcholy
čtyř ostatńıch barev, jinak bychom je mohli přebarvit a použ́ıt méně než 5 barev. Jiste najdeme takovou
množinu pěti vrchol̊u r̊uzné barvy, které tvoř́ı podgraf K5.

V roviném grafu podle Kuratowského věty neexistuje podgraf isomorfńı sK5 a proto (podle předchoźıho
zd̊uvodněńı) na obarveńı roviného grafu budou stačit vždy čtyři barvy.
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6.5 Barveńı map a rovinných graf̊u

6.5.1. Kolik nejméně barev je třeba na dobré vrcholové barveńı rovinného nakresleńı graf̊u?

a) K5 − e

b) K3,3 − e

6.5.2. Najdete rovinný graf, na jehož obarveńı je potřeba alespoň 5 barev? Zd̊uvodněte.

6.5.3. Kolik barev je třeba na dobré obarveńı hyperkrychle Qn?

6.5.4. Najdete graf s největš́ım stupněm 2 na jehož dobré vrcholové barveńı jsou potřeba alespoň 3 barvy?
Zd̊uvodněte.

6.5.5. Najděte graf s největš́ım stupněm r na jehož dobré vrcholové barveńı je potřeba alespoň r+1 barev.

6.5.6. Najdete graf s největš́ım stupněm 3 na jehož dobré vrcholové barveńı je potřeba minimálně 5 barev?
Zd̊uvodněte.

6.5.7. Je Petersen̊uv graf rovinný? Zd̊uvodněte.

6.6 Př́ıklady k procvičeńı

6.6.1. Máme dánu hyperkrychli řádu n, znač́ıme ji Qn (viz strana 48).

a) Jaký je počet vrchol̊u Qn?

b) Jaký je stupeň vrchol̊u v grafu Qn?

c) Jaký je počet hran Qn?

d) Jaké je chromatické č́ıslo Qn?

e) Pro které hodnoty n je graf Qn rovinný?

6.6.2. Podle předpis̊u se káva nesmı́ skladovat společně s rýž́ı, rýže s moukou, mouka s jablky a jablka se
nesmı́ skladovat společně s tropickým ovocem. Kolik nejméně mı́stnost́ı je potřeba pro uskladněńı všech
druh̊u zbož́ı?

6.6.3. Máme za úkol pronajmout skladové prostory, ve kterých se budou skladovat broskve, kukuřice, pa-
priky, pšenice, rajčata, švestky a konzervy. Podle předpis̊u se obiloviny nesmı́ skladovat společně s ovocem,
rajčata ani papriky se nesmı́ skladovat s pšenićı nebo kukuřićı a broskve se nesmı́ skladovat s rajčaty. Kolik
nejméně mı́stnost́ı je třeba pronajmout pro uskladněńı všech druh̊u zbož́ı?

6.6.4. Kolik hran stač́ı přidat do cyklu Cn, aby výsledný graf nebyl rovinný?

6.6.5. Máme dány hyperkrychli Q4 (viz strana 48). Je Q4 rovinný graf?

6.6.6. Pro každé k ∈ N uved’te př́ıklad grafu G, aby platilo ∆(G)− χ(G) ≥ k.
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7 Toky v śıt́ıch

Pojem śıtě a definice toku v śıti jsou jsou popsány ve skriptech [UTG].

7.1 Definice śıtě

7.1.1. Pro které vrcholy śıtě neplat́ı zákony kontinuity?

7.1.2. Jak v śıti namodelovat neorientovanou hranu?

7.1.3. Může pro (jediný) zdroj platit zákon kontinuity?

7.1.4. Může v śıti něco přitékat do zdroje?

7.1.5. Může být tok na hranách vycházej́ıćı ze zdroje větš́ı, než tok na hranách přitékaj́ıćıch do stoku?

7.2 Hledáńı maximálńıho toku

7.2.1. Máme dánu śıt’ S = (G, z, s, w) na Obrázku 7.1.

z s

v1 v2

v3 v4

5

3

5 1

2

2

1

4

2

6

Obrázek 7.1: Śıt’ (G, z, s, w).

a) Jaká je hodnota největš́ıho toku v śıti S? Najděte jej!

b) Jaká je kapacita minimálńıho řezu v śıti S? Najděte minimálńı řez.

c) Jak vypadá množina U po skončeńı algoritmu?

7.2.2. Máme dánu śıt’ S = (G, z, s, w) na Obrázku 7.2.

z s

v1 v2

v3 v4

5

3

5 1

3

2

5

2

7

2

Obrázek 7.2: Śıt’ (G, z, s, w).

a) Jaká je hodnota největš́ıho toku v śıti S? Najděte jej!

b) Jaká je kapacita minimálńıho řezu v śıti S? Najděte minimálńı řez.

c) Jak vypadá množina U po skončeńı algoritmu?

7.2.3. Máme dánu śıt’ S = (G, z, s, w) na Obrázku 7.3.

z s

v1 v2

v3 v4

5

3

5 1

3

2

2

5

7

2

Obrázek 7.3: Śıt’ (G, z, s, w).
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a) Jaká je hodnota největš́ıho toku v śıti S? Najděte jej!

b) Jaká je kapacita minimálńıho řezu v śıti S? Najděte minimálńı řez.

c) Jak vypadá množina U po skončeńı algoritmu?

7.2.4. Máme dánu śıt’ S = (G, z, s, w) na Obrázku 7.4.

z s

v1 v2

v3 v4

v5 v6

1

1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

Obrázek 7.4: Śıt’ (G, z, s, w).

a) Jaká je hodnota největš́ıho toku v śıti S? Najděte jej!

b) Jaká je kapacita minimálńıho řezu v śıti S? Najděte minimálńı řez.

c) Jak vypadá množina U po skončeńı algoritmu?

7.2.5. Máme dánu śıt’ S = (G, z, s, w) na Obrázku 7.5.

z s

v1 v2

v3 v4

v5 v6

5

3

3 3

5 1

5 1

3

2

4

1

1

7

2

Obrázek 7.5: Śıt’ (G, z, s, w).

a) Jaká je hodnota největš́ıho toku v śıti S? Najděte jej!

b) Jaká je kapacita minimálńıho řezu v śıti S? Najděte minimálńı řez.

c) Jak vypadá množina U po skončeńı algoritmu?

7.3 Zobecněńı śıt́ı a daľśı aplikace

7.3.1. Najděte největš́ı párováńı v následuj́ıćım grafu. Zd̊uvodněte, proč neexistuje větš́ı párováńı.
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v1 v6

v2 v7

v3 v8

v4 v9

v5 v10

Obrázek 7.6: Bipartitńı graf G.

7.3.2. Existuje systém r̊uzných reprezentant̊u pro následuj́ıćı systém množin? Pokud ano, najděte ho, pokud
ne, dokažte to.

M1 = {1, 2, 4},M2 = {1, 3, 7},M3 = {1, 5, 6},M4 = {2, 6, 7},M5 = {2, 3, 5},M6 = {3, 4, 6},M7 = {4, 5, 7}

7.3.3. Existuje systém r̊uzných reprezentant̊u pro následuj́ıćı systém množin? Pokud ano, najděte ho, pokud
ne, dokažte to.

M1 = {1, 4, 5},M2 = {1, 4, 6},M3 = {1, 5, 6},M4 = {2, 3, 5},M5 = {4, 5, 6},M6 = {4, 5, 7},M7 = {4, 6, 7}

7.4 Př́ıklady k procvičeńı

7.4.1. Najděte př́ıklad śıtě, kde kapacity hran jsou celoč́ıselné a maximálńı tok neńı celoč́ıselný.
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