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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php
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Kapitola Toky v sitich

Teorie grafii hraje kli¢ovou roli p¥i Ye$eni ¥ady sitovych tloh. Mdme danu
sit (potitatovou sit, produktovod, ... ), kde hrany reprezentuji spojeni a
vrcholy jsou naptiklad k¥fizovatky nebo switche.

Je pFirozené, Ze hrany a vrcholy maji omezenou kapacitu (kapacita = &islo

+ fyzikdlni jednotka).

Jaky nejvétsi objem latky nebo dat miZeme po siti (s danymi omezenimi)
dopravit z vrcholu z (zdroj) do vrcholu s (stok).




Sit je graf, pro ktery stanovime kapacity hran a zvolime zdroj a stok.

Sit je ttvetice S = (G, z,s,w), kde
@ G je orientovany graf,
@ vrcholy z € V(G), s € V(G) nazyvame zdroj a stok v siti S,
@ w: E(G) — R je kladné ohodnoceni hran, tzv. kapacita hran.

Jaké je nejvétsi objem, ktery mizeme v G prepravit ze zdroje z
ke spottebiteli ve stoku s, jestlize dodrZzime stanovené maximalni kapacity
hran?




Slozit&jsi sit miZe mit
@ kapacity vrcholi
@ vice zdrojl a stokd
@ vice produkti

Nékdy miZeme dlohu prevézt na zdkladni tlohu. Pozdg&ji ukdzeme jak.

Vsimnéte si, Ze pfi nejv&tSim mozném toku nemusi byt vyuZita kapacita
n&kterych hran. Proto zavedeme pojem toku (tok/kapacita).
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Poznamka

Kapacita hrany nemusi nutn& odpovidat fyzikdlni kapacité (3itka vozovky,
maximalni poet automobilii za minutu, tlou$tka potrubi, odpor
vodice. .. ) VyuZijeme terminologii z dopravy tekutin: mnoZstvi, které

Z

»te¢e" hranou, ,pfitéka“ do vrcholu a z vrcholu ,,odtéka".

Symbol e — v oznaluje mnoZinu viech hran pFichdzejicich do v a symbol
e < v oznaluje mnozinu vSech hran vychazejicich z v.
Definice
Tok vsiti S = (G, z,s,w) je funkce f : E(G) — Ry, kde
@ neprekro&ime kapacity hran: Ve € E(G) : 0 < f(e) < w(e),
@ plati zakon kontinuity: Vv € V(G),v# z,5: Y f(e)= > f(e).

e—v e<—v

Ifll =" f(e) =D f(e)-

ez e—Zz

Velikost toku f je




0/2
Tok a nejvétsi tok v siti (G, z, s, W)



Zdroj a stok jsou vyznamné vrcholy v siti. Maji jiny vyznam nez
»kFizovatky " produktovodi. Neplati pro né zakony kontinuity!

@ Ze zdroje , te€e” vice nez do zdroje,

@ do stoku , te¢e" vice neZ ze stoku.
Rozdil musi byt pro oba vrcholy stejny.

Oznat&ime f, rozdil sou¢tu tokl na odchozich hranich a na p¥ichozich
hranach do zdroje. Déale ozna&ime f; rozdil souctu tokid na odchozich

hranach a na p¥ichozich hrandch do stoku. Plati f, = —f;.

Diikaz

0=> (fle)=f(e) =>_> f(e) ZZf(e)_Z<Zf(e)—Zf(e)>.
e vV e<v v e—v ve{z,s} e<—v e—v

Dvojité sumy nabyvaji stejnych hodnot pro viechny vrcholy s vyjimkou z, s.

(Z fle)— Y. f(e)> =— <Z fle)— > f(e)) . O

ez e—z €4S e—s

Poznamka



Hledani nejvétsiho toku
Ukolem je najit co nejvétsi mozny tok z vrcholu z do vrcholu s v dané siti

(G) s ohodnocenim w.
Hladovy algoritmus nevede k nejlepdimu feseni! (viz obrazek).

UZitim hladového algoritmu najdeme tok o velikosti 2.

Tok nemiiZeme zvysit pfidanim né&jaké cesty s nenulovym tokem, avsak to
neni nejvétsi tok, nebot existuje tok velikosti 5.



Rez C vsiti S = (G, z,s, w) je takova podmnoZina hran C C E(G), Ze

v grafu G — C nezlistane zadnd orientovanda cesta ze zdroje z do stoku s.
Kapacitu (nebo velikosti) Yezu C zna&ime ||C|| a definujeme ji jako soulet
kapacit v8ech hran fezu C, tj. [|C|| = > .cc w(e).

Velikost nejvétsiho toku v siti je rovna kapacité nejmensiho Fezu.

Dikaz pozdéji. . . 2/2 1/1

/1 " 2A)2
Tok velikosti 5 a Fez s kapacitou 5.



Pozor, fez je nutno chapat spravné!

Rez obsahuje jen odchozi hrany z mnoZiny U.



Véta je dobrou charakterizaci nejvétsiho toku:
Tok o velikosti x je nejvétsi, jestlize najdeme Fez o velikost x.

Definice

Mdme danu sit S = (G, z,s,w) a v ni tok f. v siti S je
neorientovana cesta ej, €,...,€m v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle
ze zdroje z do stoku s), kde

o tok f(ej) < w(ej) pro hrany e; ,ve sméru* z u do v,

@ tok f(e) > 0 (je nenulovy) pro hrany e; v opa&ném sméru.
Hodnot& w(e;) — f(e;) pro hranu e; ve sméru z vrcholu u do vrcholu v
Fikdme hrany e; a stejn& fikdme hodnot& f(e;) pro hrany
e; v opaéném sméru.

Nenasycend cesta je cesta s kladnymi rezervami § kapacit viech hran.

4/7 Y 2/5 N 1/6
v v
@ rezerva +3Urezerva +2 NG, rezerva +5=@ a

Cesta s rezervou kapacit § = 2.



Priklad
Najdéte nenasycené cesty v siti na obrazku.

Ptiklad tFi nenasycenych cest v siti.



Algoritmus Ford—Fulkersoniv algoritmus

vstup < sit’ S = (G,z,s,w);
vychozi tok f je pro kaZdou hranu nulovy;

do {
prohledanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholu G,
dosaZitelnych ze z po nenasycenych cestach;
if (s nalezi U) {
P = (vySe nalezend) nenasycend cesta v S ze z do s;
zvét8ime tok f o minimdlni rezervu kapacit hran P;
} while (s nalezi U);
vystup: vypiSeme nejvé&tsi tok f;
vystup: nejm. fez je mnoZina hran vedoucich z U do V(G)-U.

v




Dikaz  Dikaz spravnosti algoritmu provedeme p¥imo.

Je zfejmé, Ze musi platit ||f]| < ||C||.

JestliZe po skon&eni algoritmu budeme mit tok f a najdeme v siti S ¥ez
o stejné velikosti || C|| = ||f]|, je zFejmé, Ze jsme nadli nejv&tsi mozny tok
v siti S. Zdroveii tim dokdZeme platnost Véty o nejvétsim toku a
nejmensim ¥ezu.

Sta&i dokdzat, Ze po skon&eni algoritmu dostaneme rovnost ||f|| = || C||,
kde C je fez mezi U a zbytkem grafu G.

P¥edpokladejme, Ze mame tok f v S bez nenasycené cesty ze z do s. To
znamena, Ze mnozina U z algoritmu neobsahuje vrchol s (je dosaZitelny
jen po nenasycené cestg).

Protoze z U nevedou Z3dné nenasycené cesty (ani hrany), ma kazd4 hrana
e < U (odchdzejici z U) plny tok f(e) = w(e) a kazdd hrana e — U
(pFichazejici do U) tok f(e) = 0. Velikost toku f ze z do s je

Ifll =" fle) =D fle)=D fle)—0=2 w(e)=IIC].

e«U e—U e« U eecC

To je dokazované tvrzeni. O



Uvedeny algoritmus najde nejv&tsi tok s velikosti ||f]|. Navic po skon&eni
b&hu algoritmu snadno sestavime nejmensi ¥ez s kapacitou ||C||.
Uvedeme jedno p&kné pozorovani:

Dusledek

Jsou-li kapacity hran sit& S pFirozend (resp. nezapornd celd) &isla, tak
nejv&tsi tok v siti bude také pfirozené (resp. nezdporné celé) &islo.

Nejvétsi tok v siti vZdy pIné vyuZije kapacity hran néjakého fezu a proto je
velikost toku souétem ohodnoceni hran ¥ezu. Tj. jsou-li vSechny kapacity
celd &isla, bude i velikost toku celotiselna.

Poznamka

Pozor, vynechame-li pozadavek, aby kapacity hran byla nezdporna celd
¢isla, tak je mozno sestavit ptiklady jednoduchych siti s iraciondlnimi
kapacitami, pro které Ford-Fulkersoniiv algoritmus neskon&i po konecném
poctu kroki.

Dokonce postupné iterace ani nemusi konvergovat k nejvétsimu toku.




Zobecnéni siti

Uvedenou dlohu hledani nejvétsiho toku mizeme zobecnit a
© vice zdroji a stokd v siti,
© dovolime neorientované hrany v siti,
© pfridat kapacity vrcholi,
@ prepravovat jednou siti vice produktli soucasné,

@ stanovit minimalni kapacity hran (n&co musi téct).

Misto abychom hledali nové algoritmy nebo modifikovali uvedeny
algoritmus, tak ukdZeme, jak modifikovat graf sité.

SloZit&j3i dlohu tak pfevedeme na zdkladni dlohu ¥eSenou pomoci
Ford-Fulkersonova algoritmu.



1) Vice zdroji a stokd
Vyskytuje-li se v siti vice zdroji nebo stoki, miZeme tlohu jednoduse
prevést na ulohu s jedinym zdrojem a jedinym stokem.

MuaZeme dokonce stanovit kapacity jednotlivych zdroji a stoki. Sta&i
stanovit jiné kapacity neZ co.



2) Neorientované hrany

U n&kterych praktickych aplikaci siti je orientace hran dana (napfiklad
kanalizani potrubi, jizdni pruhy v silni¢ni siti, ...) U jinych v3ak orientace
miZe byt libovolnd (informa&ni nebo potitatové sitg).

Ford-Fulkersoniiv algoritmus je navrzen pro orientované grafy.

Neorientovanou hranu v siti miZzeme snadno nahradit dvojici opaéné
orientovanych hran se stejnou kapacitou.

\/u\c/v\/ )
NG z

Pozor, po skonéeni algoritmu je dan rozdilem hodnot tokd na obou
orientovanych hrandch.




3) Kapacity vrchold

Je ptirozené, Ze nejen hrany, ale také mista k¥iZzeni maji omezenou
kapacitu.

Sit s kapacitami hran i vrcholli miZeme snadno p¥evést na sit, ve které
jsou ohodnocené pouze hrany.

o

0)——(2)

Kazdy vrchol se stanovenou kapacitou ¢ nahradime dvojici vrcholi
spojenou hranou s kapacitou ¢ (vrchol ).

Hrany p¥ichozi do v budou konéit ve vrcholu v; a hrany odchozi
z vrcholu v budou zadinat ve vrcholu vs.



4) Viceproduktové toky
Pro viceproduktové toky je tloha slozit&jsi. Algoritmus pro hledani
nejvétsiho viceproduktového (vicekomoditniho) toku je nad ramec kurzu.

UkaZeme alespofi, jak pfevedeme neorientovany graf na orientovany
s predepsanou kapacitou hrany.

Pozor: nestali dvé opaéné& orientované hrany.

Nesmi se stat, aby jeden produkt putoval jednim smérem a jiny produkt
opa¢nym smérem a v soultu by tok pfekrocil kapacitu hrany!

Ny T ()
TN ®

V uvedeném nahrazeni zajistime dodrzeni kapacit i pro riizné komodity.



5) Minimélni kapacity hran
Pokud kromé& maximalnich kapacit hran stanovime i minimalni kapacity, tj.
pozadavek, aby tok hranou mél n&jaky nenulovy tok, nemusi mit tloha

FeSeni.
Tato uloha pFesahuje ramec kurzu.

Pro zdjemce: J. Demel, Grafy, SNTL, Praha, (1989).



Parovani v bipartitnich grafech

Rozmanitost aplikaci algoritmu pro hledani nejv&tsiho toku je prekvapiva.
Ukdzeme, jak prevedeme ulohu hleddni nejvétsiho parovani na ulohu
hledani nejvétsiho toku.

Parovani v (bipartitnim) grafu G je podmnoZina nezavislych hran
M C E(G) (2adné dv& hrany z M nemaji spole¢ny koncovy vrchol).

Pah O

Zatimco v prvnim grafu (hvé&zd&) parovani ma jedinou hranu, pro druhy
graf existuje parovani pokryvajici vechny vrcholy.



Metoda Nalezeni nejvétsiho bipartitniho parovani

M&jme bipartitni graf G s mnoZnou vrcholl rozdélenou do partit U, W.

O Sestrojime sit S: do bipartitniho grafu pfiddme zdroj z a stok s,
v8echny vrcholy z U spojime se zdrojem z a v8echny vrcholy z W
spojime s stokem s, déle v8echny hrany sité€ S orientujeme od zdroje
do stoku a pfifadime jim kapacity 1,

Q najdeme (celotiselny) nejvétsi tok Ford-Fulkersonovym algoritmem,

O nejvétsi parovani M v grafu G obsahuje v8echny ty hrany pivodniho
grafu G, které maji nenulovy tok v siti S.

Diikaz Podle uvedeného diisledku bude nejv&tsi tok celotiselny, tj. kaZdou
hranou , potete” tok 0 nebo 1.

Do kazdého vrcholu v U vede pouze jedna hrana s kapacitou 1, proto bude
tento vrchol pouze v jedné hrané parovani. Podobné& pro vrcholy mnoziny
W. Tim budou vybrany hrany parovani a podle zadanych kapacit nebudou
sdilet koncové vrcholy.

Parovéni je nejvétsi, protoze z kazdého parovani |ze ziskat ptislusny tok a
v&tsi neZ nalezeny tok v S neexistuje. (]
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Mame dan bipartitni graf G.
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Sestrojime p¥islugnou sit S:
@ do grafu pfiddme zdroj z a stok s,
@ vSechny vrcholy z U spojime se z a v8echny vrcholy z W spojime s s,

@ viechny hrany sit& S orientujeme od zdroje do stoku; p¥itadime jim
kapacity 1.
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Najdeme nejv&tsi tok v siti S pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu. Tok
bude podle uvedeného disledku celo&iselny.
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Hledané parovani obsahuje jen ty hrany grafu G, které maji nenulovy tok.



Vyssi grafova souvislost JiZ dfive jsme zavedli pojem hranové a
vrcholové souvislosti. Bez ditkazu jsme uvedli Mengerovy véty:

Véta (Mengerovy véty)

Netrividlni graf G je hranové k-souvisly pravé tehdy, kdyZz mezi libovolnymi
dvéma vrcholy existuje alesponi k po dvou hranové disjunktnich cest
(vrcholy mohou byt sdilené).

Netrividlni graf G je vrcholové k-souvisly pravé tehdy, kdyz mezi
libovolnymi dv&ma vrcholy existuje alespori k po dvou interné disjunktnich
cest (koncové vrcholy jsou spoletné).

Nyni pomoci algoritmu hledani nejvétsiho toku vétu dokazeme.



Nejprve s vyuZitim definice hranové souvislosti pfeformulujeme:

Necht v, v jsou dva riizné vrcholy grafu G a k > 0 je p¥irozené &islo. Mezi
vrcholy u a v v grafu G existuje alespoii k hranové disjunktnich cest pravé
tehdy, kdyZ po odebrani libovolnych k — 1 hran z grafu G ziistanou
vrcholy u a v ve spole¢né komponenté souvislosti.

Diikaz

"=" Plyne pfimo z definice hranové k-souvislosti grafu.

"«<"  Mégme graf G a v ném zvolené dva vrcholy v a v. Oznadime
vrchol u za zdroj a vrchol v za stok a kazdé hrané pfitadime kapacitu 1.
Pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu najdeme nejvétsi tok z u do v.

Velikost toku je alespoii k, jinak by kapacita nejmensiho fezu by byla také
mensi neZ k. Odebranim hran ¥ezu dostaneme nesouvisly graf, pfi¢emz
odebranych hran je méné nez k, coZ podle predpokladu neni moZné.

To znamend, Ze hrany s tokem 1 tvofi riizné (hranové disjunktni) cesty z u
do v. (Prvni Mengerovu vétu dokdZeme podobné&.) O



Systém riiznych reprezentanti

Definice
Necht My, M, ..., My jsou neprdzdné mnoziny.

mnozin My, M, ..., M) rozumime takovou posloupnost
riznych prvka (my, mo, ..., my), 2e m; € M; pro kazdé i =1,2,... k.
Priklad

Najdéte systém rliznych reprezentantd v daném systému mnoZin.

Jedno mozné fedeni.




Dilezitym a dobfe zndmym vysledkem je Hallova véta:

Véta (Hallova véta)

Necht My, M, ..., My pro k > 0 jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto
mnoZiny existuje systém riznych reprezentantl pravé tehdy, kdyz plati

VI {1,2,..., Kk} ‘UJ_GJ Mj-‘ > |J],

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny j mnoZin ma alespoii j prvki
(tedy alespofi tolik prvki, kolik mnoZin je sjednoceno).

Hallova v&ta uddva nutnou a dostate¢nou podminku existence riiznych
reprezentant(i v daném systému mnozin.

Praktické nalezeni systému reprezentant(i je naro¢né, ale nékdy miZeme
vhodnou volbou mnoZin existenci vyvratit.

Poznamka

Hallové vété se v anglické literatufe ¥ika ,,Marriage Theorem®.




Dikaz Hallovy véty
Dikaz implikace ,,= " je snadny. Myslenka ditkazu implikace ,, <"

Oznatme x1, x2, ..., Xm po Fad& vdechny prvky ve sjednoceni

M1 UMy U - - - U M. Definujeme bipartitni graf G na mnoZiné vrcholi
{1,2,...,k} U{x1,x2,...,xm} U{u, v}. Navic pfiddme hrany {u, i} pro
i=1,2,...,k {xj,v} proj=1,2,...,ma hrany {i,xj} pro xj € M;.

Konstrukce sité S je obdobnd konstrukci sité v uvedené metodé& nalezenfi
nejvétsiho parovani. Cesta mezi u a v ma tvar u,i,x;, v, ukazuje
reprezentanta mnoziny x; € M;. Systém riiznych reprezentantii odpovida k
disjunktnim cestdm mezi u a v.

Necht X je nyni libovolnd minimalni mnoZina vrcholli v G, po jejim%
odebrani z grafu nezlistane 23dnd cesta mezi u a v. Podle Lemmatu maji
nase mnoziny systém rlznych reprezentanti pravé tehdy, kdyz kazdd
takova oddélujici mnozina X ma aspoii k prvki.

Polozme J = {1,2,...,k} \ X.



Pak kazda hrana z J vede (hrany z u neuvaZujeme) do vrcholi
mnoziny X N {x1,...,xm} (aby nevznikla cesta mezi u, v), a proto

U M| = 1X 0 Gl = X = IX O L = (X = k(.

U, M| = 11=1x1 = k.
Vidime, Ze | X| > k pro vZechny volby odd&lujici mnoZiny X pravé& tehdy,
kdy? ‘UjeJ Mj‘ > |J| pro v8echny J, coZ je dokazované tvrzeni. O



Ptiklad

Hledani nejv&tsiho toku a nejmensiho fezu nestihneme probrat na cviceni.
Ndasleduji dva ukazkové p¥iklady.

Priklad
Jaky je nejv&tsi tok v siti (G, z,s, w)?
A kde je nejmensi fez?




Posledni priklad

Pf¥iklad
Jaky je nejv&tsi tok v siti (G, z,s, w)?
A kde je nejmensi fez?




Konec

Dékuji za pozornost

Nezapomeiite, prosim, na (slovni) hodnoceni predmétu.



Zkouskové terminy
@ stfeda 20.12. 9:00 — 10:30 EC3 (9:45-11:15 na EC2)
@ Ctvrtek 4.1. 9:00 — 10:30 EC3 (a p¥ipadn& EC2 od 9:45)
@ stfeda 10.1. 9:00 — 10:30 EC3 (a p¥ipadn& EC2)
@ utery 16.1. 9:00 — 10:30 EC3

Mnoho zdaru u zkousky!
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