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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Kapitola Barevnost a kresleni grafia

motivace

barevnost grafii

rovinné nakresleni grafi
rozpoznani rovinnych grafi

barveni map a rovinnych grafii



Barevnost grafi
Zminime dvé& dlohy, které lze snadno Fesit jako tlohy vrcholového barveni
grafu.

Skladovaci problém

Ve skladu je uloZzeno mnoho druhi potravin. Podle predpist fada druhi
potravin musi byt umistény v oddé&lenych prostorach. Nap¥iklad ovocné
saldty nesmi byt skladovdny spole¢né s &erstvymi syrovymi vejci nebo
krajené saldmy nesmi byt skladovany spole¢né se syrovym masem.

Jaky je nejmensi pocet oddélenych mistnosti, ktery ve skladu potfebujeme?

Situaci modelujeme grafem, jehoZ vrcholy budou odpovidat ukladanym
komoditdm a hranou spojime dva vrcholy, pokud odpovidajici komodity
nesmi byt skladovany souéasné. Mistnosti odlisime barvami.

Jaky je nejmensi pocet riiznych barev pottebny k takovému obarveni
vrcholl grafu, aby Zadné dva sousedni vrcholy nebyly obarveny stejn&?




Optimalizace k¥iZovatek

K¥izovatka ma rizné jizdni pruhy (dopravni proudy), jak pro auta, tak
pro chodce. Doprava v koridorech, které se nekfizi, mize probihat
soucasné. Naopak koridory, které se k¥izi, musi mit zelenou v jinych
tasovych intervalech. Casové intervaly odlisime barvami. Jaky je nejmensi
poclet &asovych intervall v jednom ‘“cyklu” semaforu, kdy kaZdy koridor
mél alespoii jedenkrat zelenou?

Ulohu budeme modelovat grafem, jehoZ vrcholy odpovidaji dopravnim
koridoriim a kazdé dva koridory, které spolu koliduji, spojime hranou.

Jaky je nejmensi pocet barev nutny k takovému obarveni vrcholl grafu,
kde koncové vrcholy kazdé hrany maji riiznou barvu.

(T4

UkaZeme né&kterd jednodussi tvrzeni a specidlni p¥ipady. Nejprve zavedeme
zakladni pojmy.



Definice

Obarveni grafu G pomoci k barev je takové zobrazenf{
c:V(G) = {1,2,... k},

ve kterém kazdé dva vrcholy, které jsou spojené hranou, budou mit riiznou
barvu, tj. c(u) # c(v) pro kazdou hranu uv € E(G).

Poznamka

| \

Uvedenému obarveni vrcholi grafu se ¥ika také dobré vrcholové barveni
grafu.

KaZdy graf ma obarveni pomoci |V/(G)| barev. Nds v3ak zajimd nejmensi
mozny polet barev, pro které existuje dobré vrcholové obarveni grafu G.

Barevnost grafu G je nejmensi pfirozené &islo x(G), pro které existuje
obarveni grafu G pomoci x(G) barev.
Barevnosti grafu se také ¥ika chromatické cislo.
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Uréete barevnost (chromatické &islo) grafu Cs.

Urtete barevnost (chromatické &islo) grafu Ge.

V2 U1



Horni odhady poétu barev

Pro kazdy graf G na n vrcholech plati x(G) < n.
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz G je Gplny graf.

Diikaz Pro kazdy graf G na n vrcholech sta&i kaZdy vrchol obarvit jinou
barvou a mame dobré vrcholové obarveni grafu G n barvami. Dostavame
x(G) <n.

Je-li G ~ K, tak Zadné dva vrcholy nemohou byt obarveny stejnou barvou,
protoZe kazdé dva vrcholy jsou sousedni. Proto x(G) = x(K,) = n.

Pokud néktera hrana uv v grafu G chybi, miZeme oba jeji koncové vrcholy
obarvit stejnou barvou c(u) = ¢(v) =1 a zbyvajici vrcholy obarvime
riznymi barvami 2,3,..., n — 1. Dostaneme tak obarveni grafu G ménég
neZ n barvami a plati x(G) < n. O



Brooksova véta

Pro kazdy graf G na n vrcholech riizny od K, a lichych cykli C, platf
x(G) < A(G).

Dikaz pfesahuje rdmec naseho kurzu, najdete jej tfeba v textu , Teorie
grafd”.

Ne v kazdém grafu musime pouZit tolik barev, jaky je nejvy%si stupefi
vrcholl v grafu. Napfiklad na dobré vrcholové obarveni (kompletnich)
bipartitnich grafli sta&i dv& barvy.

Algoritmy pro nalezeni dobrého barveni s nejmensim po&tem barev jsou
komplikované a nejsou soulasti tohoto textu. Pro obecny graf existuje
algoritmus sloZitosti O(n2"), kde n je po&et vrchold.



Dolni odhady poétu barev

Brooksova véta Fika kolik nejvice barev miiZze byt potfeba na dobré
vrcholové obarveni daného grafu. Nyni ukdZeme nékolik jednoduchych
odhadii, kolik barev je potfeba nejméné.

Graf G ma barevnost 1 pravé tehdy, kdyZ nema Zadné hrany.

Dikaz Pokud graf nema hrany, obarvime vSechny vrcholy barvou 1. Maji-li
v8echny vrcholy stejnou barvu, nemiZe byt v grafu Zadna hrana. U

Bez diikazu uvedeme nésledujici vétu.

JestliZze v grafu G je kompletni podgraf na k vrcholech, tak na dobré
obarveni celého grafu G je potteba alespori k barev.




Jeden specidlni pFipad predchozi véty dokaZeme.

Graf G ma barevnost 2 pravé tehdy, kdyZ neobsahuje jako podgraf Zadny
cyklus liché délky.

Dikaz (naznatime ,,<") Lichy cyklus nelze dob¥e obarvit dvéma barvami.
Zvolime libovolny vrchol v grafu G a obarvime jej barvou 1. Vrcholy,
jejichz vzdalenost od v je licha, obarvime 2. Vrcholy, jejichZ vzdélenost od
v je suda, obarvime 1.

Pokud bychom ziskali dva vrcholy x, y v sudé vzdalenosti od v spojené
hranou xy, jisté by v,...x,y,...v byl uzavfeny sled liché délky. Z tohoto
sledu vynechanim opakujicich se ¢asti dostaneme cyklus liché délky
(pro¥?), coz podle predpokladu nelze. Pro dva vrcholy v liché vzdalenosti
je zdlvodnéni podobné. Proto naSe obarveni neobarvi sousedni vrcholy
stejnou barvou, a proto dv& barvy stadi na obarveni G stadi. O

Grafy, které neobsahuji cykly liché délky, jsou bipartitni grafy a jejich

vrcholy umime rozdélit do dvou mnoZin (partit).
Sta&i vrcholy v kazdé partité obarvit jednou barvou.



Uréeni barevnosti grafu

Ur&it barevnost (nebo chromatické &islo) znamend urit, jaky nejmeni
polet barev je potfeba pro dobré obarveni grafu.
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Neni zddna zndma véta, kterd by hodnotu barevnosti snadno uréila.

Ur&eni barevnosti daného grafu je algoritmicky obtiZné, sloZitost O(n2"),
kde n je polet vrcholl grafu.

Ukazali jsme
@ odhady horni a dolni meze barevnosti,

@ moznost vyuZiti (skladovaci problém, rozvrhovani)



Rovinna nakresleni grafii

Ne&kdy je daleZité, jak nakresleni grafu vypada. Schéma elektrického
obvodu miZeme chdpat jako graf a pfi navrhu tisténého spoje jsou k¥izeni
nezddouci (nutno pfemostit).

Otéazka: ,Lze dany nakreslit graf tak, aby se jeho hrany nek¥iZily?"

Rovinnym nakresleni grafu G je takové nakresleni grafu, ve kterém jsou
vrcholy znazornény jako rizné body v roving a hrany jako k¥ivky spojujici
tyto body, které odpovidaji koncovym vrcholiim. Pfitom zZadna hrana se
nesmi k¥iZit ani prochazet jinymi body, nez které odpovidaji jejim
koncovym vrcholtim.

Rekneme, %e graf je rovinny pokud mame jeho rovinné nakreslen.

Ne kazdy graf ma rovinné nakresleni!



Priklady

P¥ikladem rovinnych grafli jsou grafy mnohostént (&ty¥stén, krychle,
osmisté&n, dvandctisté&n, hranoly, .. .)

Plati, Ze grafy mnohost&ni jsou vzdy rovinné a (alespoii) 3-souvislé.

Naopak plati, Ze kazdy rovinny 3-souvisly jednoduchy graf je grafem
néjakého mnohost&nu.



P¥iklad
Maji grafy a) K5, b) Ks — e rovinné nakresleni?

#_

Graf Ks a jeho nakresleni' s jedinym kFizenim hran.

& D) =g

Graf Ks bez jedné hrany a dvé& jeho rovinnd nakreslent.




Oblastmi (st&nami) rovinného nakresleni grafu nazyvdme souvislé oblasti
roviny ohrani¢ené nakreslenim grafu.

Oblasti rovinného nakresleni grafi.

UkaZeme si dileZity kvantitativni vztah pro rovinna nakresleni grafii:
Euleriv vzorec.



Véta Euleruv vzorec

Még&jme jednoduchy souvisly rovinny graf s f oblastmi, v vrcholy a h
hranami. Potom plati
v+f—-—h=2

Dikaz Dikaz povedeme indukci vzhledem k poctu hran.

Zaklad indukce: Nejmensi souvisly graf pro pevné zvoleny pocet

vrcholll v je strom. Je-li G strom, neobsahuje cyklus a ma v nakreslen{
jedinou oblast. Dale ma strom h = v — 1 hran a plati
v+f—h=v+1l—(v—-1)=2.

Indukéni krok: P¥edpokladejme, Ze tvrzeni plati pro viechny grafy, které
maji h — 1 hran. Pokud G obsahuje cyklus C, tak vynechanim jedné

hrany e cyklu C se polet hran sniZi o 1. Zarovefi se o 1 sniZi pocet oblasti,
protoze hrana e cyklu C oddé&lovala dv& oblasti (sousedily hranou €) a
vynechanim hrany e tyto oblasti splynou. Pocet vrcholli se nezméni.

Podle pfedpokladu plati v 4+ (f — 1) — (h — 1) = 2, proto plati také
v+f—h=2 O



Poznamka

Euleriiv vztah nezavisi na zvoleném nakresleni grafu, pouze na strukture
grafu.

Euleriiv vzorec je sice jednoduchy, ale ma mnoho aplikaci a dsledkd.

Dusledek

Jednoduchy rovinny graf na v > 3 vrcholech ma nejvyse 3v — 6 hran.

Dikaz MiZeme predpokladat, Ze graf je souvisly, jinak bychom mohli

pfidat dalsi hrany. V daném grafu G oznalime pocet oblasti f a polet

hran h.

JelikoZ graf neobsahuje smy&ky ani ndsobné hrany, je kazda oblast

(v libovolném nakresleni grafu G) ohranitena alespofi 3 hranami. Kazdou

hranu na hranici oblasti zapotitdme nejvye dvakrat (ve dvou p¥ilehlych

oblastech). Plati tedy 2h > 3f. Dosazenim %h > f do Eulerova vztahu

dostaneme ) )
2:v+f—h§v+§h—h:v—fh

3
h<3(v—-2)=3v—6.



Nejsou-li v rovinném grafu G Zadné oblasti ohrani¢ené cyklem Gz, je pocet
hran grafu je$té€ mensi.

Dusledek

Jednoduchy rovinny graf bez trojihelnikd na v > 3 vrcholech ma nejvyse
2v — 4 hran.

Diikaz DokaZeme obdobné. Tentokrat vime, Ze graf nema ani trojihelniky,
a proto je kazda oblast v libovolném nakresleni grafu ohrani¢ena alespon 4
hranami. Plati tedy 2h > 4f. Dosazenim %h > f do Eulerova vztahu

dostaneme ) )
2 — f—h< -h—h=v—=h
v+ _v—l—4 v 5

h<2(v—-2)=2v-—4



Dusledek

V kaZdém rovinném grafu existuje vrchol stupné nejvyse 5.
V kazdém rovinném grafu bez trojihelniki existuje vrchol stupné nejvyse 3.

Diikaz Postupujeme sporem. Pokud by vSechny vrcholy byly stupné alespoii
6, cely graf by mél asponi % -6v = 3v hran, coZ je ve sporu s predchozim
dlsledkem. Proto musi mit néktery vrchol stupen mensi nez 6.

Podobné& pokud by v8echny vrcholy v grafu bez trojihelnikl byly stupné
alespoii 4, cely graf by mé&l aspori % -4y = 2v hran, coZ je ve sporu

s pfedchozim disledkem. Proto musi mit néktery vrchol stupei mensi

nez 4. O

V&imnéte si, Ze rovinny graf sice miZe obsahovat vrcholy vysokych stupfi,
avdak souasn& musi vZdy obsahovat n&jaky vrchol (nebo vrcholy) malého
stupné.



Rozpoznani rovinnych grafi
. Byt rovinny ", respektive ,,nebyt rovinny" je dileZitou vlastnosti grafu,
@ vyroba ti¥t&nych spoji (obvody jsou grafy, pijde vyrobit tist&ny spoj
bez p¥idanych drati?)

@ prehledné nakresleni (aby se hrany nek¥izily)

UkaZeme, Ze dobrym voditkem p¥i uréovani rovinnosti grafu je Eulerliv
vzorec a jeho disledky.

Na rozdil od hleddni hamiltonovskych cykli nebo barevnosti grafu se jedna
problém relativné rychle algoritmicky FeSitelny.

My se zamé&Fime pouze na p¥ipady malych grafi, protoZe zminéné
algoritmy presahuji ramec kurzu.

UkaZeme si dva dileZité grafy, které nejsou rovinné.



P¥iklad
Grafy Ks a K33 nejsou rovinné.

Grafy K5 a K373.

Dikaz VyuZijeme pfedchoziho disledku pro rovinné grafy: h < 3v — 6.
V&imnéme si, Zze graf Ks ma 5 vrchold a 10 hran. Ale podle uvedeného
disledku ma rovinny graf nejvySe 3-5 — 6 = 9 hran, proto neni Ks rovinny.

Podobné& graf K33 ma 6 vrcholi a 9 hran. Navic neobsahuje Zddné
trojuhelniky. Ale podle dal$iho dlsledku ma rovinny graf bez trojihelniki
nejvySe 2v —4 =2 -6 — 4 = 8 hran, a proto ani graf K33 neni rovinny. [



Dusledek

Grafy Ks a K33 nejsou rovinné.

Ukazuje se, Ze oba grafy K5 a K33 maji klicové postaveni. Jejich struktura
neumoziuje rovinné nakresleni.

Naproti tomu Zadnd dal$i takova struktura neexistuje.



Zavedeme pojem rozdéleni grafu, tj. grafu, ktery ma stejnou strukturu,
pt¥ipadné né&jaké vrcholy stupné 2 navic.

Rozdélenim (subdivizi) grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G
(pfipadnym) nahrazenim né&kterych hran cestami (p¥idanim novych vrchold

stupng 2).

Vezmeme naptiklad hranu uv grafu G a nahradime ji dvojici hran uw a
wv. Dostaneme novy graf G’, ktery je rozd&lenim plvodniho grafu G.

G' = (V(G)U{w}, (E(G)\ {uv}) U {uw, wv})

<

Graf G s vyzna&enou hranou uv a rozd&leni G' grafu G.



V roce 1930 dokazal K. Kuratowski nasledujici jednoduché tvrzeni.

Graf G je rovinny pravé tehdy, kdyZ neobsahuje jako podgrafy rozdéleni
grafii Ks ani K3 3.

Rozdéleni grafii Ks a K3 3.

D4 se ukazat, Ze rovinné grafy je vzdy mozno , p&kné&"* nakreslit:

Kazdy rovinny graf |ze nakreslit v rovin& bez k¥izeni hran tak, Ze hrany
jsou Udsecky.




Barveni map a rovinnych grafi
Jeden z nejznamé&jsich problémi teorie grafi je problém (vé&ta) Cty¥ barev.
Jeho formulace je sice jednoduchad, ale YeSeni si vyZzadalo vice nez 100 let.

Problém ¢tyf barev

Kolik nejméné barev je potfeba k obarveni politické mapy tak, aby
sousedni staty nebyly obarveny stejnou barvou?

Dva staty povazujeme za sousedni, jestliZe maji spole¢ny lsek hranice,
nikoli pouze bod.

Redenf si vyzadalo, krom& celé Yady diikazii teoretickych tvrzeni, také
vysetfeni velkého mnoZstvi p¥ipadl na poditadi.



Obarveni politické mapy snadno pfevedeme na barveni grafu.
KaZdou oblast nahradime vrcholem (hlavnim/krajskym mé&stem).
Dva vrcholy spojime hranou, jestlize jsou odpovidajici staty sousedni.




Dualni (multi)graf rovinného nakresleni grafu G ziskdme, kdyZz kaZdou
oblast nahradime vrcholem. Dva vrcholy nového grafu spojime hranou,
jestlize odpovidajici dvojice oblasti sousedi hranou grafu G.

Graf G s mod¥e vyznalenym dudlnim multigrafem a pFekresleny dudlini
graf.

D4 se ukazat, Ze dudlni graf k rovinnému grafu je opét rovinny graf.



P¥i transformaci mapy na graf se jedna o vytvoreni dudlniho grafu k mapé.

V roce 1976 Appel a Haken, a pozdéji v roce 1993 znovu Robertson,
Seymour, Sanders a Thomas, dokazali vétu, kterd roz¥edila problém &Ety¥
barev. Jedna se o jeden z nejslavnéjsich vysledkii diskrétni matematiky:

Véta o Etyrech barvach

Kazdy rovinny graf bez smycek Ize obarvit ¢tyfmi barvami.

Dikaz ... by se sem urdité nevesel. .. U

Snadno si v8ak ukdZeme jednodussi tvrzeni pro 6 barev.



Kazdy rovinny graf lze obarvit nejvyse Sesti barvami.
Kazdy rovinny graf bez trojuhelnik(i Ize obarvit nejvyse &tyfmi barvami.

Dikaz DokaZeme pouze druhou &ast, prvni je dokdazana ve skriptech.

Postupujeme indukci dle po&tu vrchold grafu G.

Zaklad indukce: Graf s 1 vrcholem je jisté rovinny a na dobré barvenf{
stadi jedna barva.

Indukéni krok:  Méjme rovinny graf s alespoii dvéma vrcholy.
Predpokladejme, Ze viechny mensi rovinné grafy lze obarvit nejvyse 4
barvami. Podle ptfedchoziho disledku najdeme v G vrchol v stupné nejvyse
3. Graf G — v je opét rovinny bez smy¢ek i trojihelniki. Podle indukéniho
pfedpokladu Ize tento mensi graf obarvit 4 barvami. Z nich jen nejvy3e 3
budou pouZity na obarveni sousedi vrcholu v a tak &tvrtou barvou
miZeme vZdy pouZit na obarveni vrcholu v. O

Vsimnéte si, Ze dlikaz je konstruktivni — umime takové barveni najit.



Kapitola Toky v sitich
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