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O tomto souboru

Tento soubor je zamýšlen p̌redevš́ım jako pomůcka pro p̌rednášej́ıćıho.
Řadu důležitých informaćı v souboru nenajdete, protože p̌rednášej́ıćı je
ř́ıká, ukazuje, p̌ŕıpadně maluje na tabuli. Přednášky jsou na webu
k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat prob́ıraná témata
z p̌rednášek, které zameškali.

Pro samostatné studium doporučuji skripta:

M. Kubesa: Základy diskrétńı matematiky, výukový text

P. Ková̌r: Úvod do teorie graf̊u, výukový text

Pro p̌ŕıpravu ke zkoušce a ṕısemkám doporučuji cvičebnici:

P. Ková̌r: Cvičeńı z diskrétńı matematiky, sb́ırka p̌ŕıkladů

Vše na http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety dm.php
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Přehled p̌rednášky

Kapitola Barevnost a kresleńı graf̊u

motivace

barevnost graf̊u

rovinné nakresleńı graf̊u

rozpoznáńı rovinných graf̊u

barveńı map a rovinných graf̊u
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Barevnost graf̊u
Zḿıńıme dvě úlohy, které lze snadno řešit jako úlohy vrcholového barveńı
grafu.

Skladovaćı problém

Ve skladu je uloženo mnoho druhů potravin. Podle p̌redpis̊u řada druhů
potravin muśı být uḿıstěny v oddělených prostorách. Nap̌ŕıklad ovocné
saláty nesḿı být skladovány společně s čerstvými syrovými vejci nebo
krájené salámy nesḿı být skladovány společně se syrovým masem.
Jaký je nejmenš́ı počet oddělených ḿıstnost́ı, který ve skladu poťrebujeme?

Situaci modelujeme grafem, jehož vrcholy budou odpov́ıdat ukládaným
komoditám a hranou spoj́ıme dva vrcholy, pokud odpov́ıdaj́ıćı komodity
nesḿı být skladovány současně. Mı́stnosti odlǐśıme barvami.

Otázka

Jaký je nejmenš́ı počet r̊uzných barev poťrebný k takovému obarveńı
vrchol̊u grafu, aby žádné dva sousedńı vrcholy nebyly obarveny stejně?
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Optimalizace ǩrižovatek

Křižovatka má r̊uzné j́ızdńı pruhy (dopravńı proudy), jak pro auta, tak
pro chodce. Doprava v koridorech, které se neǩŕıž́ı, může prob́ıhat
současně. Naopak koridory, které se ǩŕıž́ı, muśı ḿıt zelenou v jiných
časových intervalech. Časové intervaly odlǐśıme barvami. Jaký je nejmenš́ı
počet časových interval̊u v jednom “cyklu” semaforu, kdy každý koridor
měl alespoň jedenkrát zelenou?

Úlohu budeme modelovat grafem, jehož vrcholy odpov́ıdaj́ı dopravńım
koridor̊um a každé dva koridory, které spolu koliduj́ı, spoj́ıme hranou.

Otázka

Jaký je nejmenš́ı počet barev nutný k takovému obarveńı vrchol̊u grafu,
kde koncové vrcholy každé hrany maj́ı r̊uznou barvu.

Ukážeme některá jednoduš̌śı tvrzeńı a speciálńı p̌ŕıpady. Nejprve zavedeme
základńı pojmy.
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Definice

Obarveńı grafu G pomoćı k barev je takové zobrazeńı

c : V (G )→ {1, 2, . . . , k},

ve kterém každé dva vrcholy, které jsou spojené hranou, budou ḿıt r̊uznou
barvu, tj. c(u) 6= c(v) pro každou hranu uv ∈ E (G ).

Poznámka

Uvedenému obarveńı vrchol̊u grafu se ř́ıká také dobré vrcholové barveńı
grafu.

Každý graf má obarveńı pomoćı |V (G )| barev. Nás však zaj́ımá nejmenš́ı
možný počet barev, pro které existuje dobré vrcholové obarveńı grafu G .

Definice

Barevnost grafu G je nejmenš́ı p̌rirozené č́ıslo χ(G ), pro které existuje
obarveńı grafu G pomoćı χ(G ) barev.
Barevnosti grafu se také ř́ıká chromatické č́ıslo.
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Př́ıklad

Určete barevnost (chromatické č́ıslo) grafu C5.

v1

v2

v3 v4

v5

Př́ıklad

Určete barevnost (chromatické č́ıslo) grafu C6.

v1v2

v3

v4 v5

v6
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Horńı odhady počtu barev

Lemma

Pro každý graf G na n vrcholech plat́ı χ(G ) ≤ n.
Rovnost nastává právě tehdy, když G je úplný graf.

Důkaz Pro každý graf G na n vrcholech stač́ı každý vrchol obarvit jinou
barvou a máme dobré vrcholové obarveńı grafu G n barvami. Dostáváme
χ(G ) ≤ n.

Je-li G ' Kn, tak žádné dva vrcholy nemohou být obarveny stejnou barvou,
protože každé dva vrcholy jsou sousedńı. Proto χ(G ) = χ(Kn) = n.

Pokud některá hrana uv v grafu G chyb́ı, můžeme oba jej́ı koncové vrcholy
obarvit stejnou barvou c(u) = c(v) = 1 a zbývaj́ıćı vrcholy obarv́ıme
r̊uznými barvami 2, 3, . . . , n − 1. Dostaneme tak obarveńı grafu G méně
než n barvami a plat́ı χ(G ) < n. �
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Brooksova věta

Pro každý graf G na n vrcholech r̊uzný od Kn a lichých cykl̊u Cn plat́ı
χ(G ) ≤ ∆(G ).

Důkaz p̌resahuje rámec našeho kurzu, najdete jej ťreba v textu
”
Teorie

graf̊u“.

Ne v každém grafu muśıme použ́ıt tolik barev, jaký je nejvyš̌śı stupeň
vrchol̊u v grafu. Nap̌ŕıklad na dobré vrcholové obarveńı (kompletńıch)
bipartitńıch graf̊u stač́ı dvě barvy.

Algoritmy pro nalezeńı dobrého barveńı s nejmenš́ım počtem barev jsou
komplikované a nejsou součást́ı tohoto textu. Pro obecný graf existuje
algoritmus složitosti O(n2n), kde n je počet vrchol̊u.
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Dolńı odhady počtu barev
Brooksova věta ř́ıká kolik nejv́ıce barev může být poťreba na dobré
vrcholové obarveńı daného grafu. Nyńı ukážeme několik jednoduchých
odhadů, kolik barev je poťreba nejméně.

Věta

Graf G má barevnost 1 právě tehdy, když nemá žádné hrany.

Důkaz Pokud graf nemá hrany, obarv́ıme všechny vrcholy barvou 1. Maj́ı-li
všechny vrcholy stejnou barvu, nemůže být v grafu žádná hrana. �

Bez důkazu uvedeme následuj́ıćı větu.

Věta

Jestliže v grafu G je kompletńı podgraf na k vrcholech, tak na dobré
obarveńı celého grafu G je poťreba alespoň k barev.
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Jeden speciálńı p̌ŕıpad p̌redchoźı věty dokážeme.

Věta

Graf G má barevnost 2 právě tehdy, když neobsahuje jako podgraf žádný
cyklus liché délky.

Důkaz (naznač́ıme
”
⇐“) Lichý cyklus nelze dob̌re obarvit dvěma barvami.

Zvoĺıme libovolný vrchol v grafu G a obarv́ıme jej barvou 1. Vrcholy,
jejichž vzdálenost od v je lichá, obarv́ıme 2. Vrcholy, jejichž vzdálenost od
v je sudá, obarv́ıme 1.
Pokud bychom źıskali dva vrcholy x , y v sudé vzdálenosti od v spojené
hranou xy , jistě by v , . . . x , y , . . . v byl uzav̌rený sled liché délky. Z tohoto
sledu vynecháńım opakuj́ıćıch se část́ı dostaneme cyklus liché délky
(proč?), což podle p̌redpokladu nelze. Pro dva vrcholy v liché vzdálenosti
je zdůvodněńı podobně. Proto naše obarveńı neobarv́ı sousedńı vrcholy
stejnou barvou, a proto dvě barvy stač́ı na obarveńı G stač́ı. �

Grafy, které neobsahuj́ı cykly liché délky, jsou bipartitńı grafy a jejich
vrcholy uḿıme rozdělit do dvou množin (partit).
Stač́ı vrcholy v každé partitě obarvit jednou barvou.
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Určeńı barevnosti grafu

Určit barevnost (nebo chromatické č́ıslo) znamená určit, jaký nejmenš́ı
počet barev je poťreba pro dobré obarveńı grafu.

Neńı žádná známa věta, která by hodnotu barevnosti snadno určila.

Určeńı barevnosti daného grafu je algoritmicky obt́ıžné, složitost O(n2n),
kde n je počet vrchol̊u grafu.

Ukázali jsme

odhady horńı a dolńı meze barevnosti,

možnost využit́ı (skladovaćı problém, rozvrhováńı)
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Rovinná nakresleńı graf̊u
Někdy je důležité, jak nakresleńı grafu vypadá. Schéma elektrického
obvodu můžeme chápat jako graf a p̌ri návrhu tǐstěného spoje jsou ǩŕıžeńı
nežádoućı (nutno p̌remostit).

Otázka:
”
Lze daný nakreslit graf tak, aby se jeho hrany neǩŕıžily?“

Definice

Rovinným nakresleńı grafu G je takové nakresleńı grafu, ve kterém jsou
vrcholy znázorněny jako r̊uzné body v rovině a hrany jako ǩrivky spojuj́ıćı
tyto body, které odpov́ıdaj́ı koncovým vrchol̊um. Přitom žádná hrana se
nesḿı ǩŕıžit ani procházet jinými body, než které odpov́ıdaj́ı jej́ım
koncovým vrchol̊um.
Řekneme, že graf je rovinný pokud máme jeho rovinné nakresleńı.

Ne každý graf má rovinné nakresleńı!
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Př́ıklady

Př́ıkladem rovinných graf̊u jsou grafy mnohostěnů (čty̌rstěn, krychle,
osmistěn, dvanáctistěn, hranoly, . . . )

Plat́ı, že grafy mnohostěnů jsou vždy rovinné a (alespoň) 3-souvislé.

Naopak plat́ı, že každý rovinný 3-souvislý jednoduchý graf je grafem
nějakého mnohostěnu.
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Př́ıklad

Maj́ı grafy a) K5, b) K5 − e rovinné nakresleńı?

Graf K5 a jeho nakresleńı s jediným ǩŕıžeńım hran.

Graf K5 bez jedné hrany a dvě jeho rovinná nakresleńı.
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Definice

Oblastmi (stěnami) rovinného nakresleńı grafu nazýváme souvislé oblasti
roviny ohraničené nakresleńım grafu.

Oblasti rovinného nakresleńı graf̊u.

Ukážeme si důležitý kvantitativńı vztah pro rovinná nakresleńı graf̊u:
Euler̊uv vzorec.
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Věta Euler̊uv vzorec

Mějme jednoduchý souvislý rovinný graf s f oblastmi, v vrcholy a h
hranami. Potom plat́ı

v + f − h = 2.

Důkaz Důkaz povedeme indukćı vzhledem k počtu hran.

Základ indukce: Nejmenš́ı souvislý graf pro pevně zvolený počet
vrchol̊u v je strom. Je-li G strom, neobsahuje cyklus a má v nakresleńı
jedinou oblast. Dále má strom h = v − 1 hran a plat́ı
v + f − h = v + 1− (v − 1) = 2.

Indukčńı krok: Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechny grafy, které
maj́ı h − 1 hran. Pokud G obsahuje cyklus C , tak vynecháńım jedné
hrany e cyklu C se počet hran sńıž́ı o 1. Zároveň se o 1 sńıž́ı počet oblast́ı,
protože hrana e cyklu C oddělovala dvě oblasti (sousedily hranou e) a
vynecháńım hrany e tyto oblasti splynou. Počet vrchol̊u se nezměńı.

Podle p̌redpokladu plat́ı v + (f − 1)− (h − 1) = 2, proto plat́ı také
v + f − h = 2. �
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Poznámka

Euler̊uv vztah nezáviśı na zvoleném nakresleńı grafu, pouze na struktǔre
grafu.

Euler̊uv vzorec je sice jednoduchý, ale má mnoho aplikaćı a důsledk̊u.

Důsledek

Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v − 6 hran.

Důkaz Můžeme p̌redpokládat, že graf je souvislý, jinak bychom mohli
p̌ridat daľśı hrany. V daném grafu G označ́ıme počet oblast́ı f a počet
hran h.

Jelikož graf neobsahuje smyčky ani násobné hrany, je každá oblast
(v libovolném nakresleńı grafu G ) ohraničena alespoň 3 hranami. Každou
hranu na hranici oblasti započ́ıtáme nejvýše dvakrát (ve dvou p̌rilehlých
oblastech). Plat́ı tedy 2h ≥ 3f . Dosazeńım 2

3 h ≥ f do Eulerova vztahu
dostaneme

2 = v + f − h ≤ v +
2

3
h − h = v − 1

3
h

h ≤ 3(v − 2) = 3v − 6.

�
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Nejsou-li v rovinném grafu G žádné oblasti ohraničené cyklem C3, je počet
hran grafu ještě menš́ı.

Důsledek

Jednoduchý rovinný graf bez trojúhelńık̊u na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše
2v − 4 hran.

Důkaz Dokážeme obdobně. Tentokrát v́ıme, že graf nemá ani trojúhelńıky,
a proto je každá oblast v libovolném nakresleńı grafu ohraničena alespoň 4
hranami. Plat́ı tedy 2h ≥ 4f . Dosazeńım 2

4 h ≥ f do Eulerova vztahu
dostaneme

2 = v + f − h ≤ v +
2

4
h − h = v − 1

2
h

h ≤ 2(v − 2) = 2v − 4.

�
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Můžeme dokonce ohraničit nejnižš́ı stupeň rovinného grafu!

Důsledek

V každém rovinném grafu existuje vrchol stupně nejvýše 5.
V každém rovinném grafu bez trojúhelńık̊u existuje vrchol stupně nejvýše 3.

Důkaz Postupujeme sporem. Pokud by všechny vrcholy byly stupně alespoň
6, celý graf by měl aspoň 1

2 · 6v = 3v hran, což je ve sporu s p̌redchoźım
důsledkem. Proto muśı ḿıt některý vrchol stupeň menš́ı než 6.

Podobně pokud by všechny vrcholy v grafu bez trojúhelńık̊u byly stupně
alespoň 4, celý graf by měl aspoň 1

2 · 4v = 2v hran, což je ve sporu
s p̌redchoźım důsledkem. Proto muśı ḿıt některý vrchol stupeň menš́ı
než 4. �

Všimněte si, že rovinný graf sice může obsahovat vrcholy vysokých stupňů,
avšak současně muśı vždy obsahovat nějaký vrchol (nebo vrcholy) malého
stupně.
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Rozpoznáńı rovinných graf̊u

”
Být rovinný“, respektive

”
nebýt rovinný“ je důležitou vlastnost́ı grafu,

která má řadu aplikaćı. Mezi nejdůležitěǰśı paťŕı nap̌ŕıklad

výroba tǐstěných spoj̊u (obvody jsou grafy, půjde vyrobit tǐstěný spoj
bez p̌ridaných drát̊u?)

p̌rehledné nakresleńı (aby se hrany neǩŕıžily)

Ukážeme, že dobrým vod́ıtkem p̌ri určováńı rovinnosti grafu je Euler̊uv
vzorec a jeho důsledky.

Na rozd́ıl od hledáńı hamiltonovských cykl̊u nebo barevnosti grafu se jedná
problém relativně rychle algoritmicky řešitelný.
My se zamě̌ŕıme pouze na p̌ŕıpady malých graf̊u, protože zḿıněné
algoritmy p̌resahuj́ı rámec kurzu.

Ukážeme si dva důležité grafy, které nejsou rovinné.
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Př́ıklad

Grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné.

Grafy K5 a K3,3.

Důkaz Využijeme p̌redchoźıho důsledku pro rovinné grafy: h ≤ 3v − 6.
Všimněme si, že graf K5 má 5 vrchol̊u a 10 hran. Ale podle uvedeného
důsledku má rovinný graf nejvýše 3 · 5− 6 = 9 hran, proto neńı K5 rovinný.

Podobně graf K3,3 má 6 vrchol̊u a 9 hran. Nav́ıc neobsahuje žádné
trojúhelńıky. Ale podle daľśıho důsledku má rovinný graf bez trojúhelńık̊u
nejvýše 2v − 4 = 2 · 6− 4 = 8 hran, a proto ani graf K3,3 neńı rovinný. �
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Důsledek

Grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné.

Ukazuje se, že oba grafy K5 a K3,3 maj́ı kĺıčové postaveńı. Jejich struktura
neumožňuje rovinné nakresleńı.

Naproti tomu žádná daľśı taková struktura neexistuje.
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Zavedeme pojem rozděleńı grafu, tj. grafu, který má stejnou strukturu,
p̌ŕıpadně nějaké vrcholy stupně 2 nav́ıc.

Definice

Rozděleńım (subdiviźı) grafu G rozuḿıme graf, který vznikne z G
(p̌ŕıpadným) nahrazeńım některých hran cestami (p̌ridáńım nových vrchol̊u
stupně 2).

Vezmeme nap̌ŕıklad hranu uv grafu G a nahrad́ıme ji dvojićı hran uw a
wv . Dostaneme nový graf G ′, který je rozděleńım původńıho grafu G .

G ′ = (V (G ) ∪ {w}, (E (G ) \ {uv}) ∪ {uw ,wv})

u

v

G
u

v

w
G′

Graf G s vyznačenou hranou uv a rozděleńı G ′ grafu G .
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V roce 1930 dokázal K. Kuratowski následuj́ıćı jednoduché tvrzeńı.

Věta

Graf G je rovinný právě tehdy, když neobsahuje jako podgrafy rozděleńı
graf̊u K5 ani K3,3.

Rozděleńı graf̊u K5 a K3,3.

Dá se ukázat, že rovinné grafy je vždy možno
”
pěkně“ nakreslit:

Věta

Každý rovinný graf lze nakreslit v rovině bez ǩŕıžeńı hran tak, že hrany
jsou úsečky.
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Barveńı map a rovinných graf̊u
Jeden z nejznáměǰśıch problémů teorie graf̊u je problém (věta) čty̌r barev.
Jeho formulace je sice jednoduchá, ale řešeńı si vyžádalo v́ıce než 100 let.

Problém čty̌r barev

Kolik nejméně barev je poťreba k obarveńı politické mapy tak, aby
sousedńı státy nebyly obarveny stejnou barvou?

Dva státy považujeme za sousedńı, jestliže maj́ı společný úsek hranice,
nikoli pouze bod.
Řešeńı si vyžádalo, kromě celé řady důkaz̊u teoretických tvrzeńı, také
vyšeťreńı velkého množstv́ı p̌ŕıpadů na poč́ıtači.
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Př́ıklad

Obarveńı politické mapy snadno p̌revedeme na barveńı grafu.
Každou oblast nahrad́ıme vrcholem (hlavńım/krajským městem).
Dva vrcholy spoj́ıme hranou, jestliže jsou odpov́ıdaj́ıćı státy sousedńı.
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Definice

Duálńı (multi)graf rovinného nakresleńı grafu G źıskáme, když každou
oblast nahrad́ıme vrcholem. Dva vrcholy nového grafu spoj́ıme hranou,
jestliže odpov́ıdaj́ıćı dvojice oblast́ı soused́ı hranou grafu G .

Graf G s moďre vyznačeným duálńım multigrafem a p̌rekreslený duálńı
graf.

Dá se ukázat, že duálńı graf k rovinnému grafu je opět rovinný graf.
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Při transformaci mapy na graf se jedná o vytvǒreńı duálńıho grafu k mapě.

V roce 1976 Appel a Haken, a později v roce 1993 znovu Robertson,
Seymour, Sanders a Thomas, dokázali větu, která rožrešila problém čty̌r
barev. Jedná se o jeden z nejslavněǰśıch výsledk̊u diskrétńı matematiky:

Věta o čty̌rech barvách

Každý rovinný graf bez smyček lze obarvit čty̌rmi barvami.

Důkaz . . . by se sem určitě nevešel. . . �

Snadno si však ukážeme jednoduš̌śı tvrzeńı pro 6 barev.
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Věta

Každý rovinný graf lze obarvit nejvýše šesti barvami.
Každý rovinný graf bez trojúhelńık̊u lze obarvit nejvýše čty̌rmi barvami.

Důkaz Dokážeme pouze druhou část, prvńı je dokázána ve skriptech.

Postupujeme indukćı dle počtu vrchol̊u grafu G .

Základ indukce: Graf s 1 vrcholem je jistě rovinný a na dobré barveńı
stač́ı jedna barva.

Indukčńı krok: Mějme rovinný graf s alespoň dvěma vrcholy.
Předpokládejme, že všechny menš́ı rovinné grafy lze obarvit nejvýše 4
barvami. Podle p̌redchoźıho důsledku najdeme v G vrchol v stupně nejvýše
3. Graf G − v je opět rovinný bez smyček i trojúhelńık̊u. Podle indukčńıho
p̌redpokladu lze tento menš́ı graf obarvit 4 barvami. Z nich jen nejvýše 3
budou použity na obarveńı sousedů vrcholu v a tak čtvrtou barvou
můžeme vždy použ́ıt na obarveńı vrcholu v . �

Všimněte si, že důkaz je konstruktivńı – uḿıme takové barveńı naj́ıt.
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Př́ı̌stě

Kapitola Toky v śıt́ıch

motivace

definice śıtě

hledáńı nejvěťśıho toku

zobecněńı śıt́ı

daľśı aplikace
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