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O tomto souboru

Tento soubor je zamýšlen p̌redevš́ım jako pomůcka pro p̌rednášej́ıćıho.
Řadu důležitých informaćı v souboru nenajdete, protože p̌rednášej́ıćı je
ř́ıká, ukazuje, p̌ŕıpadně maluje na tabuli. Přednášky jsou na webu
k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat prob́ıraná témata
z p̌rednášek, které zameškali.

Pro samostatné studium doporučuji skripta:

M. Kubesa: Základy diskrétńı matematiky, výukový text

P. Ková̌r: Úvod do teorie graf̊u, výukový text

Pro p̌ŕıpravu ke zkoušce a ṕısemkám doporučuji cvičebnici:

P. Ková̌r: Cvičeńı z diskrétńı matematiky, sb́ırka p̌ŕıkladů

Vše na http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety dm.php
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Přehled p̌rednášky

Kapitola Stromy

motivace

základńı vlastnosti stromů

kǒrenové stromy

isomorfizmus stromů

kostry graf̊u
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Kapitola Stromy

Motivace
Jedńım z nejběžněǰśıch útvar̊u v p̌ŕırodě i v matematice jsou stromy
(objekty se

”
stromovou“ strukturou).

Existuje celá řada motivaćı, které můžeme popsat
”
stromem“.

rodokmeny

evolučńı strom

elektrické rozvody

hierarchické struktury (̌séf a poďŕızený)

větveńı p̌ri vyhledáváńı

Společný rys: neobsahuj́ı
”
cyklus“.
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Základńı vlastnosti stromů
Řekneme, že graf acyklický, jestliže neobsahuje cyklus (kružnici) jako
podgraf, tj. jestliže žádný jeho podgraf neńı isomorfńı s cyklem.

Definice

Souvislý acyklický graf je nazývá strom.
Les je graf, jehož komponenty jsou stromy.

Poznámka k názvoslov́ı:

Les je (jednoduchý) acyklický graf.

Strom je souvislý les.

Což nezńı tak pěkně. . .
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Vrchol̊um stupně 1 budeme ř́ıkat list.
Ostatńım vrchol̊um budeme ř́ıkat nelistové vrcholy.

Lemma

Každý strom s v́ıce než jedńım vrcholem má alespoň jeden list.

Důkaz Souvislý graf s v́ıce než jedńım vrcholem nemůže ḿıt vrchol
stupně 0. Vezmeme strom T a v něm libovolný vrchol v . Sestroj́ıme co
nejdeľśı tah S v T , který zač́ıná ve v . S začneme libovolnou hranou
vycházej́ıćı z v (jistě existuje, proč?). V každém daľśım vrcholu u tahu S

bud’ u má stupeň alespoň 2 a tah S prodlouž́ıme o daľśı hranu a
postup opakujeme,
(všimněte si: v tahu S se nemůže zopakovat vrchol, protože v T
neexistuje cyklus)
nebo v u je stupně 1 (tah konč́ı hledaným listem).

Protože T je konečný, jistě takový list ve stromu T najdeme. �

Poznámka

Neńı těžké ukázat, že v každém netriviálńım stromu existuj́ı alespoň dva
listy.
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Otázky

Jak se jmenuje strom, který má právě 2 vrcholy stupně 2 a žádný
vrchol stupně vyš̌śıho?

Existuje strom, který má vrchol stupně k a méně než k vrchol̊u
stupně 1?

Uḿıte vaše tvrzeńı z p̌redchoźıho bodu dokázat?

Kolik muśıme vynechat hran z grafu Kn, abychom dostali strom?
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Věta

Strom s n vrcholy má právě n − 1 hran.

Důkaz
Postupujeme indukćı vzhledem k počtu vrchol̊u n.

Základ indukce: (Triviálńı) strom s jedńım vrcholem má n − 1 = 0 hran.

Indukčńı krok: Mějme netriviálńı strom T s n > 1 vrcholy.
Předpokládejme, že každý strom s méně něž n vrcholy má o jednu hranu
méně než vrchol̊u.
Strom T má alespoň jeden list v (Lemma), označme T ′ = T − v graf,
který vznikne z T odebráńım vrcholu v (tzv.

”
oholeńım vrcholu“).

Odebráńım listu neporuš́ıme souvislost grafu (žádná cesta mezi dvěma
vrcholy r̊uznými od v nevede vrchol stupně 1), T ′ je souvislý.

Odebráńım vrcholu/hrany nevznikne cyklus, T ′ je také acyklický.

To znamená, že T ′ je strom s n − 1 vrcholy a podle indukčńıho
p̌redpokladu má o jednu hranu méně než vrchol̊u. Strom T ′ má tedy
(n− 1)− 1 hran a původńı strom T má o jeden vrchol a jednu hranu v́ıce,
tj. strom T má (n − 1)− 1 + 1 = n − 1 hran.
Podle principu matematické indukce je tvrzeńı dokázáno. �
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Př́ıklad

V databázi je 12 záznamů (objekt̊u) a 34 vazeb mezi nimi. Chtěli bychom
strukturu databáze p̌rehledně znázornit grafem, ve kterém jsou objekty
znázorněny jako vrcholy a vazby jako hrany.
a) Bude takový graf stromem?
b) Můžeme tvrdit, že takový výsledný graf bude souvislý?

a) Výsledný graf jistě nebude stromem, ale muśı obsahovat cykly. Strom
s 12 vrcholy by musel ḿıt právě 11 hran (vazeb).
Ani kdyby vazeb bylo 11, nemohli bychom tvrdit, že výsledný graf
bude strom, proč?

b) Výsledný graf může, ale nemuśı být souvislý. Výsledek velmi záviśı
na struktǔre dat.
Mohlo by se stát: graf bude ḿıt jednu komponentu s 9 vrcholy a 3
izolované vrcholy (K9 má

(9
2

)
= 36 hran, můžeme vynechat 2 hrany).

Pokud by daný graf měl 12 vrchol̊u a v́ıce než 55 hran, muśı už být
souvislý. K12 má 66 hran a je hranově 11-souvislý. Vynecháńım libovolných
méně než 66− 55 = 11 hran z̊ustane výsledný graf souvislý.
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O d̊ukazu vět ve tvaru implikace A⇒ B

A je p̌redpoklad věty, B je tvrzeńı věty.

Důkaz p̌ŕımý spoč́ıvá v řadě platných implikaćı.

A = A0 ⇒ A1 ⇒ A2 ⇒ · · · ⇒ An = B

Důkaz nep̌ŕımý spoč́ıvá v p̌ŕımém důkazy věty ¬B ⇒ ¬A, který má stejnou
tabulku pravdivostńıch hodnot jako původńı výrok A⇒ B.

¬B = A0 ⇒ A1 ⇒ A2 ⇒ · · · ⇒ An = ¬A

Důkaz sporem je na prvńı pohled p̌ripoḿıná nep̌ŕımý důkaz, nebot’

pracujeme s negaćı tvrzeńı ¬B. Při pečlivěǰśı úvaze vid́ıme rozd́ıl:
p̌redpokládáme, že plat́ı současně p̌redpoklad A a negace tvrzeńı ¬B.
Řadou platných implikaćı dojdeme k tzv. sporu. Sporem rozuḿıme situaci,
kdy by měl platit výrok V a současně také jeho negace ¬V , což neńı
možné.

A ∧ ¬B ⇒ · · · ⇒ V ∧ ¬V

Ke sporu vedla negace tvrzeńı ¬B, proto plat́ı tvrzeńı B.
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Věta

Mezi každými dvěma vrcholy stromu existuje právě jedna cesta.

Důkaz Postupujeme sporem. Budeme vycházet z platnosti p̌redpokladu
věty (T je strom) a negace tvrzeńı (mezi některými vrcholy stromu T
neexistuje žádná nebo existuje v́ıce než jedna cesta). Dostaneme spor.

Stromu je T souvislý graf, proto v́ıme, že mezi každými dvěma vrcholy u,
v stromu T vede nějaká cesta.
Pro spor p̌redpokládáme, že mezi některými vrcholy u, v existuje v́ıce
takových cest. Sjednoceńı těchto cest je uzav̌rený sled ve stromu T ,
ze kterého (vynecháńım p̌ŕıpadných opakuj́ıćıch se hran a vrchol̊u)
dostaneme cyklus, který je podgrafem ve stromu T .
Dostáváme spor, nebot’ T je strom, který neobsahuje cyklus.

Negace tvrzeńı vede ke sporu. Proto mezi vrcholy u a v existuje ve stromu
právě jedna cesta. �

Poznámka

Cesty z u do v a “opačnou” cestu z v do u považujeme za jedinou cestu
mezi u, v .
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Už v́ıme, že strom s n vrcholy obsahuje n − 1 hran. Přidáńım jedné hrany

neporuš́ıme souvislost,

ztrat́ıme acykličnost.

Strom s p̌ridanou hranou muśı obsahovat cyklus, ukážeme že takový
cyklus bude jediný.

Důsledek

Přidáńım jedné (nové) hrany do stromu (s alespoň ťremi vrcholy) vznikne
graf s právě jedńım cyklem.

Důkaz Mějme strom T a nějaké dva jeho vrcholy u, v , mezi kterými neńı
hrana.

Přidáńım hrany uv vznikne právě jeden cyklus spojeńım uv a jediné cesty
mezi vrcholy u, v ve stromu T (jediné podle p̌redchoźı věty). �

Poznámka

Přidáme-li do stromu alespoň dvě hrany, záviśı počet vzniklých cykl̊u na
tom, kam hrany p̌ridáme.
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Máme dán nějaký souvislý graf G . Při určováńı hranové souvislosti jsme se
ptali, kolik nejméně stač́ı z grafu odstranit hran, aby se G stal nesouvislý.
Má smysl se ptát,

kolik nejv́ıce hran můžeme z grafu G odstranit, aby G z̊ustal souvislý,
nebo naopak

kolik nejméně hran muśı v grafu G z̊ustat, aby byl souvislý.

Právě stromy jsou grafy, které jsou souvislé a už z nich nemůžeme odebrat
žádnou hranu, aniž by se porušila souvislost.

Věta

Strom je minimálńı souvislý graf (s daným počtem vrchol̊u).

Důkaz Strom je souvislý podle definice. Pokud souvislý graf obsahuje
cyklus, z̊ustane souvislý i po vynecháńı některé hrany cyklu. Proto je
minimálńı souvislý graf acyklický a je tedy stromem.

Naopak, pokud by vynecháńım hrany uv ze stromu T vznikl souvislý graf,
pak by mezi vrcholy u, v v T existovaly dvě cesty: cesta z u do v v T \ uv
a hrana uv . To by byl spor s p̌redchoźı větou.
Proto je strom minimálńım souvislým grafem na daných vrcholech. �



14 / 39

Př́ıklad

Kolik nejv́ıce hran můžeme odstranit z grafu G na obrázku, aby výsledný
graf z̊ustal souvislý?

Graf G se stupni (6, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 2, 2).

Podle p̌redchoźı věty v́ıme, že výsledný graf po odeb́ıráńı hran bude
stromem.
Protože graf G má 9 vrchol̊u a 16 hran, tak podle věty o počtu hran
stromu v́ıme, že můžeme odstranit nejv́ıce 8 hran.

Z grafu na obrázku můžeme dokonce odstranit takových 8 hran, že
odstraněné hrany tvǒŕı spolu s vrcholy grafu G souvislý faktor a současně
ponechané hrany tvǒŕı souvislý faktor. Najdete takových 8 hran?
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Kǒrenové stromy
Někdy je užitečné p̌ri práci se strukturou typu

”
strom“ označit význačný

vrchol, tzv. kǒren, (
”
začátek“ uložených dat). Kǒrenové stromy maj́ı

motivaci i v rodokmenech, odtud vycháźı i terminologie.

Definice

Kǒrenovým stromem nazveme strom T spolu s vyznačeným kǒrenem
r ∈ V (T ). Znač́ıme (T , r), ř́ıkáme

”
strom T s kǒrenem r“.

r r

r

Nezaměňovat
”
strom“ a

”
kǒrenový strom“, který obsahuje informaci nav́ıc.

Kǒren budeme kreslit nejvýše.
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Definice

Mějme dán kǒrenový strom (T , r) a v něm dvojici vrchol̊u u, v , kde
vrchol u je sousedńı s vrcholem v na cestě z vrcholu v ke kǒrenu r . Pak u
nazýváme rodičem vrcholu v a v nazýváme potomkem vrcholu u.

potomci

rodič

kořen
u

v

x y z

Někdy použijeme daľśı p̌rirozené názvy
”
prarodič“,

”
sourozenec“, . . .

Všimněte si: volbou kǒrene se může vzájemný vztah vrchol̊u změnit.
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Definice

V netriviálńıch kǒrenových stromech se vrcholy bez potomk̊u nazývaj́ı
koncové vrcholy.

Všimněte si: koncové vrcholy jsou listy, ale ne každý list je koncovým
vrcholem.

Definice

Centrem stromu T rozuḿıme vrchol nebo hranu v daném stromu T , které
urč́ıme následuj́ıćım postupem:

1 Jestliže má strom T jediný vrchol v , je v centrum stromu T . Pokud
má strom T dva vrcholy, je centrem stromu T hrana spojuj́ıćı tyto
dva vrcholy. Jinak p̌rejdeme k bodu 2.

2 Vytvǒŕıme (menš́ı) strom T ′ ⊂ T oholeńım všech list̊u stromu T a
vraćıme se na p̌redchoźı bod 1.

Rekurźı źıskané centrum stromu T ′ bude zároveň centrem stromu T .

Procesu, kdy ve stromu označ́ıme všechny jeho listy a potom je
odstrańıme (i s p̌ŕıslušnými hranami), se ř́ıká oholeńı stromu.
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Př́ıklad

Určete centrum stromu T1.
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Př́ıklad

Určete centrum stromu T2.

Všimněte si: p̌ridali jsme nový vrchol (a dvě hrany ḿısto jedné).
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Kǒren a centrum stromů
Kǒren stromu může být libovolný vrchol stromu; kǒren nemuśı ležet
v centru.

Budeme-li cht́ıt nějakému stromu p̌rǐradit kǒren jednoznačně, je nejlepš́ı
za kǒren zvolit centrum stromu (protože centrum je určeno jednoznačně).

V p̌ŕıpadě, že centrem stromu je hrana uv ,
”
p̌ridáme“ na tuto hranu nový

vrchol a zvoĺıme jej kǒrenem.



21 / 39

Pěstované stromy
Daľśı informaćı vázanou ke kǒrenovým stromům bývá uspǒrádáńı potomk̊u
každého vrcholu (nap̌ŕıklad sěrazeńı potomk̊u jedné generace v rodokmenu
podle data narozeńı).

Definice

Kǒrenový strom (T , r) je uspǒrádaný, jestliže pro každý jeho vrchol je
jednoznačně dáno pǒrad́ı jeho potomk̊u (nap̌ŕıklad

”
zleva doprava“).

Uspǒrádaný kǒrenový strom se také nazývá pěstovaný strom.

1

1

2

3

1

2 3

1

1 2 1 2 3

Formálně: pěstovaný strom (T , r , f ), kde T je strom a r jeho kǒren.
Funkce f : V (T )→ N p̌ritom p̌rǐrad́ı každému vrcholu jeho pǒrad́ı mezi
sourozenci 1, 2, . . . , k.
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Isomorfismus stromů
Pojem isomorfismus stromů je speciálńım p̌ŕıpadem isomorfismu graf̊u.
Dva stromy jsou isomorfńı, pokud jsou isomorfńı jako grafy.

Připomeňme, že pro úlohu rozhodnout, zda dva obecné grafy jsou
isomorfńı neńı znám žádný rychlý algoritmus. Stromy jsou natolik speciálńı
ťŕıda graf̊u, že pro ně takový algoritmus existuje! Nejprve zavedeme několik
pojmů.

Definice

Dva kǒrenové stromy (T , r) a (T ′, r ′) jsou isomorfńı pokud existuje
isomorfismus mezi stromy T a T ′, který zobraźı kǒren r na kǒren r ′.

T T ′

Isomorfńı stromy, které nejsou isomorfńı jako kǒrenové stromy.

Všimněte si: lǐśı se kǒren stromů T a T ′.
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Definice

Dva uspǒrádané kǒrenové stromy (pěstované stromy) jsou isomorfńı,
jestliže pro ně existuje isomorfismus kǒrenových stromů, který nav́ıc
zachová pǒrad́ı potomk̊u každého vrcholu.

Isomorfńı kǒrenové stromy, které nejsou isomorfńı jako pěstované.

Všimněte si: lǐśı se pǒrad́ı potomk̊u kǒrene.

Definice

Podstromem vrcholu u daného kǒrenového stromu (T , r) rozuḿıme každou
komponentu grafu T − u, která obsahuje některého potomka x vrcholu u.

Každý podstrom vrcholu u je opět (kǒrenovým) stromem.



24 / 39

Kódováńı uspǒrádaných kǒrenových stromů
Každému uspǒrádanému kǒrenovému stromu lze snadno p̌rǐradit řetězec,
který jej jednoznačně popisuje. Vystač́ıme se symboly 0 a 1 (binárńı kód).

Definice

Kód uspǒrádaného kǒrenového stromu se sestav́ı rekurzivně z kódů všech
podstromů kǒrene, sěrazených ve stejném pǒrad́ı jako jsou sěrazeny kǒreny
podstromů (jeho potomci), a uzav̌rených do páru 0 a 1 (viz Obrázek).

01 01 01 01 01

0 01 01 1

01 01

0 01 01 01 1

0 001011 01 01 1

01

0 00101011 1

0 000101101011 01 0001010111 1

Kódováńı uspǒrádaného kǒrenového (pěstovaného) stromu.

Poznámka

Mı́sto
”
0“ a

”
1“ lze použ́ıt jiné symboly, ťreba

”
(“ a

”
)“ nebo

”
A“ a

”
B“.
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Uspǒrádaný kǒrenový strom daný kódem
Ukázali jsme, jak každému uspǒrádanému stromu p̌rǐradit kód.
Nyńı ukážeme opačný postup: jak nakreslit uspǒrádaný kǒrenový strom
s p̌redepsaným kódem.

Lemma

Máme dán kód S uspǒrádaného kǒrenového stromu. Př́ıslušný strom
nakresĺıme následuj́ıćım postupem:

p̌ri p̌rečteńı prvńıho znaku
”
0“ na začátku polož́ıme tužku na paṕır a

nakresĺıme kǒren,

p̌ri každém daľśım p̌rečteńı znaku
”
0“ nakresĺıme (napravo

od p̌redchoźıch) hranu a nového následuj́ıćıho potomka x současného
vrcholu a p̌resuneme se do x ,

p̌ri každém p̌rečteńı znaku
”
1“ se vrát́ıme do rodiče současného

vrcholu, p̌ŕıpadně ukonč́ıme kresleńı a zvedneme tužku, pokud jsme
v kǒrenu.

Pozor: ne každá posloupnost 0 a 1 je kódem nějakého stromu (v́ıce na
cvičeńı).
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Minimálńı kód
Kódy můžeme chápat jako řetězce a ty uḿıme sěradit jednoznačně,
nap̌ŕıklad lexikograficky.

Předpokládáme, že znak 0 je ve slovńıku p̌red znakem 1.
Nap̌ŕıklad řetězec 000111 bude ve slovńıku p̌red řetězci 001011, 0011 i 01.

Je nutno rozlǐsovat kód uspǒrádaného kǒrenového stromu a minimálńı kód
kǒrenového stromu:

nakresĺıme-li strom, který je určen kódem uspǒrádaného kǒrenového
stromu, dostaneme opět (T , r),

nakresĺıme-li strom, který je určen minimálńım kódem kǒrenového
stromu, může se pǒrad́ı potomk̊u oproti výchoźımu kǒrenovému
stromu (T , r) lǐsit.

Ř́ıkáme, že jsme kǒrenový strom (T , r)
”
p̌repěstovali“.

Poznámka

Horńı odhad složitosti algoritmu pro nalezeńı minimálńıho kódu jednoho
stromu je O(n3).
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Př́ıklad

01 01 01 01 01

01

0 01 01 1

01

0 01 01 01 1

0 01 001011 01 1

01

0 00101011 1

0 001001011011 01 0001010111 1

Kód uspǒrádaného kǒrenového stromu.

01 01 01 01 01

01

0 01 01 1

01

0 01 01 01 1

0 001011 01 01 1

01

0 00101011 1

0 0001010111 000101101011 01 1

Minimálńı kód kǒrenového stromu.
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Při určováńı isomorfismu obecných stromů:

najdeme centrum každého stromu,

v centru voĺıme kǒren,

sestav́ıme minimálńı kód (pro každý vrchol sěrad́ıme kódy potomk̊u
zleva doprava lexikograficky vzestupně podle jejich kódů),

využijeme následuj́ıćı Lemma pro jednoznačnou reprezentaci
minimálńım kódem.

Lemma

Dva uspǒrádané kǒrenové (pěstované) stromy jsou isomorfńı právě tehdy,
když jejich kódy źıskané podle p̌redchoźıho popisu jsou shodné řetězce.

Dostaneme algoritmus, který je popsán dále.
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Algoritmus Určeńı isomorfismu stromů

Algoritmus zjǐst’uje, zda dané dva stromy T a U jsou isomorfńı (T '? U)

// Máme dva stromy U, T se stejným počtem vrcholů.

Vstup < stromy T a U;

for (X=T,U) {

// určenı́ center daných stromů U, T

x = centrum(X);

if (x je jeden vrchol)

r = x;

else

do X přidej vrchol r, nahrad’ hranu uv hranami ru, rv;

k[X] = minimalni_kod(X,r);

}

if ((|V(T)|==|V(U)|) && (k[T]==k[U] jako řetězce))

vypiš("Stromy T, U jsou isomorfnı́.");

else

vypiš("Stromy T, U nejsou isomorfnı́.");

exit;
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Algoritmus . . . pokračováńı (nalezeńı minimálńıho kódu)

Funkce minimalni kod(X,r) najde pro strom X s kǒrenem r
(lexikograficky) minimálńı kód.

// na vstupu je kořenový strom (přı́padně podstrom)

vstup < kořenový strom (X,r);

funkce minimalni_kod(strom X, vrchol r) {

if (X má jeden vrchol)

return "01";

Y[1...d] = {podstromy po odebránı́ kořene r};

s[1...d] = {kořeny podstromů Y[] v odpovı́dajı́cı́m pořadı́};

// kořeny jsou potomci kořene r

for (i=1,...,d)

k[i] = minimalni_kod(Y[i],s[i]);

sort lexikograficky podle klı́če k[1] <= k[2] <=...<= k[d];

return "0"+k[1]+...+k[d]+"1";

}

Funkce hledá minimálńı kód rekurzivně.
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Poznámka

Všimněte si, že v Algoritmu kontrolujeme, zda oba stromy maj́ı stejný
počet vrchol̊u.
Nap̌ŕıklad cesty P2n a P2n+1 jistě nejsou isomorfńı, ale protože centrum
cesty P2n je

”
prosťredńı“ hrana, tak p̌ri nalezeńı centra bude na tuto hranu

p̌ridán nový vrchol a vznikne tak druhá cesta P2n+1. Bez porovnáńı počtu
vrchol̊u by algoritmus mohl v některých p̌ŕıpadech dát chybnou odpověd’.

Otázky

Je následuj́ıćı kód minimálńı? Proč?

Jak vypadá minimálńı kód?

01 01 01 01 01

01 01

001 011 00101011

0001011 01 011 0001010111

01

0000101101011 01 00010101111
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Kostra grafu
Budeme použ́ıvat následuj́ıćı pojmy:

podgraf, faktor

souvislý a nesouvislý graf

vážený graf, ohodnoceńı grafu

Definice

Kostrou souvislého grafu G rozuḿıme takový faktor grafu G , který je
stromem (faktor obsahuje všechny vrcholy grafu G ).
Váhou kostry ohodnoceného grafu G rozuḿıme součet ohodnoceńı všech
hran kostry.

Budeme ř́ıkat
”
ohodnoceńı hrany“ nebo

”
váha hrany“ a

”
váha kostry“.

Význam
”
koster“ spoč́ıvá v jejich minimalitě vzhledem k počtu hran,

p̌ričemž je zachována souvislost grafu (Věta o minimálńım souvislém
podgrafu).
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Váhy hran (a tedy váhy koster) se mohou lǐsit, dostáváme:

Problém minimálńı kostry (MST Problem)

Je dán souvislý ohodnocený graf G s nezáporným ohodnoceńım
hran w : E (G )→ R+

0 . Problém minimálńı kostry znamená naj́ıt takovou
kostru T v grafu G , která má nejmenš́ı možnou váhu.
Formálně

MST = min
kostraT⊆G

 ∑
e∈E(T )

w(e)

 .

MST (z anglického
”
Minimum spanning tree“) je č́ıslo, které udává váhu

kostry s nejmenš́ı možnou vahou.

Otázky

Kolik hran má kostra souvislého grafu na n vrcholech?

Má smysl hledat minimálńı kostru v grafu se záporným ohodnoceńım
hran?

Je každý souvislý faktor s minimálńım ohodnoceńım kostrou grafu?
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Uvedeme několik algoritmů pro nalezeńı minimálńı kostry daného
nezáporně ohodnoceného grafu.

Algoritmus Hladový pro minimálńı kostru

Mějme dán souvislý ohodnocený graf G s nezáporným ohodnoceńım
hran w . Počet hran grafu G označ́ıme m.

Sěrad́ıme hrany grafu G vzestupně podle jejich ohodnoceńı:

w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).

Začneme s prázdnou množinou hran T = ∅ pro kostru.

Pro i = 1, 2, . . . ,m vezmeme hranu ei a pokud p̌ridáńım této hrany
nevznikne cyklus (s p̌ŕıslušnými vrcholy), tak p̌ridáme hranu ei do T .
Jinak hranu ei ”

zahod́ıme“.

Po zpracováńı všech hran obsahuje T hrany minimálńı kostry
váženého grafu G s ohodnoceńım w .

Ukážeme, že algoritmus funguje správně.
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Věta

Hladový algoritmus najde minimálńı kostru souvislého grafu.

Důkaz Sporem. Necht’ T je množina hran źıskaná v Hladovém algoritmu.
Předpokládejme, že hrany w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em) jsou sěrazeny
podle váhy. Vezměme množinu hran T0 té minimálńı kostry (může jich být
v́ıce se stejnou hodnotou), která se s T shoduje na co nejv́ıce prvńıch
hranách. Pokud T0 = T , algoritmus pracoval správně.

Předpokládejme ale, že T0 6= T a najdeme spor. Ukážeme tak, že T0 6= T
nemůže nastat.

Označme j > 0 takový index, že se množiny T0 a T shoduj́ı na prvńıch
j − 1 hranách e1, . . . , ej−1, ale neshoduj́ı se na hraně ej . To znamená, že
ej ∈ T , ale ej 6∈ T0. (Podle algoritmu nemůže nastat ej 6∈ T a ej ∈ T0.)
V́ıme, že graf T0 ∪ {ej} obsahuje právě jeden cyklus C . Cyklus C však
nemůže být obsažen v nalezené kosťre T , a proto existuje hrana ek v C ,
která ek 6∈ T a zároveň k > j . Potom však je w(ek) ≥ w(ej) podle našeho
sěrazeńı hran, a proto kostra na hranách T ′ =

(
T0 \ {ek}

)
∪ {ej} (vzniklá

nahrazeńım hrany ek hranou ej) nemá vyš̌śı ohodnoceńı (neńı hořśı) než
T0, ale shoduje se s T na v́ıce hranách! To je spor s volbou kostry T0. �
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Zḿıněný hladový algoritmus pro hledáńı minimálńı kostry grafu byl popsán
poprvé užit́ım teorie graf̊u Kruskalem (1956). Je však známo, že Kruskal
vycházel z práce českého matematika Otakara Bor̊uvky.

Už v roce 1926 řešil český akademik Bor̊uvka otázku optimálńı stavby
elektrické śıtě a popsal velmi podobný algoritmus užit́ım matic.

Algoritmus Bor̊uvk̊uv algoritmus pro minimálńı kostru

Mějme souvislý (kladně) vážený graf G s ohodnoceńım hran w r̊uznými
č́ısly.
Na začátku sěrad́ıme hrany vzestupně podle jejich ohodnoceńı
w(e1) < w(e2) < . . . < w(em).
Kostru začneme sestavovat tak, že p̌ridáme hranu ei (pro i = 1, 2, . . . , n),
pokud p̌ridáńım nevznikne cyklus.
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Jako reakce na Bor̊uvkovu práci vypracoval Vojtěch Jarńık v roce 1929
podobný algoritmus.

Jarńık̊uv algoritmus je ve světě známý jako Primův algoritmus z roku 1957.

Algoritmus Jarńık̊uv algoritmus pro minimálńı kostru

Mějme souvislý graf G s n vrcholy a s nezáporným ohodnoceńım hran w .
Kostru začneme sestavovat z jednoho (libovolného) vrcholu. V každém
kroku algoritmu p̌ridáme nejmenš́ı z hran, které vedou z již vytvǒreného
podstromu do některého ze zbývaj́ıćıch vrchol̊u grafu G .
Po n − 1 kroćıch algoritmus konč́ı.

Všimněte si:

v Jarńıkově algoritmu hrany na začátku nesěrazujeme,

neńı ťreba testovat vznik cyklu (p̌ridáváme list), ušeťŕıme čas.

Ukázky běhu hladového (Kruskalova) a Jarńıkova (Primova) algoritmu
najdete na adrese http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety_dm.php

http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety_dm.php
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Pomoćı algoritmů pro hledáńı minimálńı kostry snadno sestavit bludǐstě.

Bludǐstě sestavené pomoćı Jarńıkova algoritmu.

Podrobnosti najdete ve skriptech
”
Úvod do teorie graf̊u“.
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Př́ı̌stě

Kapitola Barevnost a kresleńı graf̊u

motivace

barevnost graf̊u

rovinné nakresleńı graf̊u

rozpoznáńı rovinných graf̊u

barveńı map a rovinných graf̊u
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