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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php
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Kapitola Stromy

Motivace
Jednim z nejb&znéjsich dtvarl v p¥irod€ i v matematice jsou stromy
(objekty se ,,stromovou* strukturou).

Existuje celd ¥ada motivaci, které mizeme popsat , stromem “.

rodokmeny
evolu¢ni strom

elektrické rozvody

°
°

@ hierarchické struktury (¥éf a pod¥izeny)
@ vétveni pt¥i vyhledavani
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Spoleény rys: neobsahuji ,,cyklus".



Zakladni vlastnosti stromii
Rekneme, Ye graf acyklicky, jestlize neobsahuje cyklus (kruznici) jako
podgraf, tj. jestlize Zadny jeho podgraf neni isomorfni s cyklem.

Souvisly acyklicky graf je nazyvd strom.
Les je graf, jehoZ komponenty jsou stromy.

K e AR

Pozndmka k ndzvoslovi:
@ Les je (jednoduchy) acyklicky graf.
@ Strom je souvisly les.

Coz nezni tak pékné. ..



Vrcholiim stupné 1 budeme Fikat list.
Ostatnim vrcholiim budeme ¥ikat nelistové vrcholy.

Kazdy strom s vice neZ jednim vrcholem ma alespon jeden list. l

Diikaz Souvisly graf s vice neZ jednim vrcholem nemiZe mit vrchol
stupn& 0. Vezmeme strom T a v ném libovolny vrchol v. Sestrojime co
nejdeldi tah S v T, ktery zalind ve v. S za&neme libovolnou hranou
vychazejici z v (jisté existuje, prot?). V kazdém dal$im vrcholu u tahu S
@ bud v m3 stupeii alespoi 2 a tah S prodlouZime o dal$i hranu a
postup opakujeme,
(v8imné&te si: v tahu S se nemiZe zopakovat vrchol, protoze v T
neexistuje cyklus)
@ nebo v u je stupn& 1 (tah kon&i hledanym listem).
Protoze T je konelny, jisté takovy list ve stromu T najdeme. O

Poznamka

Neni tézké ukazat, Ze v kazdém netrividlnim stromu existuji alespoii dva
listy.




@ Jak se jmenuje strom, ktery ma pravé 2 vrcholy stupné 2 a Zadny
vrchol stupné vyssiho?

@ Existuje strom, ktery ma vrchol stupné k a méné nez k vrcholi
stupné 17

@ Umite va%e tvrzeni z pfedchoziho bodu dokazat?

@ Kolik musime vynechat hran z grafu Kj,, abychom dostali strom?




Strom s n vrcholy ma pravé n — 1 hran.

Dikaz
Postupujeme indukci vzhledem k po&tu vrcholi n.

Zaklad indukce: (Trividlni) strom s jednim vrcholem mad n—1 =0 hran.

Indukéni krok:  Mé&jme netrividlni strom T s n > 1 vrcholy.
Ptredpokladejme, Ze kazdy strom s méné né&Z n vrcholy ma o jednu hranu
méné neZ vrchold.
Strom T m3 alespoi jeden list v (Lemma), ozna&me T/ = T — v graf,
ktery vznikne z T odebranim vrcholu v (tzv. ,oholenim vrcholu®).

@ Odebrdnim listu neporusime souvislost grafu (Zaddnd cesta mezi dvéma

vrcholy riiznymi od v nevede vrchol stupn& 1), T’ je souvisly.

@ Odebranim vrcholu/hrany nevznikne cyklus, T’ je také acyklicky.
To znamend, Ze T’ je strom s n — 1 vrcholy a podle induk&niho
predpokladu m3 o jednu hranu méng& neZ vrchold. Strom T’ m3 tedy
(n—1) —1 hran a pavodni strom T ma o jeden vrchol a jednu hranu vice,
tj.strom T md (n—1)—1+1=n—1 hran.
Podle principu matematické indukce je tvrzeni dokazano. O



Priklad
V databdzi je 12 zdznami (objektl) a 34 vazeb mezi nimi. Chté&li bychom
strukturu databaze pfehledn& zndzornit grafem, ve kterém jsou objekty
znazornény jako vrcholy a vazby jako hrany.

a) Bude takovy graf stromem?

b) MizZeme tvrdit, Ze takovy vysledny graf bude souvisly?

a) Vysledny graf jisté nebude stromem, ale musi obsahovat cykly. Strom
s 12 vrcholy by musel mit pravé 11 hran (vazeb).
Ani kdyby vazeb bylo 11, nemohli bychom tvrdit, Ze vysledny graf
bude strom, pro¢?

b) Vysledny graf mizZe, ale nemusi byt souvisly. Vysledek velmi zavisi
na struktute dat.
Mohlo by se stat: graf bude mit jednu komponentu s 9 vrcholy a 3
izolované vrcholy (Ky ma (g) = 36 hran, mdzeme vynechat 2 hrany).

Pokud by dany graf mé&l 12 vrcholl a vice nez 55 hran, musi uz byt

souvisly. K12 ma 66 hran a je hranové 11-souvisly. Vynechanim libovolnych
méné neZ 66 — 55 = 11 hran zlistane vysledny graf souvisly.




O dikazu vét ve tvaru implikace A = B

A je predpoklad véty, B je tvrzeni véty.

Dikaz pfimy spodiva v fadé platnych implikaci.
A=Ai=Ai=A= - -=A, =B

Dikaz nepfimy spodiva v pfimém dikazy véty =B = —A, ktery ma stejnou
tabulku pravdivostnich hodnot jako piivodni vyrok A = B.

“B=Ai=A =A== -=>A,=-A

Ditkaz sporem je na prvni pohled pfipominad nep¥imy diikaz, nebot
pracujeme s negaci tvrzeni —B. P¥i peclivéjsi (ivaze vidime rozdil:
predpokladame, Ze plati sou¢asné predpoklad A a negace tvrzeni —B.
Radou platnych implikaci dojdeme k tzv. sporu. Sporem rozumime situaci,
kdy by mél platit vyrok V a soucasné také jeho negace -V, coZ neni
mozné.

AN-B=..--= VAV

Ke sporu vedla negace tvrzeni =B, proto plati tvrzeni B.




Mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu existuje pravé jedna cesta. \

Dikaz Postupujeme sporem. Budeme vychazet z platnosti pfedpokladu
véty (T je strom) a negace tvrzeni (mezi nékterymi vrcholy stromu T
neexistuje Zddna nebo existuje vice neZ jedna cesta). Dostaneme spor.

Stromu je T souvisly graf, proto vime, ?e mezi kazdymi dvéma vrcholy v,
v stromu T vede néjakd cesta.

Pro spor ptedpokldaddme, Ze mezi nékterymi vrcholy u, v existuje vice
takovych cest. Sjednoceni t&chto cest je uzav¥eny sled ve stromu T,

ze kterého (vynechanim p¥ipadnych opakujicich se hran a vrcholi)
dostaneme cyklus, ktery je podgrafem ve stromu T.

Dostavame spor, nebot T je strom, ktery neobsahuje cyklus.

Negace tvrzeni vede ke sporu. Proto mezi vrcholy u a v existuje ve stromu
pravé jedna cesta. U

Poznamka

Cesty z u do v a “opaénou” cestu z v do u povaZujeme za jedinou cestu
mezi u, v.




UZ vime, Ze strom s n vrcholy obsahuje n — 1 hran. P¥iddnim jedné hrany
@ neporusime souvislost,
@ ztratime acykli¢nost.

Strom s p¥idanou hranou musi obsahovat cyklus, ukdZeme Ze takovy
cyklus bude jediny.

Dusledek

P¥idanim jedné (nové) hrany do stromu (s alespoii tfemi vrcholy) vznikne
graf s pravé jednim cyklem.

Dikaz Mé&jme strom T a néjaké dva jeho vrcholy u, v, mezi kterymi neni
hrana.

P¥idanim hrany uv vznikne pravé jeden cyklus spojenim uv a jediné cesty
mezi vrcholy u, v ve stromu T (jediné podle pfedchozi véty). O

Poznamka

P¥idame-li do stromu alespoii dvé hrany, zavisi pocet vzniklych cykli na
tom, kam hrany pfidame.




Mame dan néjaky souvisly graf G. P¥i uréovani hranové souvislosti jsme se
ptali, kolik nejméné sta&i z grafu odstranit hran, aby se G stal nesouvisly.
M3 smysl se ptat,

@ kolik nejvice hran mizZeme z grafu G odstranit, aby G zistal souvisly,
nebo naopak

@ kolik nejméné hran musi v grafu G zlstat, aby byl souvisly.

Pravé stromy jsou grafy, které jsou souvislé a uZ z nich nemizeme odebrat
Zadnou hranu, aniZ by se porusila souvislost.

Strom je minimalni souvisly graf (s danym po&tem vrcholi).

Diikaz Strom je souvisly podle definice. Pokud souvisly graf obsahuje
cyklus, zlistane souvisly i po vynechdni nékteré hrany cyklu. Proto je
minimalni souvisly graf acyklicky a je tedy stromem.

Naopak, pokud by vynechdnim hrany uv ze stromu T vznikl souvisly graf,
pak by mezi vrcholy u, v v T existovaly dvé& cesty: cestazudovv T\ uv
a hrana uv. To by byl spor s pfedchozi v&tou.

Proto je strom minimalnim souvislym grafem na danych vrcholech. O



Priklad
Kolik nejvice hran miiZeme odstranit z grafu G na obrazku, aby vysledny
graf zlstal souvisly?

Graf G se stupni (6,4,4,4,4,3,3,2,2).

Podle pfedchozi véty vime, Ze vysledny graf po odebirani hran bude
stromem.

ProtoZe graf G ma 9 vrcholl a 16 hran, tak podle véty o poétu hran
stromu vime, Ze miiZzeme odstranit nejvice 8 hran.

Z grafu na obrazku midZeme dokonce odstranit takovych 8 hran, Ze
odstranéné hrany tvo¥i spolu s vrcholy grafu G souvisly faktor a souéasné
ponechané hrany tvofi souvisly faktor. Najdete takovych 8 hran?



KoFenové stromy

Nékdy je uZite€né p¥i praci se strukturou typu , strom" oznadit vyznaény
vrchol, tzv. kofen, (,zatatek" ulozenych dat). Kofenové stromy maji
motivaci i v rodokmenech, odtud vychazi i terminologie.

Kofrenovym stromem nazveme strom T spolu s vyznaéenym korenem
re€ V(T). Znatime (T,r), ¥ikdme ,strom T s kofenem r".

Nezaménovat ,,strom" a , kofenovy strom", ktery obsahuje informaci navic.

Kofen budeme kreslit nejvyse.



M&jme dédn ko¥enovy strom (T, r) a v ném dvojici vrcholi u, v, kde
vrchol u je sousedni s vrcholem v na cesté z vrcholu v ke kofenu r. Pak u
nazyvame rodicem vrcholu v a v nazyvame potomkem vrcholu u.

koren

rodic

otomci
P r Y z

Nékdy pouzijeme daldi p¥irozené nazvy ,prarodi¢”, ,sourozenec”, ...

Vsimnéte si: volbou kofene se mize vzajemny vztah vrcholl zménit.



V netrividlnich kofenovych stromech se vrcholy bez potomkl nazyvaji
koncové vrcholy.

V&imnéte si: koncové vrcholy jsou listy, ale ne kazdy list je koncovym
vrcholem.

Definice
Centrem stromu T rozumime vrchol nebo hranu v daném stromu T, které
uréime nasledujicim postupem:
© Jestlize ma strom T jediny vrchol v, je v centrum stromu T. Pokud
ma strom T dva vrcholy, je centrem stromu T hrana spojujici tyto
dva vrcholy. Jinak prejdeme k bodu 2.
Q Vytvofime (men&i) strom T' C T oholenim v3ech listd stromu T a
vracime se na predchozi bod 1.

Rekurzi ziskané centrum stromu T’ bude zarover centrem stromu T.

Procesu, kdy ve stromu oznadime v&echny jeho listy a potom je
odstranime (i s pfislu¥nymi hranami), se ¥ikd oholeni stromu.



Priklad

Urcéete centrum stromu Tj.




Urcete centrum stromu T».

V&imnéte si: pridali jsme novy vrchol (a dv& hrany misto jedné).



Kofen a centrum stromii
Koten stromu miize byt libovolny vrchol stromu; kofen nemusi lezet

v centru.

Budeme-li chtit né&jakému stromu p¥ifadit kofen jednoznacné, je nejlepsi
za kofen zvolit centrum stromu (protoZe centrum je uréeno jednoznaing).
V pfipadg, Ze centrem stromu je hrana uv, ,p¥iddme" na tuto hranu novy
vrchol a zvolime jej kofenem.



Péstované stromy

Dalsi informaci vazanou ke kofenovym stromim byvad usporadani potomki
kazdého vrcholu (napfiklad sefazeni potomki jedné generace v rodokmenu
podle data narozeni).

Kofenovy strom (T, r) je uspofadany, jestlize pro kazdy jeho vrchol je
jednozna¢né& dano potadi jeho potomki (naptiklad , zleva doprava®).
Usporadany kofenovy strom se také nazyvd péstovany strom.

Formaln&: p&stovany strom (T,r,f), kde T je strom a r jeho kofen.
Funkce f : V(T) — N pfitom p¥itadi kazdému vrcholu jeho po¥adi mezi
sourozenci 1,2, ... k.



Isomorfismus stromii

Pojem isomorfismus stromii je specidlnim p¥ipadem isomorfismu grafi.
Dva stromy jsou isomorfni, pokud jsou isomorfni jako grafy.

P¥ipomeiime, Ze pro llohu rozhodnout, zda dva obecné grafy jsou
isomorfni neni zndm Zadny rychly algoritmus. Stromy jsou natolik specialni
t¥ida grafii, Ze pro né takovy algoritmus existuje! Nejprve zavedeme nékolik
pojmi.

Dva kotenové stromy (T,r) a (T',r') jsou isomorfni pokud existuje
isomorfismus mezi stromy T a T, ktery zobrazi kofen r na koren r’.

T T
Isomorfni stromy, které nejsou isomorfni jako koFenové stromy.

VEimnéte si: lisi se koven stromG T a T'.



Dva uspofddané kofenové stromy (p&stované stromy) jsou isomorfni,
jestlize pro né existuje isomorfismus kofenovych stromii, ktery navic
zachova poradi potomkil kaZzdého vrcholu.

Isomorfni koFenové stromy, které nejsou isomorfni jako pé&stované.

Vsimnéte si: li§i se pofadi potomkil kofene.

Podstromem vrcholu v daného kofenového stromu (T, r) rozumime kaZzdou
komponentu grafu T — u, kterd obsahuje nékterého potomka x vrcholu w.

Kazdy podstrom vrcholu u je opét (kofenovym) stromem.



Kédovani usporadanych kofenovych stromii
Kazdému uspofadanému kofenovému stromu lze snadno p¥ifadit fetézec,
ktery jej jednozna&n& popisuje. Vysta&ime se symboly 0 a 1 (bindrni kéd).

Kod usporadaného kotenového stromu se sestavi rekurzivné z kédi vSech
podstrom{ kofene, sefazenych ve stejném poradi jako jsou sefazeny kofeny
podstromil (jeho potomci), a uzavienych do paru 0 a 1 (viz Obrazek).

0000101101011 01 00010101111

0001011 01 011 0001010111

001011 00101011

01 01 01 01 01
Kddovani uspofddaného kofenového (péstovaného) stromu.

Poznamka

Misto ,,0“ a ,,1" Ize pouZit jiné symboly, tfeba ,(“ a ,)" nebo ,A" a ,B".




Usporadany kofenovy strom dany kédem

Ukazali jsme, jak kaZdému uspofadanému stromu p¥iradit kdd.

Nyni ukaZeme opalny postup: jak nakreslit uspotddany kofenovy strom
s predepsanym kédem.

Lemma

Mame dan kéd S uspotadaného kofenového stromu. P¥islusny strom
nakreslime nasledujicim postupem:
@ pri precteni prvniho znaku ,,0“ na za¢atku poloZime tuzku na papir a
nakreslime kofen,
@ pii kazdém dal3im precteni znaku ,,0" nakreslime (napravo
od p¥edchozich) hranu a nového nésledujiciho potomka x sou¢asného
vrcholu a pfesuneme se do x,
@ pti kazdém precteni znaku ,, 1" se vratime do rodi¢e sou€asného
vrcholu, p¥ipadné ukonéime kresleni a zvedneme tuzku, pokud jsme
v kofenu. J

Pozor: ne kazdd posloupnost 0 a 1 je kédem n&jakého stromu (vice na
cvigeni).



Minimalni kéd
Kédy miiZeme chapat jako Fetézce a ty umime sefadit jednoznacné,
naptiklad lexikograficky.

Ptedpokladame, Ze znak 0 je ve slovniku pfed znakem 1.
Naptiklad Yetézec 000111 bude ve slovniku pfed Fetézci 001011, 0011 i O1.

Je nutno rozliSovat kéd uspofadaného kofenového stromu a minimalini kéd
koFenového stromu:

@ nakreslime-li strom, ktery je uréen kédem uspo¥adaného kofenového
stromu, dostaneme opét (T, r),

@ nakreslime-li strom, ktery je uréen minimainim kédem kotfenového
stromu, miZe se poradi potomki oproti vychozimu kofenovému
stromu (T, r) ligit.

Rikdme, Ze jsme ko¥enovy strom (T, r) ,pFep&stovali*.

Poznamka

Horni odhad sloZitosti algoritmu pro nalezeni minimalniho kédu jednoho
stromu je O(n3).




Priklad

0001001011011 01 00010101111

001001011011 0001010111

0010 00101011

01 01 01 01 01
Kod usporadaného koFenového stromu.
0000101011100010110101101 1
000101101011 000101011 1

0010 00101011

01 01 01 01 01
Minimalni kéd kofenového stromu.



P¥i uréovani isomorfismu obecnych stromi:
@ najdeme centrum kaZdého stromu,
@ v centru volime kofen,

@ sestavime minimalni kéd (pro kazdy vrchol sefadime kédy potomkd
zleva doprava lexikograficky vzestupn& podle jejich kédu),

@ vyuZijeme nasledujici Lemma pro jednoznacnou reprezentaci
minimalnim kédem.

Dva uspofddané kofenové (p&stované) stromy jsou isomorfni pravé tehdy,
kdyz jejich kédy ziskané podle pfedchoziho popisu jsou shodné fetézce.

Dostaneme algoritmus, ktery je popsan dale.



Algoritmus Urceni isomorfismu stromii

Algoritmus zjistuje, zda dané dva stromy T a U jsou isomorfni (T =~ U)

// Méme dva stromy U, T se stejnym poltem vrcholu.
Vstup < stromy T a U;
for (X=T,U) {
// urZeni center danych stroma U, T
x = centrum(X);
if (x je jeden vrchol)
r = X;
else
do X pfridej vrchol r, nahrad’ hranu uv hranami ru, rv;
k[X] = minimalni_kod(X,r);
}
if (VD ==V |) && (k[T]==k[U] jako Fet&zce))
vypis("Stromy T, U jsou isomorfni.");
else
vypis("Stromy T, U nejsou isomorfni.");
exit;




Algoritmus ... pokratovani (nalezeni minimalniho kédu)

Funkce minimalni kod (X,r) najde pro strom X s kofenem r
(lexikograficky) minimalni kéd.

// na vstupu je kofenovy strom (pfipadn& podstrom)
vstup < kofenovy strom (X,r);

funkce minimalni_kod(strom X, vrchol r) {
if (X m& jeden vrchol)
return "O1";
Y[1...d] = {podstromy po odebrani kofene r};
s[1...d] = {kofeny podstromi Y[] v odpovidajicim potradi};
// koTeny jsou potomci koTfene r
for (i=1,...,d)
k[i] = minimalni_kod(Y[i],s[i]);
sort lexikograficky podle klite k[1] <= k[2] <=...<= k[d]
return "O0"+k[1]+...+k[d]+"1";
}

Funkce hleda minimalni kéd rekurzivné.



Poznamka

Vsimnéte si, Ze v Algoritmu kontrolujeme, zda oba stromy maji stejny
pocet vrcholi.

Napfiklad cesty Py, a Pany1 jisté nejsou isomorfni, ale protoZe centrum
cesty Py, je ,prostfedni” hrana, tak pfi nalezeni centra bude na tuto hranu
pfidan novy vrchol a vznikne tak druha cesta P»,;1. Bez porovnani poctu
vrcholii by algoritmus mohl v n&kterych p¥ipadech dit chybnou odpovéd .

| N\

Otazky

@ Je nasledujici kéd minimalni? Pro&?

o Jak vypada minimalini kéd?

.

0000101101011 01 00010101111

0001011 01 011 0001010111

001 011 00101011



Kostra grafu

Budeme pouZivat nasledujici pojmy:
@ podgraf, faktor
@ souvisly a nesouvisly graf

@ vaZeny graf, ohodnoceni grafu

Kostrou souvislého grafu G rozumime takovy faktor grafu G, ktery je
stromem (faktor obsahuje viechny vrcholy grafu G).

Vahou kostry ohodnoceného grafu G rozumime soudet ohodnoceni vSech
hran kostry.

Budeme ¥ikat ,,ohodnoceni hrany" nebo ,vaha hrany" a ,vaha kostry".

Vyznam , koster " spotiva v jejich minimalité vzhledem k poctu hran,
pricemZ je zachovana souvislost grafu (V&ta o minimalnim souvislém
podgrafu).



Vahy hran (a tedy vahy koster) se mohou li%it, dostdvame:

Problém minimalni kostry (MST Problem)

Je dan souvisly ohodnoceny graf G s nezdpornym ohodnocenim

hran w : E(G) — R{. znamen3 najit takovou
kostru T v grafu G, kterd& ma nejmensi moZnou vahu.
Formalné

MST =  min Z w(e)
kostraTCG ecE(T)

MST (z anglického ,,Minimum spanning tree") je &islo, které uddva vahu
kostry s nejmensi moznou vahou.

@ Kolik hran ma kostra souvislého grafu na n vrcholech?

@ Ma smysl hledat minimalni kostru v grafu se zdpornym ohodnocenim
hran?

@ Je kazdy souvisly faktor s minimalnim ohodnocenim kostrou grafu?




Uvedeme nékolik algoritm@ pro nalezeni minimalni kostry daného
nezdporné ohodnoceného grafu.

Algoritmus Hladovy pro minimalni kostru

Mé&jme dan souvisly ohodnoceny graf G s nezdpornym ohodnocenim
hran w. Polet hran grafu G ozna&ime m.

@ Sefadime hrany grafu G vzestupné& podle jejich ohodnocent:
w(er) < w(e) < -+ < w(em).

@ Zatneme s prazdnou mnoZinou hran T = () pro kostru.

@ Proi=1,2,..., mvezmeme hranu e; a pokud p¥iddnim této hrany
nevznikne cyklus (s p¥islu¥nymi vrcholy), tak pfiddme hranu e; do T.
Jinak hranu e; ,,zahodime”.

@ Po zpracovéni v8ech hran obsahuje T hrany minimaini kostry
vazeného grafu G s ohodnocenim w.

Ukdzeme, Ze algoritmus funguje spravné.



Hladovy algoritmus najde minimalni kostru souvislého grafu.

Ditkaz Sporem. Necht T je mnoZina hran ziskand v Hladovém algoritmu.
P¥edpoklddejme, Ze hrany w(e;) < w(ep) < --- < w(ep) jsou sefazeny
podle vdhy. Vezmé&me mnoZinu hran Ty té minimalni kostry (miZe jich byt
vice se stejnou hodnotou), kterd se s T shoduje na co nejvice prvnich
hrandch. Pokud Tg = T, algoritmus pracoval spravné.

P¥edpokladejme ale, Ze Ty # T a najdeme spor. UkdZeme tak, 7ze Tog # T
nemiZe nastat.

Ozna&me j > 0 takovy index, Ze se mnoZiny Tp a T shoduji na prvnich

J — 1 hrandch eq,...,e_1, ale neshoduji se na hran& ;. To znamen3, Ze
g € T, ale e € Tp. (Podle algoritmu nemiize nastat ef ¢ T a ¢ € To.)
Vime, Ze graf To U {ej} obsahuje pravé jeden cyklus C. Cyklus C v3ak
nemiZe byt obsaZen v nalezené kost¥e T, a proto existuje hrana e, v C,
kterd e, ¢ T a zaroveil k > j. Potom v3ak je w(ex) > w(ej) podle nadeho
sefazen( hran, a proto kostra na hrandch T’ = (To \ {ex}) U {e;} (vznikl3
nahrazenim hrany e, hranou e;) nema vyssi ohodnoceni (neni hor3i) nez
To, ale shoduje se s T na vice hrandch! To je spor s volbou kostry Tg. [J



Zminény hladovy algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu byl popsan
poprvé uZitim teorie grafii Kruskalem (1956). Je v8ak znamo, Ze Kruskal
vychdzel z price Ceského matematika Otakara Borivky.

UZ v roce 1926 ¥esil Cesky akademik Borlivka otazku optimalni stavby
elektrické sité a popsal velmi podobny algoritmus uZitim matic.

Algoritmus Boravkiiv algoritmus pro minimalni kostru

M&jme souvisly (kladn&) vazeny graf G s ohodnocenim hran w riznymi
&isly.

Na zacdtku sefadime hrany vzestupn& podle jejich ohodnoceni

w(er) < w(e) <...< w(em).

Kostru zatneme sestavovat tak, Ze p¥iddme hranu e; (pro i =1,2,...,n),
pokud p¥idanim nevznikne cyklus.




Jako reakce na Borivkovu praci vypracoval Vojtéch Jarnik v roce 1929
podobny algoritmus.

Jarnikdv algoritmus je ve svété zndmy jako Primiv algoritmus z roku 1957.

Algoritmus Jarnikiv algoritmus pro minimalni kostru

Mé&jme souvisly graf G s n vrcholy a s nezdpornym ohodnocenim hran w.
Kostru zatneme sestavovat z jednoho (libovolného) vrcholu. V kazdém
kroku algoritmu p¥iddme nejmensi z hran, které vedou z jiz vytvofeného
podstromu do nékterého ze zbyvajicich vrcholi grafu G.

Po n — 1 krocich algoritmus kond&i.

Vsimnéte si:
@ v Jarnikové algoritmu hrany na za¢dtku nesefazujeme,

@ neni tfeba testovat vznik cyklu (p¥iddvame list), uetfime Zas.

Ukazky b&hu hladového (Kruskalova) a Jarnikova (Primova) algoritmu
najdete na adrese http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety_dm.php


http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety_dm.php

Pomoci algoritm pro hledani minimalni kostry snadno sestavit bludisté.
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Bludisté sestavené pomoci Jarnikova algoritmu.

o i

Podrobnosti najdete ve skriptech ,Uvod do teorie graf”.



Kapitola Barevnost a kresleni grafia

motivace

barevnost grafii

rovinné nakresleni grafi
rozpoznani rovinnych grafi

barveni map a rovinnych grafii
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