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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled prednasky

Kapitola Vzdalenost a metrika

@ motivace

@ vzdalenost v grafu

@ vypolet metriky

@ vzdalenost v ohodnocenych grafech
@ hledani nejkratsi cesty



Motivace
V mnoha praktickych aplikacich ma smysl v grafu , mé¥it“ vzdalenosti.

V grafu, ktery interpretuje silni¢ni sit, je velmi p¥irozené ptat se
,Jak daleko je z vrcholu (mista) u do vrcholu (mista) v7"

nebo
,Jak dlouho trva cesta z vrcholu u do vrcholu v7*

Vzdalenost neurluje pouhy pocet hran (pocet riznych silnic) ale dilezita
je jejich délka. Uvédomte si, Ze informace o délce v grafu (zatim) obsaZena
neni.

Zavedeme obecné pojem hran. Vyznam ohodnoceni je
rozmanity: délka, tloudtka, kapacita, barva, ...

P¥i ohodnocovéni obvykle vystatime s pfirozenymi &isly (vhodna volba
méfFitka).



Rizné vzddlenosti mezi vrcholy u a v v grafu G.

V levém grafu
je vzdalenost mezi vrcholy x a y rovna 3 = pocet hran nejkratsi cesty

(sledu).

V prostfedim grafu
je vzdalenost mezi vrcholy x a yrovna 14 =3+4+146+4=5+7+2.

V pravém grafu
je vzdalenost mezi vrcholy x a y rovna 13 =241+ 6 + 4.



Vzdalenost v grafu
Pro neohodnocené grafy mizeme pfedpokladat, Ze délka kaZdé hrany je 1.

Délkou sledu v (neohodnoceném) grafu rozumime po&et hran
v posloupnosti vrcholl a hran

Vo, €1, V1, €2, V2,...,€n, Vp,

kde kaZda hrana e; ma koncové vrcholy vj_1 a v;.

Vzdalenost dist(u, v) mezi vrcholy u a v grafu G je dana délkou
nejkratsiho sledu mezi u a v v G. Pokud sled mezi u, v neexistuje,
poloZime vzdélenost distg(u, v) = oo.

Vsimnéte si, Ze

@ nejkratsi sled (obsahuje nejmén& hran) je vzdy cestou

@ v neorientovanych grafech plati distg(u, v) = distg(v, u)
o distg(u,u) =0

@ je-li distg(u,v) =1, tak hrana uv € E(G)



Vzdalenost mezi vrcholy v grafu G spliiuje tzv. trojihelnikovou nerovnost:

Vu,v,w € V(G): distg(u, w) < distg(u, v) + distg(v, w).

Dikaz Nerovnost ihned plyne ze zfejmého pozorovani, Ze na sled délky
distg(u, v) mezi vrcholy u, v Ize navazat sled délky distg(v, w) mezi v,
w, &mz dostaneme sled délky distg(u, v) + distg(v, w) mezi u, w. Proto
nemiZe byt distg(u, w) > distg(u, v) + distg(v, w). MiZe viak existovat
krat¥i sled mezi u, w, proto distg(u, w) < distg(u, v) + distg(v,w). O

Sledy mezi u a v, mezi v a w; kratsi sled mezi u a w.



Uréeni vzdalenosti (vypocet metriky)
P¥i urcovani vzdalenosti nemda smysl zkoumat viechny mozné cesty.

Priklad
Urcete polet vSech cest mezi dvéma vrcholy u, v v kompletnim grafu K.
© lJestlize u = v, tak existuje jedina triviadlni cesta z u do v.
© Pro u # v existuje ceIkerT\ V(n —‘27 k) = (n(fgi)k}, riznych takovych
cest, kde 0 < k < n — 2 je pocet internich vrcholii cesty.

n—2
Celkem je pocet hledanych cest z u do v roven Z
k=0

(n—2)!
(n—2— k)’

Radové O((n — 2)!) riiznych cest ... pfilis mnoho.

Pro n =10 je v grafu Kip 109 601 riznych (u, v)-cest.

Pro n =15 je v grafu Kis uz 16 926 797 486 riznych (u, v)-cest.
A pro n =20 je v grafu Kao uz 1.74 - 101 rliznych (u, v)-cest.

V Ostravé je vice neZ 670 zastdvek. . .



Existuje jednoduchd modifikace algoritmu pro prohleddvani grafu
s postupem do 3itky (tdschovna je fronta F).
Uréime vzdalenosti z pevné zvoleného vrcholu do v8ech ostatnich vrcholi.

KaZdému nové objevenému vrcholu w pfitadime vzdalenost o jedni¢ku
Vétsi, neZ vzdalenost pravé zpracovavaného vrcholu v.
Vzdalenosti uloZzime do jednorozmérné pole vzdall[].

Algoritmus: Vzdalenosti z daného vrcholu

// na vstupu je graf G

vstup < graf G;

stav(vSechny vrcholy G) = iniciacni;

fronta F = libovolny vrchol u grafu G;

stav(u) = nalezeny;

vzdal(u) = 0; // vzdalenost u




Algoritmus: Vzdalenosti z daného vrcholu (pokra&ovani)

// zpracovani vybrané komponenty G
while (F je neprédzdna) {
vyber vrchol v a odeber jej z fronty F: F = F - v;

for (hrany e vychazejici z v) { // pro vSechny hrany
w = druhy vrchol hrany e = vw; // zndme sousedy?
if (stav(w) == iniciaZni) {

stav(w) = nalezeny;
pridej vrchol w do fronty: F = F + w;
vzdal[w] = vzdall[v]+1; // vzdalenost w

¥

stav(v) = zpracovany;

3

// vrcholy z dalSich komponent jsou nedosaZitelné!

while (v grafu G je nezpracovany vrchol w) {
vzdal[w] = MAX_INT; // nekone&no
stav(w) = zpracovany;




Vsimnéte si:
@ Potet kroki zdvisi na poctu vrcholl a hran daného grafu.

SloZitost algoritmu je O(n+ m), kde n udava pocet vrcholi a m je
polet hran daného grafu.

@ Pokud p¥i nalezeni kazdého vrcholu uloZime informaci o pfedchozim
vrcholu na nejkratsi cesté, budeme ji umét zrekonstruovat.
Za Yadek vzdal[w] = vzdall[v]+1;
pfiddme Fadek prelw] = v;

v

posledni vrchol takové cesty je vrchol w,
predposledni vrchol cesty je vrchol pre[w],
predpredposledni vrchol cesty je vrchol pre[pre[w]],

vV vyVvYyy

prvni (tj. vychozi) vrchol cesty je vrchol prel.. . pre[pre[w]]] = u.



Predpokladali jsme, Ze blizsi vrcholy budou zpracovany dfive nez
vzdaleng&jsi vrcholy.
Toto pozorovani dokdZzeme a pouZijeme v diikazu spravnosti algoritmu.

Necht u, v, w jsou takové vrcholy souvislého grafu G, Ze
distg(u, v) < distg(u, w). Pak p¥i prochazeni grafu G postupem do Sitky
z vrcholu u je vrchol v nalezen dfive neZ vrchol w.

Ditkaz Postupujeme indukci vzhledem ke vzdalenosti distg(u, v):

Zaklad indukce: Pro distg(u,v) =0, tj. u = v je tvrzeni zfejmé: vrchol u
jako pocdtek prohledavéani byl nalezen prvni.

Indukéni krok:  M&jme distg(u,v) = d > 0 a oznatme v’ ptedposledni
vrchol na nejkrat3i cest& z vrcholu u do vrcholu v; je distg(u, v') = d — 1.
Oznaéme w’ predposledni vrchol na nejkrat¥i cest& z vrcholu u

do vrcholu w; je tedy distg(u, v') < distg(u, w').

Podle indukéniho predpokladu bude vrchol v/ bude p¥i prohledavan{

do &itky nalezen d¥ive nez vrchol w’. To znamend, Ze v/ se dostal do fronty
d¥ive nez w/, a proto sousedé vrcholu v/ (mezi nimi i vrchol v) budou p¥i
prohleddvdni nalezeni d¥ive neZ sousedé vrcholu w'. O



Dusledek
Zakladni algoritmus prochazeni grafu do 3itky Ize pouZit pro vypocet
vzdalenosti z vrcholu u do vSech ostatnich vrchold.

Diikaz ve skriptech.

Pro¢ nelze pouZit stejny algoritmus s postupem do hloubky?
Kterd &3st algoritmu by nefungovala spravng&?




Sestaveni metriky
Metrikou grafu rozumime soubor viech vzdilenosti mezi kaZdou dvojici
vrcholl v grafu. Pfedpoklddame, Ze metrika spliiuje , pfirozené" vlastnosti.

Formdln&: mnoZina vrcholl (souvislého grafu) spolu s funkci vzdélenosti
tvofi metricky prostor. V nesouvislém grafu mame navic co.

Definice
Metrika p na mnoZiné A je takové zobrazeni p: AX A— R, ZeVx,y € A
plati

O o(x,y) > 0 pficemz p(x,y) =0 jen pro x =y,

Q p(x.y) = ply,x),

Q o(x,y) +ply, 2) 2 p(x, 2).

Neformaln&: Metrika grafu G je matice (dvourozm&rné pole) d[1[1, kde
prvek d[i] [j] uddvé vzddlenost mezi vrcholy i a j (vrcholy 0, 1, ...,

V(G)| - 1).



Pro sestaveni metriky bychom mohli (opakované pro kazdy vychozi vrchol)
pouZit algoritmus pro uréeni vzdalenosti z daného vrcholu.
Existuje v8ak jednodu%¥i (ne rychlejsi) algoritmus:

Metoda: Sestaveni metriky skladanim cest

Ozna&ime vrcholy grafu 0,1,2,... . N — 1.

@ Polozime d[i] [j] rovno 1 (p¥ipadné& délce hrany ij), nebo oo pokud
hrana jj v grafu neni.

o Po kazdé iteraci t > 0 bude d[i] [j] uddvat délku nejkratsi cesty
mezi i, j, kterd jde pouze ptes vrcholy z mnoziny {0,1,2, ..., t}.
@ V pribéhu kaZdé iterace t upravime vzdalenost pro kaZzdou dvojici
vrcholdl /i, j. Rozlisime dvé moZnosti:
1) bud najdeme krat3i cestu p¥es nové& povoleny vrchol t; nahradime
hodnotu d[i] [j1 men%i vzdalenosti d[i] [t] + d[t][j],
2) nebo p¥idani vrcholu t do seznamu ,,povolenych* vrcholi nepomuze
najit cestu kratsi nez byla d[i] [j] v pfedchozim kroku; potom
hodnotu d[i] [j] ponechame beze zmény.




Floydiv algoritmus: Sestaveni metriky skladanim cest

vstup: matice sousednosti G[][] grafu na N vrcholech, kde
G[i] [j1=1 pro hranu mezi i,j a
G[i]1[j1=0 jinak;

// inicializace (hodnotu MAX_INT/2 povaZujeme za "nekoneZno"
for (i=0; i<N; i++)
for (j=0; j<N; j++)
dlil[j] = (d==j 7 0 : (G[il[j]l 7 1 : MAX_INT/2));

// cyklus pro vSechny vrcholy t, index z intervalu [0,N-1]
for (t=0; t<N; t++)
// probereme vSechny dvojice vrcholua
for (i=0; i<N; i++)
for (j=0; j<N; j++)
// vede pfes vrchol t krat§i cesta?
dlil[j] = min(d[i][j], d[i][el+d[t]1[j1);

V pocitali implementujeme oo tfeba jako MAX_INT/2.



Vyhody:
@ jednoducha implementace
@ najde vzdalenost mezi kazdymi dvéma vrcholy

Nevyhody:
@ i kdyZ nds zajima jen vzdalenost dvou vrcholl, musi najit vzdalenost
mezi kazdymi dvéma vrcholy
e sloZitost ¥adov& O(n3), kde n je potet vrcholG daného grafu
@ nenajdeme nejkratsi cesty, jen vzdalenosti!
(z vysledku nelze zrekonstruovat)



Vzdalenost v ohodnocenych grafech
P¥itadime hrandm ¢&isla: délka, tloutka, kapacita, barva, ...

Ohodnoceni grafu G je funkce w : E(G) — R, ktera kaZdé hrang& pfiradi
redlné &islo w(e), kterému ¥ikame vaha hrany. Ohodnoceny graf je graf G
spolu s ohodnocenim hran redlnymi &isly.

Kladn& ohodnoceny (vaZeny) graf G m3 takové ohodnoceni w, Ze

pro kazdou hranu e € E(G) je jeji vaha w(e) kladna.

Vahy hran — anglicky ,,weight".
V praktickych aplikacich:
@ ohodnoceni je vétSinou nezdporné,
@ obor hodnot jsou p¥i vhodné volbé jednotek (méFitka) p¥irozend &isla.

Vazeny graf je specidlnim p¥fipadem ohodnoceného grafu.



Nyni zavedeme vzdalenost v ohodnocenych grafech.

Még&jme ohodnoceny graf G s ohodnocenim w.
S=w,e1,v1,6,V2,...,€n vV, v G rozumime
soucet vah v3ech jeho hran

dg (5) = w(er) + w(ez) +--- + w(ey)

(vdha kazdé hrany se potita tolikrat, kolikrat se ve sledu S objevuje).
mezi dv&ma vrcholy u, v ve vaZzeném (kladn& ohodnoceném)
grafu (G, w) rozumime &islo

dist¢ (v, v) = min{dg (S), kde S je cesta s koncovymi vrcholy u, v}.

Jestlize vrcholy u a v jsou nedosaZitelné, klademe dist¢(u, v) = oo.

v

Lemma

VaZend vzdélenost v (kladn&) vazeném grafu G spliiuje trojihelnikovou
nerovnost  Vu,v,w € V(G): dist¢(u, w) < distg(u, v) + distg (v, w).




Pro¢ uvaZzujeme nezaporna ohodnoceni?

Priklad

Dvé riizna ohodnoceni grafu G.

Otazky
@ Jaka je v levém obrazku vzdalenost vrcholl v a y? 137 127 117 107

@ V grafu nedovolime zdporné délky, nebot by nemusela existovat
minimalni vzdalenost.

@ Jaka je v pravém obrazku vzdalenost vrcholi v a y? 17, 07, -17, 107
—n?




Nejkratsi cesta v ohodnoceném grafu
Pro hledani nejkratsi (ohodnocené) cesty mezi dvéma vrcholy vaZeného
(kladn& ohodnoceného) grafu se pouZiva Dijkstriv algoritmus.

@ je slozit&jsi nez Algoritmus s vyuZitim skladani cest

@ je vyrazné rychlejsi; najde vzdélenosti z jednoho vrcholu do ostatnich

(misto mezi viemi dvojicemi vrcholi)

Pravé Dijkstrav algoritmus (resp. jeho modifikace) se uZiva p¥i vyhledavani
vlakovych a autobusovych spojeni.

Dijkstrav algoritmus

o Je variantou prochazeni grafu do $itky — pro kaZdy nalezeny vrchol v
mame proménnou vzdal [] udavajici vzdalenost od vychoziho
vrcholu u (délku nejkratsiho sledu u, v).

@ Z uschovny nalezenych vrcholl vzdy vybirdme ten vrchol v s nejmensi
vzdalenosti od u (kratdi cesta do v neexistuje).

@ Na konci zpracovani dostaneme pole, kterd udava vzdalenost
z pocatecniho vrcholu do v&ech ostatnich vrcholi.




Dijkstriv algoritmus (iniciace)

Najde nejkratsi cestu mezi vrcholy v a v (kladn&) vaZeného grafu G,
daného seznamem sousedi vrcholii.

vstup: graf na N vrcholech danj seznamem sousedu sous[][]
a wll[], kde sous[i] [0], ..., sous[i][st[i]-1]1} jsou
sousedé vrcholu i stupn& st[i] a hrana z i do
sous[i] [k] m& délku wl[il[k] > O;

vstup: u, v (hledame cestu z u do v);

// stav[i] udava stav vrcholu i:

// 0 ... inicia&ni

// 1 ... zpracovany

// vzdal[i] udava zatim nalezenou vzdalenost do vrcholu i

// prel[i] udava, ze kterého vrcholu jsme do i prisli

// inicializace

for (i=0; i<=N; i++) // MAX_INT déme navic i do vzdall[N]!
{ vzdal[i] = MAX_INT; stav[i] = inicia&ni; }

vzdal[u] = 0;




Dijkstrav algoritmus (pokracovani)

while (stav[v] == iniciacni) {
for (i=0, j=N; i<N; i++) // vzdal[N] = MAX_INT
if (stav[i] == inicia&ni && vzdall[i] < vzdall[j])
j=1i

// nasli jsme nejbliz8i nezpracovany vrchol j
// zpracujeme jej
if (vzdal[j] == MAX_INT) return NENI_CESTA;
stav[j] = zpracovany;
for (k=0; k<st[jl; k++)
if (vzdall[jl+w[j][k] < vzdallsous[j][k]]) {
vzdal [sous[j] [k]] = vzdal[jl+wl[j][k];
prelsous[j]l[k]] = j;
}
// pole prel[] obsahuje informaci o tom,
// odkud jsme se do kazdého vrcholu dostali

}
vystup: Cesta délky vzdal[v], uloZend pozpatku v poli prel];




Poznamky k Dijkstrovu algoritmu
@ Pobé&zi-li cyklus nikoli do splnéni podminky stav[v] == iniciani,
ale pro v8echny vrcholy, najde algoritmus vzdalenosti z poc¢ate¢niho u
vrcholu do v8ech ostatnich vrcholi a uloZi je do pole vzdal[i].

@ Celkovy pocet krokil pottebny v Dijkstrové Algoritmu k nalezenf{
nejkrat¥i cesty z u do v je zhruba O(N?), kde N je potet vrcholll
grafu.

@ P¥i vhodné implementaci dschovny nezpracovanych vrchold (napt.
haldou s nalezenou vzdalenosti jako klitem) Ize dosdhnout na ¥idkych
grafech i rychlejsiho b&hu algoritmu O(m) — &as zhruba dmérny pottu
hran grafu.

o Algoritmus najde nejkrat$i cesty i v orientovaném grafu.

-----

@ MiZeme jej modifikovat i pro hledani nejsirsi cesty.

Nasleduje ptiklad. ..

Vezméme napfiklad fragment mapy vychodné od P¥erova. Budeme chtit
najit nejkratsi cesty z Pferova do vSech ostatnich mist.



Hranice na Moravé

Teplice

Byskovice

BystFice pod Hostynem

Toto je skica uvedené mapky. Jsou na ni vyznaleny p¥iblizné vzdalenosti
jednotlivych mist v kilometrech. Tato skica je zéroveii i grafovou
interpretaci dané dlohy. Vrcholy reprezentuji mésta a silnice mezi mésty
jsou hrany mezi odpovidajicimi vrcholy. Vrchol i budeme znadit

(pre[i], vzdal[i]).



MuaZeme pfFistoupit k inicializaci Dijkstrova algoritmu. KaZdy vrchol
dostane stav 0 (inicia¢ni). Pouze vychozi vrchol u dostane vzdélenost 0, tj.
znatku (0,0). Ostatni vrcholy dostanou znacku (7, c0).

V prvnim kroku v3echny vrcholy j, které jsou sousedni s vrcholem u,

dostanou znaZku (s, wls][j]).



Déle najdeme takovy vrchol j, ktery ma od vrcholu u nejmensi vzdalenost.
Timto vrcholem je vrchol 3.



V dalsim kroku budeme ménit znacky viech sousedil vrcholu 3 (nejbliz&i
nezpracovany vrchol).

Zménime znatku vrcholu 4. Nova znacka vrcholu 4 bude (3,13).
Znatku vrcholu 6 ménit nebudeme. Vrchol u je rovnéZz sousedni

s vrcholem 3, protoZe je zpracovany, jeho znatku uZ ménit nebudeme.



Budeme hledat takovy vrchol j, ktery ma nejmensi vzdalenost od wu.
Takovym vrcholem je vrchol 1 (vzdal[1] = 12).



Vrchol 2 dostane proto znatku (1,23), protoZe co > vzdal[1] + w[1][2].
Avsak znacku vrcholu 4 ménit nebudeme.



Vrchol 4 je nejblize vrcholu u a proto jej zpracujeme.



Podivdme se na sousedy vrcholu 4. Jednd se o vrcholy 5, 6 a 7. Protoze
vzdal[5] > vzdal[4] + w[4][5] (co > 13 + 7), bude novd znatka vrcholu 5
(4,20). Znatku vrcholu 6 mé&nit nebudeme. Av3ak vrchol 7 dostane novou
znatku (4,13 4 6).



Nejblize vrcholu u je vrchol 6. Ostatni vrcholy 2, 5 a 7 maji vétsi hodnotu
vzdal[i].

Nebudeme ménit znacku zadného vrcholu, neni co vylepsovat!

Pozndamka: Pokud by existovalo vice vrcholi se stejnou vzdalenosti od u
vybereme libovolny z nich.



Nejblize vrcholu u je vrchol 7 (vzdal[7] = 19). Op&t nebudeme ménit
znatku Zadného vrcholu.



NejbliZze vrcholu u je vrchol 5, protoze vzdal[5] < vzdal[2] (20 < 23).
zadnou znatku neménime.



Poslednim vrcholem, ktery neni ve stavu 1 (zpracovany), je vrchol 2.
Skuten& plati vzdal[2] > vzdal[5] + w[5][2] (23 > 22) a nova znatka
vrcholu 2 bude (5,22).



Nejbliz&im (jedinym) vrcholem k vrcholu u je vrchol 2. Zmé&nime jeho stav
a algoritmus kon¢i.
Ziskali jsme vzdalenosti v8ech vrcholl od vychoziho vrcholu u.



Dakaz spravnosti Dijkstrova Algoritmu

M&jme (kladng&) vazeny graf G a v ném dva pevné zvolené vrcholy u a v.
Dijkstriiv Algoritmus najde nejkratsi cestu z vrcholu u do vrcholu v.

Diikaz

Ozname S mnoZinu vrchold, které jsou jiz zpracované.

Kli¢ové pozorovani je, Ze v kaZdé iteraci obsahuje pole vzdal[] takové
vzdalenosti z u do ostatnich vrcholi, které vedou pouze ptes vrcholy v S.
Uvédomte si, Ze tyto vzdalenosti jsou v8ak nejkratsi i v celém G.

Postupujeme indukci vzhledem k pottu iteraci:

Zaklad indukce: 'V prvni iteraci Dijkstrova Algoritmu je v iniciaénim stavu
jediny vrchol u. Zpracujeme jej a upravime vzdalenosti véem jeho
sousedlim.

Uvedené pozorovani je spinéno trividlng, nebot na konci prvni iterace je
S = {u} a ziskané vzdélenosti do v3ech vrcholl jsou nejmendi, jestlize
bereme v livahu pouze cesty p¥es vrcholy mnoZiny S.



Diikaz (pokratovani)

Indukéni krok: V kazdé dalsi iteraci vybereme ten vrchol j, ktery ma ze
v8ech nezpracovanych vrchol nejmensi nalezenou vzdalenost od u.
Soutasné je cesta do vrcholu j nejkrat$i mozna v celém grafu (2adnd kratsi
cesta uz do j nevede), nebot kazd4 ,oklika“ pres nezpracované vrcholy i
mimo S musi byt deldi (diky vybé&ru vrcholu j).

e

AV

VyuZivdme nezdpornosti ohodnoceni, pfes i musi byt cesty del$i neZ pres j.
Podle principu matematické indukce je dlikaz hotov. ]




Kapitola Stromy

motivace

zakladni vlastnosti stromf
koFenové stromy
isomorfismus stromi
kostry grafii
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