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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Kapitola Eulerovské a hamiltonovské grafy

@ motivace
o eulerovské grafy ,,jednim tahem*
@ hamiltonovské grafy a obchodni cestujici



Eulerovské grafy

Historicky prvni problém vyfeSeny pomoci Teorie grafi 1736:
Problém sedmi mostl mésta Kralovce — hledani tahu, ktery obsahuje
véechny hrany daného grafu G.



Priklad
Postak ma za (ikol roznést poétu do kazdé ulice ve svém okrsku. Miize

kaZdou ulici prochazel jen jednou — nachodi se tak co nejméné a postu
dorudi dfive.

P¥edstavme si graf, ktery modeluje ulice okrsku tak, Ze hrany odpovidaji
ulicim a k¥iZovatky vrcholtim grafu. Po$tdkova tiloha tak presn& odpovida
hledani tahu, ktery obsahuje kazdou hranu pravé jednou.

Podobné miZeme planovat trasu snéZné frézy, ktera odklizi chodniky,
popeld¥i, kropici vozy. . .

Priklad

&
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Lze tento graf (resp. jeho hrany) nakreslit jednim tahem?



Definice

Tah v grafu G, ktery zaéind a konéi ve stejném vrcholu, se nazyva
uzavieny tah. Jestlize navic obsahuje vSechny hrany souvislého grafu G,
mame uzavieny eulerovsky tah. Graf, ve kterém existuje uzavreny
eulerovsky tah, se nazyva eulerovsky graf.

Tah v souvislém grafu G, ktery obsahuje vSechny hrany grafu G a vychozi
vrchol se li$i od koncového vrcholu, se nazyva otevieny eulerovsky tah.

Rikdme, Ze takovy graf |ze nakreslit jednim tahem.

Eulerova véta

Graf G lze nakreslit jednim uzavfenym tahem pravé tehdy, kdyz je G
souvisly a vsechny jeho vrcholy jsou sudého stupné.

UZitim elegantniho triku snadno ukdzeme:

Dusledek

Graf G lze nakreslit jednim otevfenym tahem pravé tehdy, kdyz je G
souvisly a pravé dva jeho vrcholy jsou lichého stupné.




Graf G lze nakreslit jednim uzavfenym tahem pravé tehdy, kdyz je G
souvisly a véechny jeho vrcholy jsou sudého stupné.

Ditkaz Indukci vzhledem k po&tu hran (jen naznatena implikace " <" ).

Zaklad indukce:

Lze pouzit trividlni graf. Pro netrividlni souvisly graf G je kazdy vrchol
stupné& alespofi 2. Nejmensi takovy graf je G = C,. Cyklus C, je jisté&
mozno nakreslit jednim uzavfenym tahem (pro¢?).

Indukéni krok:

P¥edpokladejme, Ze kazdy souvisly graf G se sudymi stupni a s méné nez
|E(G)| hranami je moZno nakreslit jednim uzavienym tahem. V G
najdeme cyklus C (kaZdy vrchol je stupné& alespoii 2). V grafu G — C jsou
vrcholy sudého stupné a nebo izolované vrcholy. Pokud G — C neni
souvisly, lze kaZdou jeho komponentu dle indukéniho predpokladu nakreslit
jednim tahem.

Nyni pfiddme do cyklu C uzavfeny tah pro kaZdy vrchol dal3i v;, ktery lezi
v nékteré komponenté. Ziskdme uzavfeny tah grafem G.

Podle principu (silné) matematické indukce je ditkaz " <" hotov. O



Dusledek

Graf G lze nakreslit jednim otevfenym tahem pravé tehdy, kdyZ je G
souvisly a pravé dva jeho vrcholy jsou lichého stupné.

Dikaz

"=" MaiZeme-li graf G nakreslit jednim otevfenym tahem, tak G je
souvisly a v8echny vrcholy jsou sudého stupné s vyjimkou prvniho a
posledniho vrcholu otevfeného tahu.

"«<"  Mame-li souvisly graf G s pravé dvéma vrcholy u, v lichého stupnég,
muaZeme do grafu G p¥idat novy vrchol x, ktery spojime (novymi) hranami
s vrcholy u, v a dostaneme souvisly graf G’, ve kterém jsou vdechny
vrcholy (i vrcholy u, v, x) sudého stupn&. Podle Eulerovy véty v grafu G’
existuje uzavFeny eulerovsky tah T’. Vynechanim vrcholu x a obou
pfidanych hran dostaneme otev¥eny eulerovsky tah T mezi vrcholy u a v
v grafu G. (]
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Které z uvedenych grafii Ize nakreslit jednim tahem?



Eulerovské tahy lze pouZit i pro ¥eSeni jinych problém, nez putovani
v mapé. P&kné vyuZiti eulerovskych grafi:

Priklad

Vrcholy stavového grafu néjakého systému odpovidaji moznym staviim,

které mohou nastat, a hrany spojuji stavy, mezi kterymi existuje legalni
prechod — napftiklad kone¢né automaty.

P¥i testu systému bychom radi prové¥ili viechny mozné stavy a prechody
mezi nimi. Optimalni test miZeme naplanovat podle eulerovského tahu
grafem.




Hamiltonovské grafy

Hamiltonovsky cyklus v grafu je takovy cyklus, ktery prochazi viemi
vrcholy.

Graf, ve kterém existuje hamiltonovsky cyklus, se nazyva hamiltonovsky
graf.

Hamiltonovsky cyklus prochazi kazdym vrcholem pravé jedenkrat.

Na prvni pohled se zda, Ze hleddni hamiltonovského cyklu je velmi
podobné hledani eulerovskému tahu. Neni tomu tak!

Zatimco pro rozhodnuti o existenci eulerovského tahu v souvislém grafu je
nutnou i dostate¢nou podminkou sudost viech stupfidi, pro existenci
hamiltonovského cyklu Zddna takova podminka neni znama (asi
neexistuje).

Daisledek: obecné neni lehké rozhodnout, zda dany graf je hamiltonovsky.



Problém obchodniho cestujiciho, ktery ma navstivit vdechna mésta svého
regionu, vrdtit se do vychoziho mésta a pfitom nacestovat co nejkratsi
vzdalenost.

Zjednodusend verze: miize navstivit kazdé mésto s alespori 500 obyvateli
pravé jednou a vratit se zp&t?
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Optimdini FeSeni dlohy obchodniho cestujiciho pro 13 509 mést v USA.



Priklad

Po$tdk na vesnici roznasi obvykle jen malo po$tovnich zasilek. Spi% nez
projit kaZdou ulici, musi postak navitivit viechny adresy (domy),

do kterych ma dorudit néjakou zasilku.

P¥iklad

Ve velkoskladu se pFi navazeni nebo pfedavani zboZi rozvazi paleta, nebo
tfeba nékolik palet s rliznym zboZim na urditd mista ve skladu. Vozik ma
opét za Ukol navstivit vSechna vybrana mista a pfitom urazit co nejkratsi
vzdalenost.

Vsechny uvedené tlohy odpovidaji nalezeni hamiltonovského cyklu,
ptipadné nejkratsiho hamiltonovského cyklu v grafu.



P¥iklady
Které nasledujici grafy jsou a které nejsou hamiltonovské?

AT Q0

Hamiltonovské a nehamiltonovské grafy.

Priklady

Dalsi ulohy vedouci na hledani hamiltonovského cyklu

@ rodinny vylet po turistickych zajimavostech
@ divadelni nebo cirkusové turné po republice

@ Hamiltonova hra



Diracova véta

Mé&jme graf G na n vrcholech, kde n > 3. Je-li nejmensi stupefi vrcholl
v grafu alespoii n/2, tak je graf G hamiltonovsky.

Dikaz V pfedmétu Teorie Grafi I.

V&imnéte si: véta ma tvar implikace, nikoli ekvivalence. Proto graf, ktery
spliiuje podminky véty je hamiltonovsky, ale ne kaZzdy hamiltonovsky graf
musi podminky véty spliiovat.
Priklad

Jednoduchy priklad grafu, ktery je hamiltonovsky, ale nema ,,mnoho* hran.

Cyklus C5.




Oreho véta

Mé&jme graf G na n vrcholech, kde n > 3.
JestliZze pro kaZdé dva nesousedni vrcholy u a v v grafu G plati
deg(u) + deg(v) > n, tak je graf G hamiltonovsky.

Diracova vé&ta je specidlnim p¥fipadem Oreho véty.
Priklad

Je nésledujici graf hamiltonovsky?
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Kapitola Vzdalenost a metrika

motivace

vzdalenost v grafu

vypolet metriky

vzdalenost v ohodnocenych grafech
hledani nejkratsi cesty
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