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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Kapitola Souvislost grafu

@ motivace

@ souvislost grafu, komponenty grafu
@ prohleddvani grafu

@ vySsi stupné souvislosti



Motivace

Pokud graf reprezentuje po&itatovou, nebo dopravni sit je p¥irozené zjistit
zda a jak je moZno cestovat (vyslat signél) z vrcholu u do vrcholu v.
Zavedeme pojem souvislost grafu.

Podobn& ma smysl zkoumat odolnost sité viici lokdlnim vypadkdm:

@ redundance uzli
@ dosaZitelnost cilového vrcholu i p¥i preruseni nékterych hran

Dostdvame se k pojmu stuperi vrcholové a hranové souvislosti.

Souvislé a nesouvislé grafy.



Souvislost grafu, komponenty grafu
Neformalng: Graf je souvisly, pokud existuje ,spojeni" mezi kazdymi
dv&ma vrcholy (i nepfimé).

Formalné&: zavedeme pojmy sled, tah a cesta v grafu.

Definice

Sledem vyv,, v grafu G rozumime takovou posloupnost vrcholl a hran
(VOa €1,V1,€2,V2,...,€np, Vn)v

kde v; jsou vrcholy grafu G a e; jsou hrany grafu G, pficemZ hrana e; ma
koncové vrcholy v;_; a v;. Polet hran nazveme délkou sledu vyvp,.
Vrchol vy nazyvame pocatecni a vrchol v, koncovy vrchol sledu.

v

Pokud nejsou nasobné hrany, miiZeme sled zadat jako posloupnost vrchold.

(vo, vi, va, ..., Vp)

MiiZeme vynechat i zdvorky: vg, v, va,..., V.



Priklad

U7

Sled vi, viva, o, Vo Vs, Vs, V5 V7, V7, V7 V6, Ve,

Uy Vs Vg V6 V3, V3, V3V2, V2, Vo V5, V5, V5 V4, Va4, V4 V5, Vs
je vyznacen modve.
Struéné:

J
G U2 U3 Vi, V2, V5, V7, V6, V3, V2, V5, V4, V5.
P¥iklad
U1 2
Vi, V2, Vg, V7, Vo, V1, V2, v3 neni sled
U,
U3~ V4 ° sled Vi, V2, Ve, V7, V2, V1, V2, V4

sled Vi, V2, V7, V5, V6, V4, V3
Vg 7 (trividln{) sled vq



Pojem ,,souvislosti“ je vybudovdn na pojmu sled.

Rekneme, Ze vrchol v je z vrcholu u, jestlize v grafu existuje
sled z vrcholu u do vrcholu v.
Graf nazveme , jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v je vrchol v

dosazitelny z vrcholu u. V opaéném pfipadé je graf

Priklad
Jsou grafy na obrazku souvislé?

U1 Ug U1 Us




Nékdy vsak neni Zadouci p¥i popisu dosaZitelnosti, aby se opakovaly hrany
&i vrcholy (potrubi, dopravni sit&, elektrické sit&, robotické svafovéni, ... ).

./

je sled, ve kterém se neopakuji Zadné hrany.
je sled, ve kterém se neopakuji zddné vrcholy, tedy ani hrany.

Terminologie: kreslime ,,jednim tahem “.
Vrcholy a hrany cesty v grafu tvofi podgraf, ktery je cestou.

Priklad

U7 U7
Vg Us, Vg Vg Us, V6
l l
U1 V2 U3 V1 V2 V3
Tah V1, V2, V5, V7, V6, V5, V4 a cesta vy, Vo, Vs, V7, V6, V3.




Pokud mezi dvéma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje

cesta.

Ditkaz Necht S u = vp, e1, v1,...,en, v, = v je sled délky n mezi vrcholy u
a v v G. Hleddme sled P z vrcholu u do vrcholu v, ktery bude cestou
(zadny vrchol se nebude opakovat). Pokud se v S Zadny vrchol neopakuje,
je P =S hledanou cestou.

Pokud se n&které vrcholy opakuji vezmeme prvni takovy vrchol v;.
Vynechame cely tsek sledu mezi prvnim vyskytem v; a jeho poslednim
opakovdnim vj. Ziskdme sled S’, ve kterém se v; jiz neopakuje.

Pokud se v S’ zadny vrchol neopakuje, je P = S’. Jinak postup
zopakujeme pro dalsi vrchol.

Postup je jist& koneény, nebot v G je kone&n& mnoho vrcholi. O

Jestlize v G existuje sled uv, tak miZeme postupem z dlikazu vyrobit
ze sledu uv cestu uv a ¥ikdme, Ze vrcholy v a v jsou v G spojeny cestou.



Zavedeme relaci ~ na mnoZiné vrcholl grafu G tak, Ze dva vrcholy
u,v € V(G) jsou v relaci ~ (piSeme u ~ v) pravé tehdy, kdyz v grafu G
existuje sled uv.

Relaci ~ ¥ikdme , relace dosaZitelnosti.

Relace dosaZitelnosti ~ je relaci ekvivalence.

Dikaz

@ Reflexivita plyne ihned z existence trividlniho sledu uu délky O.
Pro kazdy vrchol u € V(G) proto plati u ~ u.

@ Symetrie je zfejm3, nebot ke ka?dému sledu uv v G sestavime sled vu
v G ,obrdcenim” posloupnosti vrchold a hran (neorientovany graf).
Yu,ve V(G) platiu~v & v u

@ Tranzitivita plyne z faktu, Ze spojenim sledu u,...,vav,...,w
dostaneme opét sled —sled u,...,w. Yu,v,w € V(G) plati
U~ VAV~SW=U~W. O

Relace ~ z Lemmatu definuje rozklad na mnoZing V(G).



Nyni mizZeme vyslovit nasledujici definici.

nazveme kazdy maximalni souvisly
podgraf grafu G. (Maximalni vzhledem k dosaZitelnosti.)

Ptiklad

i
ETTN

Priklad grafi s jednou a vice komponentami souvislosti.




Ndasleduji alternativni definice souvislosti grafu.

Rekneme, e graf G je , pokud je graf G tvoreny jedinou
komponentou souvislosti.

Ekvivalentni definice

Rekneme, e graf G je , jestlize relace ~ na mnoziné V(G) je
uplna.

Ptiklad

Priklad souvislych grafii a nesouvislého grafu.




Tahy strelce.

Még&jme graf S, ktery bude popisovat mozné tahy sttelce na $achovnici.
(P¥ipomeiime, Ze stfelec se pohybuje diagonaln& o libovolny po&et poli.)
Vrcholy grafu budou poli¢ka S8achovnice a hranou spojime dvé politka,
pokud mezi nimi bude moZno tahnout stfelcem.

Graf S md 64 vrcholii, mnoho hran a neni souvisly.




Priklad
Loydova patnactka je zndmy hlavolam. Ukolem je presouvanim &tverecki

s &isly 1 az 15 zajistit, aby &isla ¢tena po Fadcich tvofila aritmetickou
posloupnost 1, 2 az 15.

Sestavime stavovy graf dané dlohy: vrcholy jsou moZna rozmisténi
Ctvereckd, hrany spoji vrcholy, jestliZze existuje p¥ipustny tah mezi nimi.
D3 se ukazat, Ze takovy graf neni souvisly, Gloha nema ¥esenil!




Uloha hanojskych vézi

Hanojské véze a Edouard Lucas (1842 — 1891)

Je dana t¥i koliky a sadu osmi diski rl‘]zn),'/ch velikosti. V8echny disky jsou
sefazeny podle velikosti na prvnim kilu. Ukolem je pfemistit vSechny disky
na jiny kil, pficemz

@ vzdy se pfesunuje pouze jeden disk,

@ nikdy nesmi leZet vétsi disk na mensim.
Je to mozné? Jaky je nejmensi nutny pocet krokl pro pfemisténi celé véze.

V kapitole o rekurentnich rovnicich jsme nasli podet tahi pro n diski.



Grafova formulace — stavovy graf
P¥i ¥eSeni sestavime stavovy graf:
@ vrcholy — kazdé rozmisténi diskii na kily,

@ hrany — existuje regulérni tah mezi vrcholy.

L ! LI L
Uloha s jedinym diskem a tloha se dvéma disky.
Pro dva disky rozlisime tfi moZnosti, kde leZi nejvétsi disk.

Pro kaZdou z nich zkopirujeme stavovy graf pro jeden disk.
P¥idame hrany, pokud miZeme p¥esunout nejvétsi disk.



Grafova formulace ulohy

Podobné pro tfi disky. ..



Grafova formulace ulohy

...a pro pét diski.



Interpretace vysledki

Mame-li n diska, tak:

existuje 3" moZnych stavli = graf ma 3" moznych vrcholi,

vdechny disky na jednom kilu = “rohové” vrcholy grafu,

Y

°

@ kaZdy legdlni stav lze dosdhnout,

@ premisténi viech diski — vZdy nejméné 2" — 1 tah,
°

nejrychlej3i YeSeni = nejkrat3i cesta (dal3i kapitola).



Prohledavani grafu
Pro vytvofeni obecného schématu algoritmu pro ,, prochazeni* grafu
vystatime s nékolika malo datovymi stavy a jednou pomocnou strukturou:
ma stavy ...
@ inicia¢ni — na zadatku,
nalezeny — jakmile jej pfes nékterou hranu najdeme,
@ zpracovany — jakmile prozkoumame vSechny hrany z né&j vychazejici.

ma stavy ...
@ iniciaéni — na zad&atku,
@ zpracovand — jakmile je prozkoumdna z jednoho koncového vrcholu.
je pomocna datova struktura (posloupnost/mnoZina),

@ uklddame nalezené a zatim nezpracované vrcholy.

Zpusob, jak vybirdme vrcholy z Gschovny, uréuje variantu algoritmu
prochazeni grafu (do hloubky/do %itky). Pro vrcholy a hrany se pak
provadi konkrétni programové akce — prohledani a zpracovani grafu.



Na za&atku:

@ vybereme libovolny vrchol,
@ vrchollim i hrandm pFifadime iniciaéni stav.

Algoritmus prochazeni souvislych komponent (iniciace)

Prochézeni souvislych komponent grafu — zpracujeme vSechny hrany a
vrcholy.

// na vstupu je graf G

vstup < graf G;

stav(v8echny vrcholy a hrany G) = iniciaZni;
uschovna U = { libovolny vrchol u grafu G };
stav(u) = nalezeny;

Déle prozkoumame cely graf. ..



Algoritmus prochazeni souvislych komponent (pokracovani. . .)

// zpracovani vybrané komponenty G
while (U je neprédzdna) {
vyber vrchol v a odeber jej z udschovny U: U = U - {v};
ZPRACUJ (V) ;
for (hrany e vychazejici z v) { // pro vSechny hrany
if (stav(e) == inicia¢ni) ZPRACUJ(e);
w = druhy vrchol hrany e = vw; // zname sousedy?
if (stav(w) == iniciaZni) {
stav(w) = nalezeny;
ptidej vrchol w do tschovny: U = U + {w};
}
stav(e) = zpracovani;
}
stav(v) = zpracovany;
// pripadny pfechod na dal§i komponentu G
if (U je prazdna && G ma dalsi vrcholy)
uschovna U = {vrchol u_1 z dalsi komponenty G};




Raznymi implementacemi dschovny dostaneme riizné algoritmy

@ Prochazeni ,,do hloubky " — tschovnu U implementujeme jako
zasobnik,
tj. dale prohleddvdme od poslednich nalezenych vrcholi.

@ Prochazeni ,do Sitky " — tischovna U implementujeme jako frontu,
tj. dale prohleddvame od prvnich nalezenych vrcholi.

@ Dijkstriv algoritmus pro nejkratsi cestu — z Gschovny vybirdme vzdy
vrchol nejbliz&i k po¢ateénimu v_0;
(jako prohledavani do %itky, kdy hrany maji , stejné délky").

Priklad

Prozkoumejte graf postupem do hloubky i do $i¥ky (od vrcholu vi).




&= O 00

Prohledavani do hloubky (od vrcholu v ).



Poznamka
Symbolem O(g(n)) rozumime takovou mnoZinu funkci f(n), pro které
existuji kladné konstanty ¢ a ng tak, ¥n > ng plati 0 < f(n) < c- g(n).

Uvedeny algoritmus je ptehledny a soucasné rychly. Pocet kroki algoritmu
je tmérny poctu vrchold a hran daného grafu, sloZitost algoritmu je
O(n+ m), kde n udava potet vrcholii a m potet hran daného grafu.

Jak pomoci uvedeného algoritmu vypsat v8echny hrany daného grafu?
Jak pomoci uvedeného algoritmu zjistime, zda je graf G souvisly?
Jak pomoci uvedeného algoritmu najit a oznadit vSechny komponenty
grafu G?




VysS8i stupné souvislosti

V praxi nds miZe zajimat nejen, jestli existuje spojeni (cesta) mezi vrcholy
grafu), ale také jestli bude existovat spojeni v pfipad& lokdlnich vypadki —
odolnost a redundance (datova sit, Zelezni&ni a silni¢ni sit).

Eisenhoweriiv systém délnic v USA.



Definice

Graf G je hranové k-souvisly, pokud k > 1 a po odebrani libovolnych
k — 1 hran z G zlstane vysledny faktor souvisly.

Stupen hranové souvislosti grafu G je takové nejvétsi &islo k, Ze graf G je
hranové& k-souvisly. Oznalujeme jej /'(G).

.

Definice

Graf G je vrcholové k-souvisly, pokud |V(G)| > k > 1 a po odebrani
libovolnych k — 1 vrcholli z grafu G zlstane vysledny indukovany podgraf
souvisly.

Stupen vrcholové souvislosti grafu G je takové nejvétsi Cislo k, Ze graf G
je vrcholové k-souvisly. Oznatujeme jej k(G).

]

Grafy s riiznymi stupni souvislosti.




Rekneme, ¥e cesty P a P’ jsou:
@ hranové disjunktni, jestlize nemaji spole¢nou hranu,
@ interné disjunktni, jestlize nemaji spoleény vnit¥ni vrchol.

Véta (Mengerovy véty)

Graf G je hranové k-souvisly pravé tehdy, kdyZ mezi libovolnymi dvéma
vrcholy existuje alespoii k po dvou hranov& disjunktnich cest (vrcholy
mohou byt sdilené).

Graf G je vrcholové k-souvisly pravé tehdy, kdyZ mezi libovolnymi dvéma
vrcholy existuje alespoit k po dvou interné disjunktnich cest (koncové
vrcholy jsou spolegné).

Dikaz Dikaz uvedeme v posledni kapitole. O

Bez diikazu zminime jeSté jedno dilezité tvrzeni:

V libovolném grafu G je vrcholovy stupeii souvislosti nejvySe roven
hranovému stupni souvislosti a ten je nejvyse roven nejmensimu
stupni 6(G). Tj. plati k(G) < K'(G) < 6(G).




Priklad

Kompletni graf K, je hranové& i vrcholové (n — 1)-souvisly.

,A"” \"A

S
B

Rizné hranové&/interné disjunktni cesty mezi vrcholy x a 'y v grafu Kz.



Kapitola Eulerovské a hamiltonovské grafy

@ motivace
o eulerovské grafy
@ hamiltonovské grafy
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