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Diskrétńı matematika

Petr Ková̌r
petr.kovar@vsb.cz

Vysoká škola báňská – Technická univerzita Ostrava
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O tomto souboru

Tento soubor je zamýšlen p̌redevš́ım jako pomůcka pro p̌rednášej́ıćıho.
Řadu důležitých informaćı v souboru nenajdete, protože p̌rednášej́ıćı je
ř́ıká, ukazuje, p̌ŕıpadně maluje na tabuli. Přednášky jsou na webu
k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat prob́ıraná témata
z p̌rednášek, které zameškali.

Pro samostatné studium doporučuji skripta:

M. Kubesa: Základy diskrétńı matematiky, výukový text

P. Ková̌r: Úvod do teorie graf̊u, výukový text

Pro p̌ŕıpravu ke zkoušce a ṕısemkám doporučuji cvičebnici:

P. Ková̌r: Cvičeńı z diskrétńı matematiky, sb́ırka p̌ŕıkladů

Vše na http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety dm.php
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Přehled p̌rednášky

Kapitola Souvislost grafu

motivace
souvislost grafu, komponenty grafu
prohledáváńı grafu
vyš̌śı stupně souvislosti
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Motivace
Pokud graf reprezentuje poč́ıtačovou, nebo dopravńı śıt’ je p̌rirozené zjistit
zda a jak je možno cestovat (vyslat signál) z vrcholu u do vrcholu v .
Zavedeme pojem souvislost grafu.

Podobně má smysl zkoumat odolnost śıtě v̊uči lokálńım výpadk̊um:

redundance uzl̊u
dosažitelnost ćılového vrcholu i p̌ri p̌rerušeńı některých hran

Dostáváme se k pojmu stupeň vrcholové a hranové souvislosti .

Souvislé a nesouvislé grafy.
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Souvislost grafu, komponenty grafu
Neformálně: Graf je souvislý, pokud existuje

”
spojeńı“ mezi každými

dvěma vrcholy (i nep̌ŕımé).

Formálně: zavedeme pojmy sled , tah a cesta v grafu.

Definice

Sledem v0vn v grafu G rozuḿıme takovou posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn),

kde vi jsou vrcholy grafu G a ei jsou hrany grafu G , p̌ričemž hrana ei má
koncové vrcholy vi−1 a vi . Počet hran nazveme délkou sledu v0vn.
Vrchol v0 nazýváme počátečńı a vrchol vn koncový vrchol sledu.

Pokud nejsou násobné hrany, můžeme sled zadat jako posloupnost vrchol̊u.

(v0, v1, v2, . . . , vn)

Můžeme vynechat i závorky: v0, v1, v2, . . . , vn.
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Př́ıklad

v1 v2 v3

v4 v5 v6

v7

Sled v1, v1v2, v2, v2v5, v5, v5v7, v7, v7v6, v6,
v6v3, v3, v3v2, v2, v2v5, v5, v5v4, v4, v4v5, v5

je vyznačen moďre.

Stručně:
v1, v2, v5, v7, v6, v3, v2, v5, v4, v5.

Př́ıklad
v2v1

v4

v6 v7

v5v3

v1, v2, v6, v7, v2, v1, v2, v3 neńı sled
sled v1, v2, v6, v7, v2, v1, v2, v4

sled v1, v2, v7, v5, v6, v4, v3

(triviálńı) sled v4
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Pojem
”
souvislosti“ je vybudován na pojmu sled.

Definice

Řekneme, že vrchol v je dosažitelný z vrcholu u, jestliže v grafu existuje
sled z vrcholu u do vrcholu v .
Graf nazveme souvislý, jestliže pro každé dva vrcholy u, v je vrchol v
dosažitelný z vrcholu u. V opačném p̌ŕıpadě je graf nesouvislý.

Př́ıklad

Jsou grafy na obrázku souvislé?

v1

v2

v3

v4 v5

v6

v7

v8 v1

v2

v3

v4 v5

v6

v7

v8
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Někdy však neńı žádoućı p̌ri popisu dosažitelnosti, aby se opakovaly hrany
či vrcholy (potrub́ı, dopravńı śıtě, elektrické śıtě, robotické svǎrováńı, . . . ).

Definice

Tah je sled, ve kterém se neopakuj́ı žádné hrany.
Cesta je sled, ve kterém se neopakuj́ı žádné vrcholy, tedy ani hrany.

Terminologie: kresĺıme
”
jedńım tahem“.

Vrcholy a hrany cesty v grafu tvǒŕı podgraf, který je cestou.

Př́ıklad

v1 v2 v3

v4 v5 v6

v7

v1 v2 v3

v4 v5 v6

v7

Tah v1, v2, v5, v7, v6, v5, v4 a cesta v1, v2, v5, v7, v6, v3.
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Věta

Pokud mezi dvěma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje
cesta.

Důkaz Necht’ S u = v0, e1, v1, . . . , en, vn = v je sled délky n mezi vrcholy u
a v v G . Hledáme sled P z vrcholu u do vrcholu v , který bude cestou
(žádný vrchol se nebude opakovat). Pokud se v S žádný vrchol neopakuje,
je P = S hledanou cestou.
Pokud se některé vrcholy opakuj́ı vezmeme prvńı takový vrchol vi .
Vynecháme celý úsek sledu mezi prvńım výskytem vi a jeho posledńım
opakováńım vk . Źıskáme sled S ′, ve kterém se vi již neopakuje.
Pokud se v S ′ žádný vrchol neopakuje, je P = S ′. Jinak postup
zopakujeme pro daľśı vrchol.
Postup je jistě konečný, nebot’ v G je konečně mnoho vrchol̊u. �

Jestliže v G existuje sled uv , tak můžeme postupem z důkazu vyrobit
ze sledu uv cestu uv a ř́ıkáme, že vrcholy u a v jsou v G spojeny cestou.
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Zavedeme relaci ∼ na množině vrchol̊u grafu G tak, že dva vrcholy
u, v ∈ V (G ) jsou v relaci ∼ (ṕı̌seme u ∼ v) právě tehdy, když v grafu G
existuje sled uv .

Relaci ∼ ř́ıkáme
”
relace dosažitelnosti.“

Lemma

Relace dosažitelnosti ∼ je relaćı ekvivalence.

Důkaz

Reflexivita plyne ihned z existence triviálńıho sledu uu délky 0.
Pro každý vrchol u ∈ V (G ) proto plat́ı u ∼ u.

Symetrie je žrejmá, nebot’ ke každému sledu uv v G sestav́ıme sled vu
v G

”
obráceńım“ posloupnosti vrchol̊u a hran (neorientovaný graf).

∀u, v ∈ V (G ) plat́ı u ∼ v ⇔ v ∼ u.

Tranzitivita plyne z faktu, že spojeńım sledu u, . . . , v a v , . . . ,w
dostaneme opět sled – sled u, . . . ,w . ∀u, v ,w ∈ V (G ) plat́ı
u ∼ v ∧ v ∼ w ⇒ u ∼ w . �

Relace ∼ z Lemmatu definuje rozklad na množině V (G ).
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Nyńı můžeme vyslovit následuj́ıćı definici.

Definice

Komponentou (souvislosti) grafu G nazveme každý maximálńı souvislý
podgraf grafu G . (Maximálńı vzhledem k dosažitelnosti.)

Př́ıklad

Př́ıklad graf̊u s jednou a v́ıce komponentami souvislosti.
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Následuj́ı alternativńı definice souvislosti grafu.

Definice

Řekneme, že graf G je souvislý, pokud je graf G tvǒrený jedinou
komponentou souvislosti.

Ekvivalentńı definice

Řekneme, že graf G je souvislý, jestliže relace ∼ na množině V (G ) je
úplná.

Př́ıklad

Př́ıklad souvislých graf̊u a nesouvislého grafu.
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Tahy sťrelce.

Př́ıklad

Mějme graf S , který bude popisovat možné tahy sťrelce na šachovnici.
(Připomeňme, že sťrelec se pohybuje diagonálně o libovolný počet poĺı.)
Vrcholy grafu budou poĺıčka šachovnice a hranou spoj́ıme dvě poĺıčka,
pokud mezi nimi bude možno táhnout sťrelcem.

Graf S má 64 vrchol̊u, mnoho hran a neńı souvislý.
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Př́ıklad

Loydova patnáctka je známý hlavolam. Úkolem je p̌resouváńım čtverečk̊u
s č́ısly 1 až 15 zajistit, aby č́ısla čtena po řádćıch tvǒrila aritmetickou
posloupnost 1, 2 až 15.

Sestav́ıme stavový graf dané úlohy: vrcholy jsou možná rozḿıstěńı
čtverečk̊u, hrany spoj́ı vrcholy, jestliže existuje p̌ŕıpustný tah mezi nimi.
Dá se ukázat, že takový graf neńı souvislý, úloha nemá řešeńı!
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Úloha hanojských věž́ı

Hanojské věže a Édouard Lucas (1842 – 1891)

Je dána ťri koĺıky a sadu osmi disk̊u r̊uzných velikost́ı. Všechny disky jsou
sěrazeny podle velikosti na prvńım k̊ulu. Úkolem je p̌reḿıstit všechny disky
na jiný k̊ul, p̌ričemž

vždy se p̌resunuje pouze jeden disk,

nikdy nesḿı ležet věťśı disk na menš́ım.

Je to možné? Jaký je nejmenš́ı nutný počet krok̊u pro p̌reḿıstěńı celé věže.

V kapitole o rekurentńıch rovnićıch jsme našli počet tahů pro n disk̊u.
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Grafová formulace – stavový graf

Při řešeńı sestav́ıme stavový graf:

vrcholy – každé rozḿıstěńı disk̊u na k̊uly,

hrany – existuje regulérńı tah mezi vrcholy.

Úloha s jediným diskem a úloha se dvěma disky.

Pro dva disky rozlǐśıme ťri možnosti, kde lež́ı nejvěťśı disk.

Pro každou z nich zkoṕırujeme stavový graf pro jeden disk.
Přidáme hrany, pokud můžeme p̌resunout nejvěťśı disk.
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Grafová formulace úlohy

Podobně pro ťri disky. . .
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Grafová formulace úlohy

. . . a pro pět disk̊u.
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Interpretace výsledk̊u

Máme-li n disk̊u, tak:

existuje 3n možných stav̊u = graf má 3n možných vrchol̊u,

všechny disky na jednom k̊ulu = “rohové” vrcholy grafu,

každý legálńı stav lze dosáhnout,

p̌reḿıstěńı všech disk̊u – vždy nejméně 2n − 1 tahů,

nejrychleǰśı řešeńı = nejkraťśı cesta (daľśı kapitola).
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Prohledáváńı grafu
Pro vytvǒreńı obecného schématu algoritmu pro

”
procházeńı“ grafu

vystač́ıme s několika málo datovými stavy a jednou pomocnou strukturou:

Vrchol má stavy . . .

iniciačńı – na začátku,
nalezený – jakmile jej p̌res některou hranu najdeme,
zpracovaný – jakmile prozkoumáme všechny hrany z něj vycházej́ıćı.

Hrana má stavy . . .

iniciačńı – na začátku,
zpracovaná – jakmile je prozkoumána z jednoho koncového vrcholu.

Úschovna je pomocná datová struktura (posloupnost/množina),

ukládáme nalezené a zat́ım nezpracované vrcholy.

Způsob, jak vyb́ıráme vrcholy z úschovny, určuje variantu algoritmu
procházeńı grafu (do hloubky/do š́ı̌rky). Pro vrcholy a hrany se pak
provád́ı konkrétńı programové akce – prohledáńı a zpracováńı grafu.
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Na začátku:

vybereme libovolný vrchol,
vrchol̊um i hranám p̌rǐrad́ıme iniciačńı stav.

Algoritmus procházeńı souvislých komponent (iniciace)

Procházeńı souvislých komponent grafu – zpracujeme všechny hrany a
vrcholy.

// na vstupu je graf G

vstup < graf G;

stav(všechny vrcholy a hrany G) = iniciačnı́;

uschovna U = { libovolný vrchol u grafu G };

stav(u) = nalezený;

Dále prozkoumáme celý graf. . .
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Algoritmus procházeńı souvislých komponent (pokračováńı. . . )

// zpracovánı́ vybrané komponenty G

while (U je neprázdná) {

vyber vrchol v a odeber jej z úschovny U: U = U - {v};

ZPRACUJ(v);

for (hrany e vycházejı́cı́ z v) { // pro všechny hrany

if (stav(e) == iniciačnı́) ZPRACUJ(e);

w = druhý vrchol hrany e = vw; // známe sousedy?

if (stav(w) == iniciačnı́) {

stav(w) = nalezený;

přidej vrchol w do úschovny: U = U + {w};

}

stav(e) = zpracovaná;

}

stav(v) = zpracovaný;

// přı́padný přechod na dalšı́ komponentu G

if (U je prázdná && G má dalšı́ vrcholy)

uschovna U = {vrchol u_1 z dalšı́ komponenty G};

}
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Různými implementacemi úschovny dostaneme r̊uzné algoritmy

Procházeńı
”
do hloubky“ – úschovnu U implementujeme jako

zásobńık,
tj. dále prohledáváme od posledńıch nalezených vrchol̊u.

Procházeńı
”
do š́ı̌rky“ – úschovna U implementujeme jako frontu,

tj. dále prohledáváme od prvńıch nalezených vrchol̊u.

Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkraťśı cestu – z úschovny vyb́ıráme vždy
vrchol nejbližš́ı k počátečńımu v_0;
(jako prohledáváńı do š́ı̌rky, kdy hrany maj́ı

”
stejné délky“).

Př́ıklad

v1

v2 v3 v4

v5

v6 v7

Prozkoumejte graf postupem do hloubky i do š́ı̌rky (od vrcholu v1).
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v1

v2 v3 v4

v5

v6 v7

1

2 5 7

4

3 6

Prohledáváńı do š́ı̌rky (od vrcholu v1).

v1

v2 v3 v4

v5

v6 v7

1

2 3 4

7

5 6

Prohledáváńı do hloubky (od vrcholu v1).
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Poznámka

Symbolem O(g(n)) rozuḿıme takovou množinu funkćı f (n), pro které
existuj́ı kladné konstanty c a n0 tak, ∀n > n0 plat́ı 0 ≤ f (n) ≤ c · g(n).

Uvedený algoritmus je p̌rehledný a současně rychlý. Počet krok̊u algoritmu
je úměrný počtu vrchol̊u a hran daného grafu, složitost algoritmu je
O(n + m), kde n udává počet vrchol̊u a m počet hran daného grafu.

Otázky

Jak pomoćı uvedeného algoritmu vypsat všechny hrany daného grafu?
Jak pomoćı uvedeného algoritmu zjist́ıme, zda je graf G souvislý?
Jak pomoćı uvedeného algoritmu naj́ıt a označit všechny komponenty
grafu G ?
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Vyš̌śı stupně souvislosti
V praxi nás může zaj́ımat nejen, jestli existuje spojeńı (cesta) mezi vrcholy
grafu), ale také jestli bude existovat spojeńı v p̌ŕıpadě lokálńıch výpadk̊u –
odolnost a redundance (datová śıt’, železničńı a silničńı śıt’).

Eisenhower̊uv systém dálnic v USA.
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Definice

Graf G je hranově k-souvislý, pokud k ≥ 1 a po odebráńı libovolných
k − 1 hran z G z̊ustane výsledný faktor souvislý.
Stupeň hranové souvislosti grafu G je takové nejvěťśı č́ıslo k, že graf G je
hranově k-souvislý. Označujeme jej κ′(G ).

Definice

Graf G je vrcholově k-souvislý, pokud |V (G )| > k ≥ 1 a po odebráńı
libovolných k − 1 vrchol̊u z grafu G z̊ustane výsledný indukovaný podgraf
souvislý.
Stupeň vrcholové souvislosti grafu G je takové nejvěťśı č́ıslo k , že graf G
je vrcholově k-souvislý. Označujeme jej κ(G ).

Grafy s r̊uznými stupni souvislosti.
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Řekneme, že cesty P a P ′ jsou:

hranově disjunktńı, jestliže nemaj́ı společnou hranu,

interně disjunktńı, jestliže nemaj́ı společný vniťrńı vrchol.

Věta (Mengerovy věty)

Graf G je hranově k-souvislý právě tehdy, když mezi libovolnými dvěma
vrcholy existuje alespoň k po dvou hranově disjunktńıch cest (vrcholy
mohou být sd́ılené).
Graf G je vrcholově k-souvislý právě tehdy, když mezi libovolnými dvěma
vrcholy existuje alespoň k po dvou interně disjunktńıch cest (koncové
vrcholy jsou společné).

Důkaz Důkaz uvedeme v posledńı kapitole. �

Bez důkazu zḿıńıme ještě jedno důležité tvrzeńı:

Věta

V libovolném grafu G je vrcholový stupeň souvislosti nejvýše roven
hranovému stupni souvislosti a ten je nejvýše roven nejmenš́ımu
stupni δ(G ). Tj. plat́ı κ(G ) ≤ κ′(G ) ≤ δ(G ).
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Př́ıklad

Kompletńı graf Kn je hranově i vrcholově (n − 1)-souvislý.

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

R̊uzné hranově/interně disjunktńı cesty mezi vrcholy x a y v grafu K7.
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Př́ı̌stě

Kapitola Eulerovské a hamiltonovské grafy

motivace
eulerovské grafy
hamiltonovské grafy
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