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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php
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Pojem grafu
Teorie grafii je jednou z mladsich disciplin matematiky

o L. Euler: Problém mostdi mésta Kralovce 1736
@ Prvni monografie 1936
Popularni problémy teorie grafii
@ problém &ty¥ barev
@ nejkratsi cesta v grafu
@ nejvétsi tok v grafu (v siti)



Motivace

Grafy tvofi jednu z nejdilezZitéjsich disciplin diskrétni matematiky
@ pomoci grafli miZeme dob¥e popsat praktické problémy
@ intuitivné pochopitelné
@ snadnd implementace v poditadi

Neformalné: graf se sklada z

@ vrcholt (uzli) -, puntiky” body v obrazku
@ hran — ,spojnice” v obrazku

Ukazky grafd.



RGzné obrazky (nakresleni grafu) mohou reprezentovat tentyz graf.

Rizna nakresleni téhoZ grafu.

Na prvni nemusi byt snadné poznat, zda dva riizné obrazky (dvé riiznd
nakresleni) odpovidaji stejnému grafu nebo ne.



Definice grafu

(jednoduchy graf, oby&ejny graf) je uspo¥adana dvojice
G = (V,E), kde V je neprazdnd mnoZina vrcholi a E je mnozina hran —
mnozina (n&kterych) dvouprvkovych podmnozin mnoziny V.

Graf G = (V,E), kde
V={v,w,x,y}aE= {{v, W},{v,x},{v,y},{w,x}}:

X
y v
w
Prvky mnoZiny V nazyvame , znatime je malymi pismeny u, v, ....
Prvky mnoZiny E nazyvame . Hrana mezi vrcholy v a v je

dvouprvkovd podmnoziny {u, v}, znatime ji zkrdcen& uv.



Priklad
Graf G = (V,E), kde V = {v1, 2, v3,v4, v5, v, v7, g} @ E =
{viva, vivs, viva, vivs, vavs, vovy, vaVe, V3 Vs, V3V7, V4 Vs, Vs Ve, V5V7, VeV ).

Méme-li dan graf G, rozumime symbolem V/(G) mnoZinu vrcholi grafu G
a symbolem E(G) mnoZinu hran grafu G.

Poznamka

Graf G = (V, E) miZeme chépat jako specidlni relaci E na mnozin& V,
kde E je ireflexivni a symetrickd.




Orientované grafy a multigrafy

Pokud graf reprezentuje dopravni sit, silni¢ni sit nebo jiny produktovod,
miZe byt uZite¢né pouzit orientaci hrany. RozliSujeme vychozi a koncovy
vrchol. Orientovand hrana uv neni totozna s hranou vu.

Orientovanym grafem rozumime uspofadanou dvojici G = (V, E), kde V je
neprazdna mnozina vrcholl a mnoZina orientovanych hran je E C V x V.

V nakresleni zndzorfiujeme orientované hrany Sipkami.

P¥iklad orientovaného grafu.



Poznamka

Jednoduchy orientovany graf G = (V/, E) (bez smy&ek) miZeme chépat
jako ireflexivni relaci na mnozing V.

Poznamka

| A\

Orientovany graf G = (V/, E), ktery miZe obsahovat smy¢ky, mizZeme
chépat jako (obecnou) relaci na mnozing V.

Poznamka

N4

Jesté obecnéjsi pojem neZ orientovany graf, je multigraf. Povolime
vicendsobné hrany a smycky.

Orientovanym grafiim se budeme vé&novat v posledni kapitole. . .



Zakladni t¥idy grafi
Grafy miZeme zadat
@ mnozinami V a E
@ obriazkem
@ jménem a parametrem (parametry)

Né&které typy grafli se asto vyskytuji a dokonce maji své jméno:

@ cesty
@ stromy
@ housenky
o lizatka

@ knihy

°



Uplny (kompletni) graf K,

Graf na n vrcholech (n € N), ktery obsahuje vech (3) hran se nazyva
Uplny nebo také kompletni graf a zna&i se K.

Kon=(V,E): V={12,....n}, E={ij:i,j=12,...nNi#j}

o o0—O0

Ky Ky
K3 Ky Ks Kg

Trividlni graf a kompletni grafy.




Cyklus (kruznice) C,
Graf na n vrcholech (n > 3), které jsou spojeny po ¥ad& n hranami tak, Ze
kazdy vrchol je spojen s nasledujicim vrcholem a posledni vrchol je navic
spojen s prvnim vrcholem, se nazyva cyklus na n vrcholech a znaéi se C,,.
Cislo n je délka cyklu Cp,.

Co=(V,E): V={12,...,n}, E={i(i+1):i=12,...n—1}U{1n}

AEQQ

Cykly G, G, c5 a cﬁ.

Cyklu délky t¥i Fikdme trojihelnik.



Graf na n vrcholech, které jsou spojeny po ¥adé n — 1 hranami se nazyva
cesta a znadi se P,.

P,=(V,E): V={1,2,....n}, E={i(i+1):i=12,...n—1}

©) o0—O o0—0——>0 o—0—~0—-o0 o0—0—0—C0C—-0
P1 PQ P3 P4 P5
Cesty Py, P>, P3, Py a Ps.

Pozor na mozné jiné znaleni cest
nékdy index = pocet hran

V nékterych knihdch se pouzivd termin had.



Upliny (kompletni) bipartitni graf K, ,

Graf, ktery ma vrcholovou mnoZinu rozdélenu na dvé neprazdné disjunktni
podmnoziny M a N (|[M| = m, |N| = n) a ktery obsahuje viech m - n hran
uv takovych, Ze u € M a v € N, nazyvame kompletni (lplny) bipartitni
graf a zna&ime jej Km.n.

Kmn=(MUN,E): M={ui,up,...;um}, N={vi,va,...,vp},

M,N#Q, MAN=0, E={uvj:i=12,.... mAj=12,...n}.

v




Stupeii vrcholu v grafu

Mame-li hranu wuv, pak vrcholy u a v nazyvdme koncové vrcholy hrany uv.
Také ¥ikame, Ze u a v jsou incidentni s hranou uv (tedy u € {u, v}).

Dva riizné vrcholy, které jsou koncovymi vrcholy téZe hrany nazyvame
sousedni. Pokud takova hrana neexistuje, nazyvame vrcholy nesousednf
nebo také nezavislé.

Stuperi vrcholu v grafu G je pocet hran, se kterymi je dany vrchol
incidentni.
Stupefi vrcholu x v grafu G zna&ime deg(x) (nebo také degg(x)).

U3
Ve

V4

(%1 Vs
Graf se stupni vrcholi po Fadé 5, 1, 3, 3, 4, 4 a 0.



Véta (Princip sudosti)

Soudet stupfidi v grafu je vzdy sudy a je roven dvojndsobku po&tu hran.

Y degg(v) =2|E(G)|

veV(G)

Dikaz Metodou dvojiho poéitani viech koncovych vrcholl hran. Leva
strana: kazdy stupefi vyjad¥uje, kolika hran je dany vrchol koncovym
vrcholem, zapoditdme v8echny. Naproti tomu kaZzdd hrana ma pravé dva
koncové vrcholy, proto koncovych vrcholi je 2|E| (prava strana vyrazu).
Proto je soulet stupiili vZdy sudy a je roven dvojnasobku po¢tu hran. [

Otazka

Kolik hran ma graf se stupni vrcholii 5,4,4,3,3,2,17




Priklad
Kolik hran md graf G, ktery ma t¥icet vrcholl stupné 5 a pét vrcholii
stupné 47
Podle principu sudosti vime, Ze dvojndsobek poc¢tu hran je roven souctu
stupfid.
> degg(v) =30-5+5-4=150+20 =170
veV(G)

Je zfejmé, Ze graf G ma 170/2 = 85 hran. Existuje? UkdZeme pozd¥ji.

Kolik hran ma graf G, ktery ma pét vrcholli stupné 5 a tFicet vrcholii
stupné 47
Postupujeme stejné. ..

) degg(v) =5-5+30-4=145
veV(G)

Takovy graf podle principu sudosti neexistuje!

A\




Priklad

Devét kamaradi si na Vanoce dalo darky. KaZzdy dal darky tfem svym
kamaradidm. UkaZte, Ze neni mozné, aby kazdy dostal darky pravé od téch
ti kamaradd, kterym darky sam dal. Navod: ukaZte, Ze neexistuje graf,
ktery by danou situaci modeloval.

Sestavime graf: vrcholy=kamaradi, hrany=vym&néné darky.

> degg(v)=9-3=27
veV(G)

ProtoZe neexistuje graf, ktery by danou situaci modeloval, tak tloha nema
reSeni.

Neexistuje takova vyména darkd, aby kaZzdy z deviti kamaradi dostal darky
pravé od téch t¥ kamaradi, kterym darky sam dal.




Mé&jme graf G s vrcholy vy, va, ..., v,. Posloupnost stupiili vrcholl
(deg(vi1),deg(v2), ..., deg(vy)) nazyvdme stupiiovou posloupnosti grafu G.

Ne kaZdd posloupnost je stupiiovou posloupnosti néjakého grafu. Jak
pozndme?

Véta Havlova—Hakimiho

Necht (d; > d> > --- > d,) je posloupnost nezdpornych celych &isel. Pak
existuje netrividlni graf s n vrcholy se stupiiovou posloupnosti

D = (di,d>,...,dp,)

& existuje graf s n — 1 vrcholy se stupiiovou posloupnosti

D' = (d2 =165 =1 000 dd1+1 — 1 dd1+2a dd1+3a o0 dn)

ProtoZe se zajimame jen o kone&né grafy, umime rekurzivné o kazdé
posloupnosti v kone¢ném case rozhodnout, zda je stuptiovou posloupnosti
né&jakého grafu. Navic budeme umét p¥iklad takového grafu sestrojit
(nemusi byt jediny!).



Pf¥iklad
Existuje graf se stupfiovou posloupnosti (3,3,3,1,1)?
Neexistuje dle Principu sudosti.

Priklad

Existuje graf se stupfiovou posloupnosti (3,3,3,1)?
Ne, coz ukazeme uZitim Véty Havla-Hakimiho.

Ze stupiiové posloupnosti (3, 3,3,1) dostaneme

(3,3,3,1) Y (2,2,0) ¥ (1, -1)

coz evidentné& neni stupifiovd posloupnost.

Priklad

Existuje graf se stupiiovou posloupnosti (6,4,4,1,1)7?
Takovy graf neexistuje, coZ je zfejmé.

Pokud nevite pro¢, ovérte uZitim Véty Havla-Hakimiho.




Priklad

Existuje graf se stupiiovou posloupnosti (6,5,4,3,3,2,1)?
Ano, ukdzeme uzitim V&ty H-H a navic graf zkonstruujeme.
Ze stupiiové posloupnosti (6,5,4,3,3,2,1) dostaneme

(6,5,4,3,3,2,1) ¥ (4,3,2,2,1,0) ¥ (2,1,1,0,0) %' (0,0,0,0).

Konstrukce grafu: pridavanim vrchold.

@) ©)

O
Nejprve nakreslime graf se stupiiovou posloupnosti (0, 0,0, 0).




pokracovani ...

Déle pfiddme vrchol stupné 2 a spojime jej se dvéma vrcholy stupné 0
(vzniknou vrcholy stupné& 1).

@) @)

e

Dostaneme graf se stupfiovou posloupnosti (2,1,1,0,0).

(@]

Abychom dostali graf se stupfiovou posloupnosti (4,3,2,2,1,0), ptiddme
vrchol stupné 4 a spojime jej s vrcholy stupiiti 2, 1, 1 a 0.



pokracovani ...

Nakonec p¥iddme vrchol stupné 6 a spojime jej hranami se vSemi
zbyvajicimi vrcholy.

Dostaneme graf se stupfiovou posloupnosti (6,5,4,3,3,2,1).

Shrnuti: pomoci véty Havla-Hakimiho umime

@ rozhodnout, zda dand kone¢nd posloupnost ptirozenych &isel je
stupifiovou posloupnosti,
@ pokud ano, najit p¥iklad takového grafu.



Nejvétsi stupefi vrcholil v grafu G oznalujeme A(G).
Nejmensi stupeii oznacujeme §(G).

Otazky
@ Je kazdd nerostouci posloupnost pfirozenych cisel grafova?

@ Jak pozndme, zda posloupnost je stupfiovou posloupnosti néjakého
grafu?

@ Je graf uréen stupriovou posloupnosti jednozna&né?

@ Kolik existuje grafti s danou stupfiovou posloupnosti?




Podgrafy
Casto uvaZzujeme pfipady, kdy z daného grafu vynechdme nékteré vrcholy
(a hrany s nimi incidentni), nebo vynechdme hrany, p¥ipadn& oboji.

Graf H nazveme grafu G, jestlize V(H) C V(G) a
E(H) C E(G). Piseme H C G.

Vsimnéte si: vynechdme-li z G néktery vrchol, musime soucasné vynechat i
véechny hrany s nim incidentni. Definice je v tomto smyslu korektni, nebot
pokud bychom vynechali jen vrcholy a nikoli hrany, H by nebyl graf.

Ptiklad

Graf G a jeho podgrafy Hi a H».




Indukovany podgraf

Podgraf I grafu G nazveme podgrafem grafu G, jestlize E(/)
obsahuje v8echny hrany grafu G, které jsou incidentni s vrcholy z V/(/).
(Vynechame pouze hrany, které byli incidentni s vynechanymi vrcholy.)

Ptiklad

Graf G a podgrafy Hy (indukovany) a Ha (neni indukovany).

Faktor grafu
Podgraf F grafu G nazveme grafu G, jestlize V(F) = V(G).




Isomorfismus grafi

je bijektivni zobrazeni f : V(G) — V/(H),
pro které plati, Ze kazdé dva vrcholy u, v v grafu G jsou sousedni pravé
tehdy, kdyZ jsou sousedni jejich obrazy f(u), f(v) v grafu H.

Stru¢né Vu,v € V(G) : uv € E(G) < f(u)f(v) € E(H).
Priklad
V1 f(vl)

Ug U4 f(va)  f(vs)

Isomorfni grafy.




Isomorfni grafy G a H maji

@ stejny pocet vrcholi

@ stejny pocet hran

@ stejny nejvyZsi stupeli A(G) = A(H)

@ stejny nejniZsi stupefi 6(G) = 6(H)

@ stejnou stupiovou posloupnost

@ kaZdy podgraf grafu G musi byt isomorfni s podgrafem grafu H a
naopak

° ...

Pokud je bijekce f isomorfismem, musi zobrazit na sebe vrcholy stejnych
stupfid, tj.
degg(v) = degy(f(v)).

Pozor! Opa&nd implikace neplati!
Nestadi porovnat stupfiové posloupnosti!



Ptiklad

Jsou ndsledujici dva grafy se stupfiovou posloupnosti (4,3, 3,2,2,2)

isomorfni?

Jsou tyto dva grafy isomorfni?

) &

Jsou tyto dva grafy isomorfni?




pokracovani. . .

f(y) f(x)
w,
. f() /(2)
Isomorfismus f mezi danymi dvéma grafy.
Poznamka
Na ptikladech jsme si ukazali nékteré postupy, jak poznat zda grafy jsou
nebo nejsou isomorfni.

N

Zadny ,,rozumny " univerzalni postup pro nalezeni isomorfismu neni zndm!

Jediny (zndmy) univerzalni postup pro nalezeni &i vyvraceni isomorfismu
mezi dvéma grafy je typu vyzkousejte vsechny bijekce mezi vrcholy téchto
grafi (takovych bijekci mize byt az n!).



Relace , byt isomorfni*“ ~ je relaci ekvivalence na tfidé vsech grafi.

Dikaz Relace ~ je
@ reflexivni, protoze graf je isomorfni sdm sobé& identickym zobrazenim,
@ symetrickd, nebot k isomorfismu (bijekci) f existuje (jednozna&ng&)
inverzni zobrazeni f—1,

@ tranzitivni, nebot skldddnim isomorfism(i (zobrazeni) dostaneme opé&t
O

isomorfismus (zobrazeni).

Pokud mluvime o néjakém grafu, myslime tim obvykle jeho celou t¥idu
isomorfismu, nezdleZi na konkrétni reprezentaci, nakresleni &i pojmenovani

grafu.

T¥idy grafd.



O implementaci grafi
Vrcholy grafu G oznadime nezdpornymi celymi ¢&isly 0,1,...,n— 1.

N4

Nejb&znéjsi implementace grafii v poditadi jsou:

Matice sousednosti

Matice sousednosti grafu G je ¢tvercovd matice A = (ajj) ¥adu n, ve které
je prvek

S 1 je-li viv; € E(G)
Y710 jinak.

Lze ji uloZit do dvourozmérného pole a[] [] kde a[i] [j1=1 pokud graf
obsahuje hranu ij, jinak a[i] [j]=0.

Soutet &isel v i-tém ¥adku/sloupci matice je roven stupni vrcholu /.
Vyhody:

@ snadno ové&fime, zda se hrana ij v grafu nachazi nebo ne,

@ snadno také né&jakou hranu ij do grafu pfiddme/odebereme.
Nevyhody:

@ matice sousednosti je rozsahld, zabird mnoho paméti i pro Fidké grafy.



Sestavte matici sousednosti grafu na obrazku.

3
)
1 2
4
0

Matice sousednosti je

viv. 0 1 2 3 4 5
0 01 1000
1 1 01 1 0 O
A 2 1 1. 01 0 O
3 01 1000
4 0 00 0 01
5 0 00 010



Incidenéni matice

Incidenéni matice B grafu G je obdélnikova matice s n ¥adky a

m = |E(G)| sloupci. KaZzdému vrcholu grafu G odpovida jeden ¥adek
matice B a kaZdé hrané grafu G jeden sloupec matice B.

Prvek b matice B nabyva hodnoty 1, kdyZ vrchol i je incidentni s hranou
ej, v opatném ptipadé je b = 0.

Souclet &isel v kazdém sloupci je 2 a soulet &isel v i-tém ¥adku je roven
stupni vrcholu /.
Vyhody:
@ snadno najdeme koncové vrcholy n&jaké hrany,
@ snadno také né&jakou hranu ij v grafu , pfepojime*.
Nevyhody:
@ piiddni/odebrani hrany z incidenéni matice grafu je komplikované,
@ pro velké grafy by inciden¢ni matice byla velmi rozsahld a pomé&rné
Fidka.



Sestavte inciden&ni matici grafu na obrazku.
3
)
1 2
4
0

vie 01 02 12 13 23 45

Incidenéni matice grafu G je

Gl wWw N = O
OO OO =
OO O = O
OO O == O
OO, O O
OO - = OO
= = O O O O



Seznamu sousednich vrcholu

Pro kazdy vrchol i =0,1,...,n— 1 grafu G vytvofime seznam (pole)
vrcholdl, napfiklad sous [i] [1, které jsou s vrcholem i sousedni.

KaZzdé pole bude mit deg(i) polozek, kde deg(i) je stupeii vrcholu i, ktery
je uloZen v poli degl[].

Prvky sous[i] [0], sous[i]l[1], ..., sous[i] [deg[i]-1] obsahuji
vrcholy (nebo jejich indexy) sousedni s vrcholem i.

sous[0][] = [1,2],
sousHH = {0,2,3};
_ sous|2 = |0,1,3],
degll = [2, 3, 3, 2, 1, 1], sous[3][] = [1.2],
sous[4][] = [5],

sous[5][]] = [4].




Je tfeba dbat na symetrii hran ij a ji!
Vyhody:

@ vhodné pro grafy s malym po&tem hran, snadno ur¢ime deg(v),
Nevyhody:

@ narocna lprava takové struktury v pribé&hu algoritmu,

@ Casova narolnost vyhledani konkrétni hrany.

Uvedené reprezentace vhodné i pro orientované grafy.
Pro multigrafy se hodi zadani incidenéni matici, pfipadné vyétem sousedi.

Slozit&jsi datové struktury pro ohodnocené grafy (pfitadime ohodnocenfi
hran/vrchold).
M{iiZeme pouzit dalsi pole, strukturované datové typy. ..



Kapitola 2. Souvislost grafu

motivace

spojeni mezi vrcholy, komponenty grafu
prohledavani grafu

vy$8i stupné& souvislosti

Eulerovské grafy , jednim tahem*
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