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O tomto souboru

Tento soubor je zamýšlen p̌redevš́ım jako pomůcka pro p̌rednášej́ıćıho.
Řadu důležitých informaćı v souboru nenajdete, protože p̌rednášej́ıćı je
ř́ıká, ukazuje, p̌ŕıpadně maluje na tabuli. Přednášky jsou na webu
k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat prob́ıraná témata
z p̌rednášek, které zameškali.

Pro samostatné studium doporučuji skripta:

M. Kubesa: Základy diskrétńı matematiky, výukový text

P. Ková̌r: Úvod do teorie graf̊u, výukový text

Pro p̌ŕıpravu ke zkoušce a ṕısemkám doporučuji cvičebnici:

P. Ková̌r: Cvičeńı z diskrétńı matematiky, sb́ırka p̌ŕıkladů

Vše na http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety dm.php
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Přehled p̌rednášky

Část II Úvod do Teorie Graf̊u

Kapitola Pojem grafu

motivace
definice grafu
orientované grafy a multigrafy
stupeň vrcholu v grafu
podgrafy a izomorfismus
implementace graf̊u
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Pojem grafu
Teorie graf̊u je jednou z mladš́ıch disciplin matematiky

L. Euler: Problém most̊u města Královce 1736
Prvńı monografie 1936

Populárńı problémy teorie graf̊u

problém čty̌r barev
nejkraťśı cesta v grafu
nejvěťśı tok v grafu (v śıti)
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Motivace
Grafy tvǒŕı jednu z nejdůležitěǰśıch disciplin diskrétńı matematiky

pomoćı graf̊u můžeme dob̌re popsat praktické problémy
intuitivně pochopitelné
snadná implementace v poč́ıtači

Neformálně: graf se skládá z

vrchol̊u (uzl̊u) –
”
punt́ıky“ body v obrázku

hran –
”
spojnice“ v obrázku

Ukázky graf̊u.
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Různé obrázky (nakresleńı grafu) mohou reprezentovat tentýž graf.

R̊uzná nakresleńı téhož grafu.

Na prvńı nemuśı být snadné poznat, zda dva r̊uzné obrázky (dvě r̊uzná
nakresleńı) odpov́ıdaj́ı stejnému grafu nebo ne.
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Definice grafu

Definice

Graf G (jednoduchý graf, obyčejný graf) je uspǒrádaná dvojice
G = (V ,E ), kde V je neprázdná množina vrchol̊u a E je množina hran –
množina (některých) dvouprvkových podmnožin množiny V .

Př́ıklad

Graf G = (V ,E ), kde
V = {v ,w , x , y} a E =

{
{v ,w}, {v , x}, {v , y}, {w , x}

}
:

v
w

x

y

Prvky množiny V nazýváme vrcholy, znač́ıme je malými ṕısmeny u, v , . . . .
Prvky množiny E nazýváme hrany. Hrana mezi vrcholy u a v je
dvouprvková podmnožiny {u, v}, znač́ıme ji zkráceně uv .
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Př́ıklad

Graf G = (V ,E ), kde V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8} a E =
{v1v2, v1v3, v1v4, v1v5, v2v3, v2v4, v2v6, v3v5, v3v7, v4v5, v5v6, v5v7, v6v7}.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

Máme-li dán graf G , rozuḿıme symbolem V (G ) množinu vrchol̊u grafu G
a symbolem E (G ) množinu hran grafu G .

Poznámka

Graf G = (V ,E ) můžeme chápat jako speciálńı relaci E na množině V ,
kde E je ireflexivńı a symetrická.
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Orientované grafy a multigrafy
Pokud graf reprezentuje dopravńı śıt’, silničńı śıt’ nebo jiný produktovod,
může být užitečné použ́ıt orientaci hrany. Rozlǐsujeme výchoźı a koncový
vrchol. Orientovaná hrana uv neńı totožná s hranou vu.

Definice

Orientovaným grafem rozuḿıme uspǒrádanou dvojici G = (V ,E ), kde V je
neprázdná množina vrchol̊u a množina orientovaných hran je E ⊆ V × V .

V nakresleńı znázorňujeme orientované hrany šipkami.

v1v2

v3

v4 v5

v6

Př́ıklad orientovaného grafu.
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Poznámka

Jednoduchý orientovaný graf G = (V ,E ) (bez smyček) můžeme chápat
jako ireflexivńı relaci na množině V .

Poznámka

Orientovaný graf G = (V ,E ), který může obsahovat smyčky, můžeme
chápat jako (obecnou) relaci na množině V .

Poznámka

Ještě obecněǰśı pojem než orientovaný graf, je multigraf. Povoĺıme
v́ıcenásobné hrany a smyčky.

Orientovaným graf̊um se budeme věnovat v posledńı kapitole. . .



11 / 39

Základńı ťŕıdy graf̊u
Grafy můžeme zadat

množinami V a E
obrázkem
jménem a parametrem (parametry)

Některé typy graf̊u se často vyskytuj́ı a dokonce maj́ı své jméno:

cesty
stromy
housenky
ĺızátka
knihy
. . .
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Úplný (kompletńı) graf Kn

Graf na n vrcholech (n ∈ N), který obsahuje všech
(n

2

)
hran se nazývá

úplný nebo také kompletńı graf a znač́ı se Kn.

Kn = (V ,E ) : V = {1, 2, . . . , n}, E = {ij : i , j = 1, 2, . . . n ∧ i 6= j}

K1 K2

K3 K4 K5 K6

Triviálńı graf a kompletńı grafy.
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Cyklus (kružnice) Cn

Graf na n vrcholech (n ≥ 3), které jsou spojeny po řadě n hranami tak, že
každý vrchol je spojen s následuj́ıćım vrcholem a posledńı vrchol je nav́ıc
spojen s prvńım vrcholem, se nazývá cyklus na n vrcholech a znač́ı se Cn.
Č́ıslo n je délka cyklu Cn.

Cn = (V ,E ) : V = {1, 2, . . . , n}, E = {i(i+1): i = 1, 2, . . . n−1}∪{1n}

C3 C4 C5 C6

Cykly C3, C4, C5 a C6.

Cyklu délky ťri ř́ıkáme trojúhelńık.
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Cesta Pn

Graf na n vrcholech, které jsou spojeny po řadě n − 1 hranami se nazývá
cesta a znač́ı se Pn.

Pn = (V ,E ) : V = {1, 2, . . . , n}, E = {i(i + 1): i = 1, 2, . . . n − 1}

P1 P2 P3 P4 P5

Cesty P1, P2, P3, P4 a P5.

Pozor na možné jiné značeńı cest
někdy index = počet hran

V některých knihách se použ́ıvá terḿın had.
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Úplný (kompletńı) bipartitńı graf Km,n

Graf, který má vrcholovou množinu rozdělenu na dvě neprázdné disjunktńı
podmnožiny M a N (|M| = m, |N| = n) a který obsahuje všech m · n hran
uv takových, že u ∈ M a v ∈ N, nazýváme kompletńı (úplný) bipartitńı
graf a znač́ıme jej Km,n.

Km,n = (M ∪ N,E ) : M = {u1, u2, . . . , um}, N = {v1, v2, . . . , vn},

M,N 6= ∅, M ∩ N = ∅, E = {uivj : i = 1, 2, . . . ,m ∧ j = 1, 2, . . . n}.

Graf K4,5.
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Stupeň vrcholu v grafu

Máme-li hranu uv , pak vrcholy u a v nazýváme koncové vrcholy hrany uv .

Také ř́ıkáme, že u a v jsou incidentńı s hranou uv (tedy u ∈ {u, v}).

Dva r̊uzné vrcholy, které jsou koncovými vrcholy téže hrany nazýváme
sousedńı. Pokud taková hrana neexistuje, nazýváme vrcholy nesousedńı
nebo také nezávislé.

Definice

Stupeň vrcholu v grafu G je počet hran, se kterými je daný vrchol
incidentńı.
Stupeň vrcholu x v grafu G znač́ıme deg(x) (nebo také degG (x)).

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

Graf se stupni vrchol̊u po řadě 5, 1, 3, 3, 4, 4 a 0.
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Věta (Princip sudosti)

Součet stupňů v grafu je vždy sudý a je roven dvojnásobku počtu hran.∑
v∈V (G)

degG (v) = 2|E (G )|

Důkaz Metodou dvoj́ıho poč́ıtáńı všech koncových vrchol̊u hran. Levá
strana: každý stupeň vyjaďruje, kolika hran je daný vrchol koncovým
vrcholem, započ́ıtáme všechny. Naproti tomu každá hrana má právě dva
koncové vrcholy, proto koncových vrchol̊u je 2|E | (pravá strana výrazu).
Proto je součet stupňů vždy sudý a je roven dvojnásobku počtu hran. �

Otázka

Kolik hran má graf se stupni vrchol̊u 5, 4, 4, 3, 3, 2, 1?
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Př́ıklad

Kolik hran má graf G , který má ťricet vrchol̊u stupně 5 a pět vrchol̊u
stupně 4?
Podle principu sudosti v́ıme, že dvojnásobek počtu hran je roven součtu
stupňů. ∑

v∈V (G)

degG (v) = 30 · 5 + 5 · 4 = 150 + 20 = 170

Je žrejmé, že graf G má 170/2 = 85 hran. Existuje? Ukážeme později.

Př́ıklad

Kolik hran má graf G , který má pět vrchol̊u stupně 5 a ťricet vrchol̊u
stupně 4?
Postupujeme stejně. . .∑

v∈V (G)

degG (v) = 5 · 5 + 30 · 4 = 145

Takový graf podle principu sudosti neexistuje!
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Př́ıklad

Devět kamarádů si na Vánoce dalo dárky. Každý dal dárky ťrem svým
kamarádům. Ukažte, že neńı možné, aby každý dostal dárky právě od těch
ťŕı kamarádů, kterým dárky sám dal. Návod: ukažte, že neexistuje graf,
který by danou situaci modeloval.
Sestav́ıme graf: vrcholy=kamarádi, hrany=vyměněné dárky.∑

v∈V (G)

degG (v) = 9 · 3 = 27

Protože neexistuje graf, který by danou situaci modeloval, tak úloha nemá
řešeńı.
Neexistuje taková výměna dárk̊u, aby každý z dev́ıti kamarádů dostal dárky
právě od těch ťŕı kamarádů, kterým dárky sám dal.
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Definice

Mějme graf G s vrcholy v1, v2, . . . , vn. Posloupnost stupňů vrchol̊u
(deg(v1), deg(v2), . . ., deg(vn)) nazýváme stupňovou posloupnost́ı grafu G .

Ne každá posloupnost je stupňovou posloupnost́ı nějakého grafu. Jak
poznáme?

Věta Havlova–Hakimiho

Necht’ (d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn) je posloupnost nezáporných celých č́ısel. Pak
existuje netriviálńı graf s n vrcholy se stupňovou posloupnost́ı

D = (d1, d2, . . . , dn)

⇔ existuje graf s n − 1 vrcholy se stupňovou posloupnost́ı

D ′ = (d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, dd1+3, . . . , dn).

Protože se zaj́ımáme jen o konečné grafy, uḿıme rekurzivně o každé
posloupnosti v konečném čase rozhodnout, zda je stupňovou posloupnost́ı
nějakého grafu. Nav́ıc budeme umět p̌ŕıklad takového grafu sestrojit
(nemuśı být jediný!).
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Př́ıklad

Existuje graf se stupňovou posloupnost́ı (3, 3, 3, 1, 1)?
Neexistuje dle Principu sudosti.

Př́ıklad

Existuje graf se stupňovou posloupnost́ı (3, 3, 3, 1)?
Ne, což ukážeme užit́ım Věty Havla-Hakimiho.
Ze stupňové posloupnosti (3, 3, 3, 1) dostaneme

(3, 3, 3, 1)
HH∼ (2, 2, 0)

HH∼ (1,−1)

což evidentně neńı stupňová posloupnost.

Př́ıklad

Existuje graf se stupňovou posloupnost́ı (6, 4, 4, 1, 1)?
Takový graf neexistuje, což je žrejmé.
Pokud nev́ıte proč, ově̌rte užit́ım Věty Havla-Hakimiho.
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Př́ıklad

Existuje graf se stupňovou posloupnost́ı (6, 5, 4, 3, 3, 2, 1)?
Ano, ukážeme užit́ım Věty H-H a nav́ıc graf zkonstruujeme.
Ze stupňové posloupnosti (6, 5, 4, 3, 3, 2, 1) dostaneme

(6, 5, 4, 3, 3, 2, 1)
HH∼ (4, 3, 2, 2, 1, 0)

HH∼ (2, 1, 1, 0, 0)
HH∼ (0, 0, 0, 0).

Konstrukce grafu: p̌ridáváńım vrchol̊u.

Nejprve nakresĺıme graf se stupňovou posloupnost́ı (0, 0, 0, 0).
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pokračováńı . . .

Dále p̌ridáme vrchol stupně 2 a spoj́ıme jej se dvěma vrcholy stupně 0
(vzniknou vrcholy stupně 1).

Dostaneme graf se stupňovou posloupnost́ı (2, 1, 1, 0, 0).

Abychom dostali graf se stupňovou posloupnost́ı (4, 3, 2, 2, 1, 0), p̌ridáme
vrchol stupně 4 a spoj́ıme jej s vrcholy stupňů 2, 1, 1 a 0.
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pokračováńı . . .

Nakonec p̌ridáme vrchol stupně 6 a spoj́ıme jej hranami se všemi
zbývaj́ıćımi vrcholy.

Dostaneme graf se stupňovou posloupnost́ı (6, 5, 4, 3, 3, 2, 1).

Shrnut́ı: pomoćı věty Havla-Hakimiho uḿıme

rozhodnout, zda daná konečná posloupnost p̌rirozených č́ısel je
stupňovou posloupnost́ı,
pokud ano, naj́ıt p̌ŕıklad takového grafu.
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Definice

Nejvěťśı stupeň vrchol̊u v grafu G označujeme ∆(G ).
Nejmenš́ı stupeň označujeme δ(G ).

Otázky

Je každá nerostoućı posloupnost p̌rirozených č́ısel grafová?

Jak poznáme, zda posloupnost je stupňovou posloupnost́ı nějakého
grafu?

Je graf určen stupňovou posloupnost́ı jednoznačně?

Kolik existuje graf̊u s danou stupňovou posloupnost́ı?
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Podgrafy
Často uvažujeme p̌ŕıpady, kdy z daného grafu vynecháme některé vrcholy
(a hrany s nimi incidentńı), nebo vynecháme hrany, p̌ŕıpadně oboj́ı.

Definice

Graf H nazveme podgrafem grafu G , jestliže V (H) ⊆ V (G ) a
E (H) ⊆ E (G ). Ṕı̌seme H ⊆ G .

Všimněte si: vynecháme-li z G některý vrchol, muśıme současně vynechat i
všechny hrany s ńım incidentńı. Definice je v tomto smyslu korektńı, nebot’

pokud bychom vynechali jen vrcholy a nikoli hrany, H by nebyl graf.

Př́ıklad

Graf G a jeho podgrafy H1 a H2.
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Indukovaný podgraf

Podgraf I grafu G nazveme indukovaným podgrafem grafu G , jestliže E (I )
obsahuje všechny hrany grafu G , které jsou incidentńı s vrcholy z V (I ).
(Vynecháme pouze hrany, které byli incidentńı s vynechanými vrcholy.)

Př́ıklad

Graf G a podgrafy H1 (indukovaný) a H2 (neńı indukovaný).

Faktor grafu

Podgraf F grafu G nazveme faktorem grafu G , jestliže V (F ) = V (G ).



28 / 39

Isomorfismus graf̊u

Definice

Isomorfismus graf̊u G a H je bijektivńı zobrazeńı f : V (G )→ V (H),
pro které plat́ı, že každé dva vrcholy u, v v grafu G jsou sousedńı právě
tehdy, když jsou sousedńı jejich obrazy f (u), f (v) v grafu H.

Stručně ∀u, v ∈ V (G ) : uv ∈ E (G )⇔ f (u)f (v) ∈ E (H).

Př́ıklad

v1

v2

v3 v4

v5

f(v1)

f(v4)

f(v2) f(v5)

f(v3)

g(v1)
g(v4)

g(v2) g(v5)
g(v3)

Isomorfńı grafy.
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Fakt

Isomorfńı grafy G a H maj́ı

stejný počet vrchol̊u
stejný počet hran
stejný nejvyš̌śı stupeň ∆(G ) = ∆(H)
stejný nejnižš́ı stupeň δ(G ) = δ(H)
stejnou stupňovou posloupnost
každý podgraf grafu G muśı být isomorfńı s podgrafem grafu H a
naopak
. . .

Pokud je bijekce f isomorfismem, muśı zobrazit na sebe vrcholy stejných
stupňů, tj.

degG (v) = degH(f (v)).

Pozor! Opačná implikace neplat́ı!
Nestač́ı porovnat stupňové posloupnosti!



30 / 39

Př́ıklad

Jsou následuj́ıćı dva grafy se stupňovou posloupnost́ı (4, 3, 3, 2, 2, 2)
isomorfńı?

Jsou tyto dva grafy isomorfńı?

Jsou tyto dva grafy isomorfńı?
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pokračováńı. . .

xw

v

u z

y

f(x)f(y)

f(u)

f(w) f(v)

f(z)

Isomorfismus f mezi danými dvěma grafy.

Poznámka

Na p̌ŕıkladech jsme si ukázali některé postupy, jak poznat zda grafy jsou
nebo nejsou isomorfńı.

Žádný
”
rozumný“ univerzálńı postup pro nalezeńı isomorfismu neńı znám!

Jediný (známý) univerzálńı postup pro nalezeńı či vyvráceńı isomorfismu
mezi dvěma grafy je typu vyzkoušejte všechny bijekce mezi vrcholy těchto
graf̊u (takových bijekćı může být až n!).
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Věta

Relace
”
být isomorfńı“ ' je relaćı ekvivalence na ťŕıdě všech graf̊u.

Důkaz Relace ' je

reflexivńı, protože graf je isomorfńı sám sobě identickým zobrazeńım,
symetrická, nebot’ k isomorfismu (bijekci) f existuje (jednoznačně)
inverzńı zobrazeńı f −1,
tranzitivńı, nebot’ skládáńım isomorfismů (zobrazeńı) dostaneme opět
isomorfismus (zobrazeńı). �

Pokud mluv́ıme o nějakém grafu, mysĺıme t́ım obvykle jeho celou ťŕıdu
isomorfismu, nezálež́ı na konkrétńı reprezentaci, nakresleńı či pojmenováńı
grafu.

[' C4]

[' K2,2]

[' K9]

[' K4,5]

. . .

Tř́ıdy graf̊u.
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O implementaci graf̊u
Vrcholy grafu G označ́ıme nezápornými celými č́ısly 0, 1, . . . , n − 1.
Nejběžněǰśı implementace graf̊u v poč́ıtači jsou:

Matice sousednosti

Matice sousednosti grafu G je čtvercová matice A = (aij) řádu n, ve které
je prvek

aij =

{
1 je-li vivj ∈ E (G )

0 jinak.

Lze ji uložit do dvourozměrného pole a[][] kde a[i][j]=1 pokud graf
obsahuje hranu ij , jinak a[i][j]=0.

Součet č́ısel v i-tém řádku/sloupci matice je roven stupni vrcholu i .

Výhody:

snadno ově̌ŕıme, zda se hrana ij v grafu nacháźı nebo ne,

snadno také nějakou hranu ij do grafu p̌ridáme/odebereme.

Nevýhody:

matice sousednosti je rozsáhlá, zab́ırá mnoho paměti i pro ř́ıdké grafy.
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Př́ıklad

Sestavte matici sousednosti grafu na obrázku.

0

1 2

3

4

5

Matice sousednosti je

A =



v\v 0 1 2 3 4 5

0 0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0
2 1 1 0 1 0 0
3 0 1 1 0 0 0
4 0 0 0 0 0 1
5 0 0 0 0 1 0
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Incidenčńı matice

Incidenčńı matice B grafu G je obdélńıková matice s n řádky a
m = |E (G )| sloupci. Každému vrcholu grafu G odpov́ıdá jeden řádek
matice B a každé hraně grafu G jeden sloupec matice B.

Prvek bij matice B nabývá hodnoty 1, když vrchol i je incidentńı s hranou
ej , v opačném p̌ŕıpadě je bij = 0.

Součet č́ısel v každém sloupci je 2 a součet č́ısel v i-tém řádku je roven
stupni vrcholu i .

Výhody:

snadno najdeme koncové vrcholy nějaké hrany,

snadno také nějakou hranu ij v grafu
”
p̌repoj́ıme“.

Nevýhody:

p̌ridáńı/odebráńı hrany z incidenčńı matice grafu je komplikované,

pro velké grafy by incidenčńı matice byla velmi rozsáhlá a poměrně
ř́ıdká.
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Př́ıklad

Sestavte incidenčńı matici grafu na obrázku.

0

1 2

3

4

5

Incidenčńı matice grafu G je

B =



v\e 01 02 12 13 23 45

0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0
2 0 1 1 0 1 0
3 0 0 0 1 1 0
4 0 0 0 0 0 1
5 0 0 0 0 0 1
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Seznamů sousedńıch vrchol̊u

Pro každý vrchol i = 0, 1, . . . , n − 1 grafu G vytvǒŕıme seznam (pole)
vrchol̊u, nap̌ŕıklad sous[i][], které jsou s vrcholem i sousedńı.

Každé pole bude ḿıt deg(i) položek, kde deg(i) je stupeň vrcholu i , který
je uložen v poli deg[].

Prvky sous[i][0], sous[i][1], ..., sous[i][deg[i]-1] obsahuj́ı
vrcholy (nebo jejich indexy) sousedńı s vrcholem i .

Př́ıklad

deg[] = [2, 3, 3, 2, 1, 1],

sous[0][] = [1, 2],
sous[1][] = [0, 2, 3],
sous[2][] = [0, 1, 3],
sous[3][] = [1, 2],
sous[4][] = [5],
sous[5][] = [4].
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Je ťreba dbát na symetrii hran ij a ji !

Výhody:

vhodné pro grafy s malým počtem hran, snadno urč́ıme deg(v),

Nevýhody:

náročná úprava takové struktury v pr̊uběhu algoritmu,

časová náročnost vyhledáńı konkrétńı hrany.

Uvedené reprezentace vhodné i pro orientované grafy.
Pro multigrafy se hod́ı zadáńı incidenčńı matićı, p̌ŕıpadně výčtem sousedů.

Složitěǰśı datové struktury pro ohodnocené grafy (p̌rǐrad́ıme ohodnoceńı
hran/vrchol̊u).
Můžeme použ́ıt daľśı pole, strukturované datové typy. . .
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Př́ı̌stě

Kapitola 2. Souvislost grafu

motivace
spojeńı mezi vrcholy, komponenty grafu
prohledáváńı grafu
vyš̌śı stupně souvislosti
Eulerovské grafy

”
jedńım tahem“
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