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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Algoritmizace diskrétnich struktur

@ programové interpretace struktur
@ implementace mnoZin

@ generovani vybéri

@ generdtory ndhodnych ¢&isel

@ kombinatorickd exploze



7. Algoritmizace diskrétnich struktur
Zavérem prvniho tématického celku o diskrétnich strukturach si povime
néco o jejich implementaci do programovacich jazyki.

Nékteré probrané struktury a postupy lze naprogramovat snadno, jiné
obtizn&. Existuje ¥ada p¥istupli, které se li& v ndroku na pamét a/nebo

strojovy Cas.

Casto obecny ptistup byva na tikor rychlosti, ale ne vdy musi byt obecny
pFistup fadové pomalejsi.

Tato kapitola je vénovana vybranym implementacim.



7.1. Programova implementace struktur
@ posloupnosti
@ zobrazeni
@ relace

@ permutace

(Kone&nou) posloupnost (ag, a1, ...,an—1)

implementujeme jako jednorozmérné pole a[ 1, kde a[i] = a;.

Mame danu (kone&nou) posloupnost (7,5,5,7,5,6,6).
Ulozime jidopole p=[ 7557566 1].




Zobrazeni

Zobrazeni f : A— B
Mé&jme konet¢né A = {ag,a1...,an—1} a B={bo,b1,...,bm-1}.
Pracujeme s indexy a implementujeme jako posloupnost — pole £[ 1,
ve kterém f [i]1=] vyjadtuje f(a;) = b;.
Sikovné, jsou-li A a B celotiselné obory a prvky jsou mald celd &isla. Pro
jiné mnoziny musime , ptekladat"” prvky z A, B na jejich indexy
(sloZité/naro&né na strojovy &as).

@ pro prvky mnoziny A vyuZijeme datové typy jako hasovaci tabulky

@ pro prvky mnoZiny B vyuZijeme pole strukturovanych proménnych ¢&i

pointerd (ukazateld)

Mdme dano zobrazeni f : [0,5] — [0,5], kde f(0) =4, f(1) =5, f(2) =3,
f(3)=3,1(4) =2, (5 =2.
Zobrazeni ulozime dopole £f = [ 453 32 2 1].




Pr¥iklad

Mame dano zobrazeni f : {A,B,C,D,E} — {x,y,z,w},
kde f(A) =w, f(B) =z, f(C)=w, f(D) =x, f(E) = w.
Zobrazeni uloZzime dopole £f = [ 32 3 0 3 ].
Pottebujeme pomocnd pole X = [ABCDE], Y=[xyzw]l.

Ptiklad
Mdme ddno zobrazeni f : R x R — R, kde f(x,y) = x? + 3y.
Do pole uloZit nejde! Nem3a smysl ukladat R.

Priklad
Mame dano zobrazeni f : [-5:5] x [-5: 5] — R, kde f(x,y) = x* + 3y.
UloZime do dvourozmé&rného pole 11 x 11 (obecné pfibliznych!) hodnot.

Mame dano zobrazeni f : [-5:5] x [-5:5] = R, kde f(x,y) = /x+y.
UloZime do dvourozmé&rného pole 11 x 11 (p¥ibliznych!) hodnot.



Relace — opakovani

na mnoziné A je libovolné podmnoZina
kartézského soutinu A x A = A2 tj.

R C A%

Pokud (x,y) € R, fikdme, Ze , prvek x je v relaci s prvkem y* (v tomto
poradi), Casto jen xRy. Jinak (x,y) ¢ R, nebo x R y.
(napt. x=y, x<y,xZy misto (x,y) €=, (x,y) €<, (x,y) ¢C)

Relace mezi studenty, ktefi ziskali stejnou znamku z DiM.

°
@ Relace mezi dvojicemi studentl, kdo ma vyssi skére z pisemky.
@ Relace mezi dokumenty s podobnymi pojmy (plagidty).
°

Relace mezi zaznamy v relaéni databazi. ..

(Homogenni) relace na dané mnoZiné je specidlni p¥ipad (heterogennf)
relace mezi mnozinami. Vice v pfedmétu Uvod do logického mysleni.



Definice

(Bindrni) relace R na mnoZing A je

pokud (x, x) € R pro v8echna x € A,
pokud (x,y) € R < (y, x) € R pro viechna x,y € A,
pokud (x,y),(y,x) € R = x =y pro viechna
X,y €A,
pokud (x,y),(v,z) € R = (x,z) € R pro v3echna
X,y,Z € A.
( ) pokud (x,y) € R nebo (y,x) € R pro kazdé x,y € A

Ptiklady

relace rovnosti ,,=" je reflexivni, tranzitivni, symetricka i
antisymetricka

relace mensi ,, <" je tranzitivni a antisymetrickad, ,, <“ je i reflexivni
relace dé&litelnosti ,,|“ na N (i Np) je reflexivni, tranzitivni a
antisymetricka

relace , byt p¥ibuzny“ je jisté symetricka, tranzitivni a reflexivni
relace , pod¥izeny/nad¥izeny* je antisymetrickd a tranzitivni

relace ,,dorozuméni se” je obvykle symetricka, nemusi byt tranzitivni




Relace

Binarni relace R na mnoZiné A

Pro konetné a malé A= {ag, a1,...,an—_1} implementujeme relaci
dvourozm&mym polem (matici) r[ 1[ 1, ve kterém je

r[il1[j]1 = 0 pokud (aj,a;) € R a

r[il[j]1 = 1 pokud (aj, aj) € R.

Priklad
Mg&jme relaci R C [0,4]?, kde R = {(0,0), (0,4),(1,3)(2,4)}.
Relaci R ulozime do dvojrozmérného pole

10001
00010
R=(00001
00000
00000




Vlastnosti relaci

M&jme binarni relaci R na mnozin& {0,1,...,n — 1} reprezentovanou
dvourozmérnym polem r[] [].

Test, zda relace r je reflexivni, O(n)
for (i=0; i<n; i++)
if ('r[d][ED) { // jsou jednitky?
printf ("Neni reflexivni!");
return -1;

} v

Test, zda relace r je symetricka, O(n?)
for (i=0; i<n; i++)
for (j=i+1l; j<m; j++)
if (rlil[j1'=r[jI0i]) { // je symetricka matice?
printf ("Neni symetricka!");
return -1;




Vlastnosti relaci (pokratovani)

Test, zda relace r je tranzitivni, znamena ové¥it pro kaZzdou trojici

Vij, ko r[illj] A k] = rli][k].

Test, zda je relace r tranzitivni, O(n%)
for (i=0; i<n; i++)
for (j=0; j<m; j++) {

if (!'r[i][j]) continue; // muZze
for (k=0; k<n; k++) {
if (!'r[jl[k]) continue; // muze
if (r[i] [k]) continue; // musi byt!

printf ("Neni tranzitivni!");
return -1;




Mg&jme relaci R C [0,4]?, kde R = {(0,0), (0,4),(1,3)(2,4)} uloZenou
do dvojrozmérného pole
10001
00010
R=1|00001
00000
00000

Relace neni reflexivni.
Relace neni symetricka.
Relace JE tranzitivni.

Otazka

Jak implementovat test antisymetrie?
Jak implementovat test Gplnosti?
Jaka je slozitost téchto testl?




Permutace
Implementujeme jak bijektivni zobrazeni p : [0,n — 1] — [0, n — 1].

421305
Permutaci 7 uloZzime do pole

Mé&jme permutaci m = (0 1234 5).

p=[421305].

Jak pozndme, Ze v poli je uloZena permutace? Stadi ovéfit zda p je
surjektivni (na).

Test zda p[ ] je permutace, O(n)

for (i=0; i<n; i++) wuli] = 0; // pomocné pole
for (i=0; i<n; i++) if (p[il>=0 && pl[il<n) wulpl[il] =1
else printf("Neni permutace!"); // je mimo
for (i=0; i<n; i++)
if (ulil!'=1)
printf ("Neni permutace!"); // neni pouzit




Permutace (pokratovani)

SloZeni permutaci p[ ] a q[ ] je permutace r[ 1, O(n)

for (i=0; i<n; i++)
r[i] = qlp[il];

Vypis vsech cykli ziskdme naptiklad kédem:

Vypis vSech cykli n-prvkové permutace p[ ] mnoziny [0, n— 1], O(n)

for (i=0; i<n; i++) uli] = 0; // pomocné pole
for (i=0; i<n; i++) if (ul[il==0) { // je&t& mnepouzit
printf (" (%d",i); wulil = 1; // zatatek cyklu
for (j=plil; j'=i; j=p[jl) A // dalsi v cyklu
printf(",%d",j); uljl = 1;
}
printf(")"); // konec cyklu




7.2. Implementace mnozin
MnoZiny se implementuji obtizné. Problémem je

@ jejich neuspofadanost (neni stanoveno, kam ktery prvek uloZit)
@ hlidat, Ze prvky se nesmi opakovat.

Charakteristickd funkce podmnoZiny
Musime znat celé univerzum U = {up, u1,. .., Us—1}, ze kterého vybirdme
prvky. PodmnoZinu X C U implementujeme jako pole x[ 1, kde

) 1 proueX
x[i] = )
0 jinak.

Vyhody: snadno se hledaji prvky mnoZiny, sjednoceni je funkci OR, prinik
funkci AND.
Ové&Feni prvku € O(1), sjednoceni a prinik O(|U|)

Nevyhoda: pouZitelné jen pro mald univerza Uf!



Ptiklad
MnoZinu A= {2,3,5} v univerzu U = [1, 10] implementujeme pomoci
charakteristické funkce v poliA=[0110100000].

Ptiklad

Mnozinu A = {2,3,5} v univerzu U = [1, 100] implementujeme pomoci
charakteristické funkce v poliA=[01101000000000000000
000000000000000000000O00O0OOCOOOOO0OO0OOOOO
000000000O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
0000].

MnoZinu B= {1}, B=[1000000000000000000000000
000000000000O0OO0OOCOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
0000000000000000000000000000000000000].

Abychom uréili sjednoceni AU B na U vyuZijeme binarni OR.
Pro priinik AN B vyuZijeme bindrni AND.

Ptiklad

MnoZinu A= {2,3,5} v univerzu U = N implementovat nelze.




Seznam prvkl mnoZiny
MnoZinu X implementujeme seznamem v3ech prvki. Seznam k prvkii
mnoziny X je ulozen v poli x[ ] a miZeme psat

X ={x[0],x[1],...,x[k — 1]} pro pole x[ 1 délky k.

Vyhoda: vhodné i pro velmi velkd a pfedem neuréend univerza.

Misto pole je lepsi pouzit dynamicky spojovy seznam prvkii, pak lze
snadno pfiddvat a vynechavat prvky v seznamu.

Nevyhoda: vyhledani prvku mnoZiny (nej¢ast&j$i poZadovana operace) je
zdlouhavé — musi se projit cely seznam.

Priklad

MnoZinu A = {2,3,5} v univerzu U = [-MAX_INT, MAX_INT]
implementujeme jako pole A =1[2,3,5].

P¥iklad
MnoZinu A = {3,5,2} v univerzu U = [-MAX_INT, MAX_INT]
implementujeme jako pole A =13, 5, 2].




Ové&feni, zda prvek x v mnoziné a[ ] velikosti n, O(n)

for (i=0; i<n; i++) {
if (al[il==x) break;
}

// projdi celé pole al ]
// je x v al ]7

if (i<n) printf("Prvek x je v poli al I1"); // nasli?

Sjednoceni dvou mnozin danych a[ 1,b[ ] do pole c[ 1, O(n?)

for (i=0; i<m; i++)
cl[i]l = alil;
for (i=0,k=m; i<n; i++) {
for (j=0; j<m; j++)
if (b[il==alj]) break;
if (j<m) continue;
clk++] = bl[il;

// z al ] vSech m prvkua
// bl 1 dalsich n prvku

// je-1i bl[i] v al ]
// pteskot& ho
// jinak ho pridej




Usporfadany seznam prvkd mnoZiny

Obmeéna p¥edchozi implementace.

Prvky v seznamu jsou navic linedrn& uspofadany podle pfedem daného
kli¢e (dle velikosti v p¥ipadé &isel, dle abecedy u jmen, atd.)

Vyhoda: moznost bindrniho vyhledavani prvkii v mnoziné€ metodou pileni
intervalu v seznamu (viz pfiklad).

MnoZinu A = {2,3,5} v univerzu U = [-MAX_INT, MAX_INT]
implementujeme jako pole A=1[2,3,5].

MnoZinu A = {3,5,2} v univerzu U = [~-MAX_INT, MAX_INT]
implementujeme jako pole A =12, 3,5].




Binarni vyhledavani &isla k v uspofadaném poli p[ ] délky n

int a = 0; b = n-1;

while (a<b && plal'!=k) { // nasli?
c = (a+b)/2;
if (plcl<k) a = c+1; // ne, bude v&tsi
else b = c; // ne, bude mensi

¥

if (plal'=k) printf("Cislo k neni v seznamu.");

Jen [log, n| vyhledavacich krokd.

P¥idani kazdého nového prvku x do mnoZiny v poli al 1 vyzaduje O(n)
operaci:
@ nalezeni vhodného mista, O([log, n])

vz

@ kopie p¥ipadné , posunuti* &asti pole, O(n)

Podobné& odebrani prvku.



Sjednoceni dvou sefazenych mnozin (poli) al 1, b[ 1 velikosti m, n

do sefazeného pole c[ ] velikosti 1, O(n + m)

int i=0, j=0, k, 1=0;
for (k=0; k < m+n; k++) {
if (4 >=m) { // je-1li al ] vyCerpéno
c[1++] = b[j++];
continue;
}
if (j >=n) { // je-1i b[ ] vyCerpano
c[l++] = al[i++];
continue;
}
if (ali]l == b[j1) { // prinik jen jednou
jtts
continue;
}
c[1++] = (alil < b[j1) 7 ali++] : b[j++];
+




Shrnuti

Jak velké je univerzum?

°
@ Budeme (a jak ¢asto) strukturu mnoZiny modifikovat?
@ Budeme (a jak ¢asto) v mnoZin& vyhledavat?

°

Budeme (a jak ¢asto) mnoZiny sjednocovat?

.. zvolit vhodny model.



7.3. Generovani vybéri

Casto narazime na tikol projit véechny vyb&ry n&kterého typu. Vechna
@ rlznd zobrazeni,
@ variace,
@ kombinace bez opakovani.

Jednoduché prochazeni dvojic (trojic, atd. .. )

V8echny usporddané dvojice indexi i, j projdeme dvoji smyckou

Dvouprvkové variace, O(n?)

for (i=0; i<n; i++) // dvakrat vnofeny cyklus
for (j=0; j<n; j++) {
// zpracujeme uspotradanou dvojici (i,j)

}

Vsechny neuspofadané dvojice indexl i, j projdeme podobné

Dvouprvkové kombinace, O(n?)

for (i=0; i<n; i++) // jen "nad diagon&dlou"
for (j=i+l; j<m; j++) {
// zpracujeme NEuspotradanou dvojici {i,j}
1



Prochazeni v8ech permutaci n-prvkové mnoziny A v poli a[ ]
V&ech n! permutaci projdeme rekurzivniho algoritmu (Heap 1963).

Heapav algoritmus — permutace n prvki

int i, al 1;
permutace(n, al 1) {
if (n==1)
// zpracujeme permutaci v al ]
else
for (i=0; i < n-1; i++) {
permutace(n-1, al 1);
if (n je sudé)
swap(a[i], a[n-11);
else
swap(a[0], a[n-11);
}
permutace(n-1, al 1);

} v

Funkce swap(x,y) jednoduse prohodi obsah proménnych x a y.




Znézornéni krokd Heapova algoritmu.



Prochédzeni vSech zobrazenf{
Vech n¥ zobrazeni k-prvkové do n-prvkové mnoZiny

map:{0,1,...,k—1} — {0,1,...,n—1}

projdeme kédem: Nemusime sestavovat k vnorenych cykld!

k-prvkové variace s opakovanim z n prvkii, O(n*)

int i, mapl[k];
map[i = 0] = -1;
while (i>=0) {
if (++map[i]>=n) // zvys o 1
{ i--; continue; }
if (++i<k) // ’nuluj’ dalsi prvky
{ map[i] = -1; continue; }
// zpracujeme zobrazeni (map[0], ..., map[k-11)
1=

}

Pro kaZdou volbu testujeme:
@ zda uZ prekrodila rozsah n, pak se vracime na pfedchozi troven,
@ zda uz byla posledni volba k-tého prvku, jinak na dalsi droveri.




Prochézeni viech k-prvkovych variaci (bez opakovani) z n prvki

k-prvkové variace bez opakovani z n prvki, O(n)

int i, j, arrangel[k];

arrange[i = 0] = -1;
while (i>=0) {
if (++arrangel[i]>=n) // zvys o 1
{ i--; continue; }
for (j=0; j<i; j++) // opakuje se?
if (arrangel[i]==arrange[j]) break;
if (j<i) continue; // opakované vynech
if (++i<k) // ’nuluj’ dalsi prvky
{ arrange[i] = -1; continue; }
// zpracujeme variaci (arrangelO],...,arrangel[k-1])
i-—;
}

Pro kazdou volbu testujeme:
@ zda uZ prekrodila rozsah n, pak se vracime na pfedchozi urove,

@ zda se neopakuje predchozi prvek volby, jinak vyb&r pfeskocime,
@ zda uz byla posledni volba k-tého prvku, jinak na dalsi troven.



Prochédzeni viech kombinaci

Projdeme v3echny k-prvkové kombinace (bez opakovani) z n prvki.
Podobné ptedchozimu pf¥ikladu, av8ak nyni v8echny vyb&ru generujeme
sefazené podle velikosti. Proto kaZzdou kombinaci obdrZzime jen jednou.

k-prvkové kombinace (bez opakovani) z n prvki, O(n*)

int i, select[k];
select[i = 0] = -1;
while (i>=0) {
if (++select[i]>=n) // zvy§ o 1
{ i--; continue; }
if (++i<k) {
select[i] = select[i-1]; // jen sefazené!
continue;
}
// zpracujeme kombinaci (select[0],...,select[k-1])
i--3
} V.

Neni tfeba testovat opakované vybéry, protoze prvky kombinace jsou
ce¥azené



7.4. Generatory nahodnych ¢&isel
Skute&n& ndhodna posloupnosti bitli v poditadi.
Kde vdude potfebujeme pouZivat ndhodnd &isla/bity?

@ Vytvéreni ndhodnych (velkych) privatnich kli¢t (v SSL certifikdtech).
PouZiti ndhodného hesla pfi Sifrovani SSL p¥enosu (zde musi byt heslo
skutetn& nahodné, jinak by mohlo byt uhodnuto!).

@ ReZenf kolizi paketidi na Ethernetu ndhodné dlouhym &ekanim s p¥istim
vysilanim.

@ Vyuziti p¥i pravdépodobnostnich algoritmech, vyuZivaji ndhodnych
bitli pro vyrazné statistické urychleni b&hu vypoctu.

@ P¥i statistické analyza algoritmi a redlnych procesi, riizné
modelovani chaotickych fyzikalnich dé&jd, atd.



Typy nahodnych generatora
Primitivni pseudondhodné generatory
VyuZivaji aritmetické vzorce typu

x:=(A-x+B) mod C.

Opakované iterujeme a vybrané bity x vytvareji posloupnost.

Nevyhody: velkd zavislost bitli na predchozich iteracich a snadnd
pFedvidatelnost.

Pseudondhodné generatory s vné&jsim vstupem

Podobné vzorce jako pfedchozi typ, navic p¥idavaji vstupy z vnéjsich
fyzickych procest (prodlevy stiski klaves, zpozd&ni operaci disku,
statistika sitovych paketi, atd.)

Problémy: zavislost na vnéjsSich podminkach, moZnost ovlivnéni vnéjsimi
podminkami, velka , cena" kazdého bitu.

Hardwarové nahodné generatory

ZaloZeny na riznych kvantovych Sumech (tfeba prechodové stavy
polovodi&i).

Problémy: pfevod Sumu na posloupnost uniformnich bitd, divéra

v kvantovou mechaniku.



7.5. Kombinatoricka exploze
P¥i programatorském Feseni problémi spjatych s diskrétni matematikou
¢asto pouzivame algoritmy typu:

Projdi vSechny moZnosti a podle nich rozhodni.

Casto v&ak nardzime na fenomén zvany exponencidlni kombinatorickd
exploze.

@ rychlost ristu funkce faktorial.

@ z Indie: p¥ibéh se zrnky obili na polich Sachovnice
Pokud potet prohleddvanych moZnosti roste exponencialng, tak i pfi
zvétSeni vstupu o 1 se potfebny ¢as vypoétu zmnohonasobi.
Stava se, Ze vypodlet pro vstup o velikosti 10 zvladne stroj s procesorem
386, ale vstup o velikosti 15 nelze spocitat ani na nejvykonnéjsich
pocitacich.
Mé&jte tento fenomén na paméti, aZ budete programovat prochazeni
moZnosti , hrubou silou*!

Vhodnou volbou algoritmu, datové struktury & omezujicich podminek
miZeme dosdhnout vyrazného zrychleni vypoctu.



Pocet riiznych (neisomorfnich!) turnaji pro n tymi (nerozliujeme po¥adi
kol ani losovani tymu).

n=2 1 turnaj
n=4 1 turnaj
n=06 1 turnaj
n=8 6 turnaji
n=10 396 turnaji
n=12 526 915 620 turnaj
n=14 1 132 835 421 602 062 347 turnaji
n=16 ?
Pokud rozlisujeme losovani tymiu, tak pro n = 14 je
98 758 655 816 833 727 741 338 583 040 turnaji.



Cast Il Uvod do Teorie Grafa
Kapitola 1. Pojem grafu

@ motivace
@ definice grafu

@ stupeii vrcholu v grafu
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