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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php
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6. Kongruence a modularni aritmetika
Moderni elektronickd komunikace se neobejde bez kédovéni a kryptografie.
@ kddovani — uloZeni ¢i prenos zprdv, kdy miZe dojit k neZddoucimu
poruseni dat a my prfesto potfebujeme minimalizovat ztraty
@ kryptografie — uloZeni &i pfenos zprdv, které nemaji byt pfistupné
tfetim stranam

Stoji na vysledcich teorie &isel a teorie grup.

P¥iklady aplikaci
@ zaznam CD, mp3
o telefonni hovory
o Zarové kddy, ISBN
@ RSA Sifrovani

Uvedeme mirny (vod do teorie &isel. Budeme pocitat s celymi &isly,
zpravidla z omezené mnoZiny &isel (8, 16, 32 bitd ... ).



Motivacni ptiklady
Nejprve ukaZeme, jak poditat ,modulo n“ a budeme umét zodpovédét
nasledujici otazky:

Zatizeni precetlo UPC &arovy kéd. Je 041331021641 platny UPC kéd?

Zapsali jsme si ISBN knihy 0-03-001559-5. Je to platny ISBN kéd? ’

v

Pozdéji ukdZeme, jak nékteré chyby nejen poznat, ale i opravit.

Vime-li, Ze nejspis &tvrta cifra UPC kédu 041331021641 je chybna, jaka je
spravna cifra?

Vime, Ze ISBN knihy 0-03-001559-5 je chybné. Vime, Ze p¥i psani ¢asto
omylem prohazujeme sousedni znaky. Poda¥i se zjistit spravny ISBN kéd?

y



Délitelnost

Délitelnost

M&jme dv& celd &isla a, b. Rekneme, Ze , jestliZze existuje takové
celé &islo k, Ze a- k = b, zapisujeme a | b.

V opaéném ptipadé ¥fikame, Ze , zapisujeme a{ b.

Cislu a ¥ikdme a &islu b Fikame

Plati 3|6, 3| 15.

Déle plati2| -6, 5|-5 a 7]0.

Naproti tomu 613, 245, 44—-6, 0¢L.

Plati v8ak 0 | 0, nebot 0 = k0, dokonce pro libovolné k € Z.
Nulou sice nemiiZeme délit, aviak nula miiZe byt dé&litelem, byt je
délitelem pouze nuly.




Operace vs. relace

Déleni je operace Z x (Z \ {0}) — Q.
Vysledkem dé&leni jednoho libovolného &isla druhym nenulovym ¢&islem je
treti &islo.

Plati 18:3=6, 0:7=0, 18:4=3.

Délitelnost je relace |C Z x Z.
Dv& &isla (v daném poradi) bud jsou v relaci — jedno je d&litelem druhého,
nebo nejsou.

3 déli &islo 18.
7 dé&li &islo 0.
4 nedéli ¢islo 18.



Vlastnosti délitelnosti

Véta

Mé&jme celd &isla b, ¢ a nenulové celé &islo a. Plati
@ Jestlize a| b a soutasné a | ¢, pak a| (b+ ¢).
@ Jestlize a | b pak a | bc pro viechna celd &isla c.

@ Jestlize a | b a soutasn& b | ¢, pak a | c.

Priklady

ProtoZe 3 | 12, tak 3 | 12¢ pro libovolné celé &islo c.
(ale nejen 12¢, také 12c¢ + 3, 12c + 6 a 12¢ + 9)

Dusledek

M&jme celd &isla b, ¢ a nenulové celé &islo a. Jestlize a | b a soutasné
a| c, pak a| rb+ sc pro libovolnd celd &isla r, s.

| N\
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Véta o jednoznacnosti podilu a zbytku

Véta o jednoznaénosti podilu a zbytku

Pro kazdé celé &islo a a kaZdé ptirozené &islo b existuji takovd jednoznaéné
uréend celd ¢islagar, kde0<r<b, Zea=qgb+r.

Cislu g ¥ikame a dislu r po délenf &isla a &islem b.

Priklad
Pro a =111 a b =9 plati:

111 = 11-9+412
111 = 12-943 musiplatit 0 < r <9
111 = 13-9-6

P¥iklad
Plati 7 | 21, proto 21 = 3-7 4 0, zbytek r = 0.
Plati 8 1 21, proto 21 =2 -8 + 5, zbytek r =5 # 0.




Dvé operace déleni se zbytkem

Podle Véty o déleni celych &isel se zbytkem miiZzeme kazdé dvojici
jednoznaéné ptidélit celoCiselny podil a zbytek po celogiselném dé&leni.

Operace déleni se zbytkem

'

Mé&jme dvé celd &isla a, b.

V rovnosti a = g - b+ r dané ve Vété o déleni celych &isel je &islo a
délencem, &islo b je délitelem, &islo g je celogiselnym podilem a &islo r je
zbytkem po déleni &isla a &islem b.

Ndsledujici zapis vyjadfuje operace podilu a zbytku celo¢iselného déleni.

g=adivb, r=amodb

Priklad
Pro a =111 a b = 9 z ptedchoziho ptikladu plati:

111div9 = 12, 111 mod 9 =3

Pozor, ,mod" zapsané v zdvorce ma jiny vyznam.



Kongruence

Mé&jme celd &isla a, b a pFirozené &islo m. Ifiekneme, Ze Cisla a, b jsou
, jestlize davaji stejny zbytek po déleni &islem m.
Zapisujeme
a=b (mod m).

V opaéném ptipadé piSeme

azb (mod m).

Formalné€ miZeme pomoci operace ,mod" zapsat

a=b (modm) < amodm= bmodm.

Plati 7 =1 (mod 2), protoze &islo 7 je liché.
Plati 12 =0 (mod 2), protoZe &islo 12 je sudé.
Plati 61 725 =0 (mod 3), protoZe 61 725 je nasobek &isla 3.




Ekvivalentni formulace kongruence dvou ¢isel

Lemma

M&jme celd &isla a, b a pFirozené &islo m. Potom a = b (mod m) pravé
tehdy, kdyz m | (b — a).

Ptiklad

Plati 8 298 = 8 228 (mod 7), protoZe rozdil &isel 8 298 — 8 228 = 70 je
nasobek 7.

Lemma

M&jme celd &isla a, b a p¥irozené &islo m. Potom a = b (mod m) pravé
tehdy, kdyz existuje celé &islo k takové, Zze b = a + km.

Urtete 748 549 mod 7 (zbytek po délenf &isla 748 549 &islem 7).

Plati 748 549 = 700 000 + 48 549 = 48 549 = 49 000 — 451 = —451 =
—490 +39=39=235+4=4 (mod 7).



Vlastnosti kongruenci

Kongruence se stejnym modulem mizZeme s&itat i ndsobit.

Véta

Mé&jme celd ¢&isla a, b, ¢, d a pFirozené &islo m.

Jestlize plati a= b (mod m), c = d (mod m), potom plati také
a+c=b+d (mod m), ac = bd (mod m).

Priklad
ProtoZe 7 =12 (mod 5) a —7 = 3 (mod 5), tak také
7—7=1243 (mod5)a7-(—7)=12-3 (mod 5).

Pozor, opa¢na implikace obecné& neplati!

Naptiklad 3+ 6 =7 +5 (mod 3), ale 3# 7 (mod 3) a 6 #5 (mod 3).
Podobn& 10 -6 = 4-15 (mod 5), ale 10 # 4 (mod 5) a 6 # 15 (mod 5).




Modularni aritmetika

Zbytky po d&leni stejnym délitelem (modulem) miZeme s&itat a nasobit.
Vysledek vyjad¥ime opét jako zbytek po déleni modulem m.

Mé&jme celd &isla a, b. Zavedeme operace ,,+m,“ a,,-m " pomoci klasického
soultu a operace ,,mod "

a+mb=(a+ b)modm, a-mb=(a-b)modm.

Rikdme také, e potitdme se zbytkovymi t¥idami modulo m.

Potitani na hodindch: 9 +125=2, (94 5)mod12 =2.

Soudet dvou sudych &isel nebo soulet dvou lichych &isel je sudé &islo.

a+mb=(a+ b)mod?2.




Modularni aritmetika - pokracovani

Takto definované operace maji ,,pékné" vlastnosti. Jsou
@ uzavfené na mnozin& {0,1..., m — 1} (zbytkd modulo m),
@ komutativni, a4+, b=b+,, a, amb=0>b-,a,

@ jsou asociativni,

a+m(b+mc)=(a+mb)+mec, am(bmec)=(amb) mc,

i distributivni vzhledem ke sé&itani,

am(b+mc)=amb+ma-mec,

existuji opacna &isla —a=m — a.

Pozor inverzni &isla existovat nemusi!



Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek

Vime, Ze je takové ptirozené &islo, které ma pravé dva ptirozené
délitele: jedni¢ku a sebe sama.

Mé&jme dvé nenulova celd ¢&isla a, b. Cisel a, b je
takovy kladny spole¢ny délitel m &isel a, b, ktery je délitelny jejich
libovolnym spole¢nym délitelem. Zna&ime je NSD(a, b) nebo jen (a, b).
Jestlize navic NSD(a, b) = 1, ¥ikdme, Ze a, b jsou

Cisla 91 a 77 jsou soud&Ind, plati NSD(91,77) = 7.
C

isla 92 a 77 jsou nesoud&lnd, plati NSD(92,77) = 1.

M{iZzeme mit mnoZinu po dvou nesoudé&lnych &isel.

Nalezeni prvoliselného rozkladu, resp. ovéfeni, zda &islo je prvocislo, je
naro¢na uloha.



Euklidiiv algoritmus

SlouZi k nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele dvou p¥irozenych &isel a, b.
@ je snadna implementace,
@ neni potreba prvotiselny rozklad.

Eukliduv algoritmus

Mé&jme dvé prirozend &isla a, b. Vydélime &islo a &islem b se zbytkem
(s vyuzitim V&ty o jednoznacnosti podilu a zbytku) a opakovan& délime
délitele zbytkem, dokud nebude zbytek nulovy.

a = bgi+n

= ng+n

n = nrg+rnm
r—2 = rIh—1qn-1+ "

-1 = faqn+0

Posledni nenulovy zbytek r,, je hledanym nejvéts$im spoleénym délitelem.

v




Najdéte nejvétsiho spoletného délitele Cisel 414 a 662.

Oznatime a = 414, b = 662. (Sikovn&j3i je oznatit a = 662, b = 414.)

Postupujeme dle Euklidova algoritmu:

414
662
414
248
166

82

662 -0+ 414
414 -1 + 248
248 -1+ 166
166 -1+ 82
82-2+42
2-41+0

Nejv&tsi spoletny délitel (414,662) = 2.



Euklidiiv algoritmus — implementace

Na vstupu mame dvé p¥irozend &isla a, b. Opakované délime se zbytkem.

Euklidiiv algoritmus

int a,b; // ptirozena tisla
X = a; // dé&lenec
y = b; // d&litel

while (y<>0) {
r = x mod y; // urCime zbytek r

X =y; // budeme d&lit d&litele

y =13 // d&lime zbytkem z pfedchozi iterace
}
return x; // (a,b) je posledni nenulovy zbytek

Proménna x obsahuje posledni nenulovy zbytek, coZ je hledany nejv&tsi
spole¢ny délitel &isel a, b.



Dalsi vyuziti Euklidova algoritmu

Eukliddv algoritmus funguje nejen pro celd &isla, ale na kaZdé mnoZiné se
dv&ma (p&knymi) operacemi.

@ pro déleni polynomd

@ pro tzv. Gaussova celd &isla
Ndsledujici v&ta ¥ika, Ze nejvétsi spolecny délitel Cisel a,b je mozno vyjadrit
jako linedrni kombinaci &isel a, b.

Bézoutova véta

Mé&jme ptirozena &isla a, b. Existuji celd &isla r, s takova, Ze
NSD(a, b) = ra+ sb.

Bézoutova véta dava Sikovny ndstroj pro praktické ¥eSeni nékterych tloh
s kongruencemi.

Euklidlv algoritmus je snadné rozsi¥it a koeficienty r, s z Bézoutovy
rovnosti urcit.



Ukazali jsme, Ze nejvétsi spolecny délitel Eisel 414 a 662 je 2. Najdéte
Bézoutovy koeficienty r, s, aby 2 = r - 414 + s - 662.

Postupem dle Euklidova algoritmu jsme urili:

662
414
248
166

82

414 -1+ 248
248 -1 + 166
166 -1 4 82
82-242
2-4140

Nyni z pfedposledni rovnosti vyjdd¥ime NSD(414,662) a dosadime

z pfedchozich rovnosti.
2 = 166—-2-82

2 = 166—2-(248—-166-1) =(—2)-248+3-166

2 = (—2)-248+3-(414—248-1
2 = 3-414+(-5)- (662 —414-1

—3-.414 + (—5) - 248

)
) =8-414 4 (—5) - 662

Hledané koeficienty jsou r = 8, s = —b.



Pomoci Bézoutovy véty Ize snadno ukdzat

Mg&jme pfirozend &isla a, b, c. Jestlize a | bc a p¥itom (a,b) =1, tak a | c.

V kongruencich mizeme kratit &islem nesoudélnym s modulem m.

M&jme celd &isla a, b, ¢ a pfirozené &islo m. Jestlize ac = bc (mod m) a
ptitom (m,c) =1, tak a= b (mod m).

V kongruencich mlizeme krétit spole¢nym délitelem obou stran a
modulu m.

Mg&jme celd &isla a, b, ¢ a pfirozené &islo m. Jestlize ac = bc (mod cm),
tak a= b (mod m).

Tato pozorovani vyuZijeme v posledni &3asti prednasky.



Linedrni kongruence

Mé&jme celd &isla a, b, pfirozené &islo m a promé&nnou x. Kongruenci

ax=b (mod m)

nazyvame

znamena najit vsechny hodnoty proménné x, pro které
je kongruence splnéna.

Priklad

Regenim kongruence x = 1 (mod 2) jsou pravé viechna lichd &isla.
Regenim kongruence x = 4 (mod 7) jsou viechna &isla x = 7k + 4, k € Z.
Regenim kongruence 3x = 0 (mod 7) jsou viechna &isla x = 7k, k € Z.
Regenim kongruence 3x = 4 (mod 7) jsou viechna &isla x = 7k +6, k € Z.
Kongruence 3x =1 (mod 6) nemd Z3dné YeSeni.

Nyni ukaZzeme, jak ¥eSeni najit, pokud né&jaké ¥efeni existuje.



Reseni linearnich kongruenci
Pro ¥eeni kongruenci jsou (stejné& jako pro ¥eZeni rovnic) vhodné
tzv. inverze modulo m.

Definice

Még&jme celé &islo a a p¥irozené &islo m, kde m > 1. Celé &islo @ nazveme
, jestlize plati 3-a=1 (mod m).

Ptiklad

Cislo 5 je inverzi &isla 3 modulo 7, proto¥e 5-3 =15 =1 (mod 7).
Cislo 3 je inverzni samo k sob& modulo 8, protoze 3-3 =1 (mod 8).
Cislo 7 je inverzi &isla 3 modulo 10, protoZze 7-3 =1 (mod 10).
Cislo 8 nema inverzi modulo 10, protoZe 8- x je sudé a 8- x #Z 1 (mod 10).

| N\

Ndsledujici véta ukazuje, kdy inverze modulo m existuje.

Mé&jme celé &islo a a pfirozené &islo m, kde m > 1. JestliZe jsou &isla a, m
nesoudélna, tak existuje inverze a &isla a modulo m a je jedind modulo m.

Dikaz existence je konstruktivni, dava navod jak k a inverzi 3 najit.



Még&jme celé &islo a a pF¥irozené &islo m, kde m > 1. JestliZe jsou ¢isla a, m
nesoudélnd, tak existuje inverze a &isla a modulo m a je jedind modulo m.

Diikaz: Protoze &isla a, m jsou nesoudéInd, tak podle Bézoutovy véty
existuji takova celd &isla r, s, Ze

r-a+s-m=1.
To znamen3, Ze

r-at+s-m =

r-a =

Cislo r je hledanou inverzi @ modulo m, platia =r.
Jednoznaénost nebudeme dokazovat. O

Plati i opa&né tvrzeni: pokud NSD(a, m) > 1, tak inverze &isla a
modulo m neexistuje.



ProtoZe (3,7) = 1, tak mliZzeme napsat 1 =5-3—-2-7=3-5 (mod 7).
Cislo 5 je inverzi k &islu 3 modulo 7, plati 3 = 5.

Pozor, pokud &islo a neni nesoudélné s modulem m, tak inverze nemiize
existovat!

Mg&jme &isla 14, 6. Plati (14,6) = 2, a podle Bézoutovy véty miZeme
napsat 2 =1:14 — 2 -6 a mensi &islo s touto vlastnosti neexistuje.
Avgak pro zadné &islo 3 nemize platit 143 =1 (mod 6).

Resitelnost linedrnich kongruenci mizZzeme shrnout:

Mé&jme celd &isla a, b a pfirozené &islo m.
Linedrni kongruence ax = b (mod m) m3 YeSeni pravé tehdy, kdyz
NSD(a, m) d&li b.




Reseni linearnich kongruenci

Nyni miZeme ¥esit linedrni kongruence o jedné neznamé analogicky jako se
tesi linearni rovnice.

Najd&te viechna FeSeni linedrni kongruence 3x =4 (mod 7).

Nejprve najdeme k &islu 3 inverzi modulo 7. Podle pfedchoziho p¥ikladu
3="5.
Nyni obé& strany kongruence vyndsobime inverzi 5. Dostaneme

5:-3x = 5-4 (mod7)
= 20 (mod7)
6 (mod 7)

enim jsou vechna ¢&isla, kterd po déleni 7 davaji zbytek 6.

Rege
Redeni jsou &isla x = 7k + 6, kde k € Z.

Nejpracnéjsi &ast feseni je nalezeni inverze modulo m.



Vyuzijeme véty pro upravy a zjednoduseni kongruenci
Mégjme celd ¢&isla a, b, ¢, d a pfirozené &islo m.
M&jme kongruence a = b (mod m), c =d (mod m).

@ Kongruence se stejnym modulem miiZzeme s¢itat.

a+c=b+d (mod m)
@ Kongruence se stejnym modulem mdiZeme ndsobit.
ac=bd (mod m)
@ Kongruence miizeme roznasobit libovolnym &islem c.
ac = bc (mod m)

@ V kongruencich mizeme kratit ¢islem ¢ nesoudélnym s modulem,
tj. pro (c,m) =1 plati

ac=bc (modm) = a=b (mod m).
@ V kongruencich mizeme krétit &islem ¢ = NSD(a, b, m).
ac=bc (modmc) = a=b (modm)

Tyto dpravy ndm umozni zjednoduSovat a fesit linedrni kongruence.



Najdéte a ov&Fte ¥edeni kongruence 5x = 2 (mod 13).

VyuZitim 5 = 8 dostaneme x = 16 (mod 13), tedy x = 13t + 3, t € Z.

Jiné ¥eSeni: p¥ittenim modulu 13 k pravé stran& 5x = 2 + 13 (mod 13).
Kracenim 5 dostaneme x = 3 (mod 13), tedy x =13t + 3, t € Z.

Zkouska? Sta¥i dosadit 5(13t + 3) =513t + 15 =0t + 2 (mod 13).

Najdéte ¥eSeni kongruence 3x =2 (mod 15).

Tato kongruence nem3 ¥edeni, protoze (3,15) = 3 a &islem 3 nelze kratit.

Najdéte ¥eSeni kongruence 3x = 6 (mod 15).

Vykratime &islem 3 ob& strany modul. Dostaneme x =2 (mod 5).
Tato kongruence ma YeSeni x = 5t + 2, t € Z, prestoze (3,15) = 3.
Vykratili jsme celou kongruenci i modul &islem 3.



Oprava ISBN kédu

Kamarad mél vybornou uéebnici jazyka C. Jeji ISBN-10 kéd je
80-05-00174-1. Osmou cifru nemiZeme pre&ist. Jakd to ma byt cifra?

Vime, Ze ISBN-10 kéd musi spliiovat
X1+ 2x2 + 3x3 + 4xg4 + 5x5 + 6x6 + 7x7 + 8xg + 9xg + 10x10 =0 (mod 11).
Sestavime linedrni kongruenci.

8+0+0+20+0+0+7+8x+36+10 = 0 (mod 11)

8xg+81 = 0 (mod 11)
8xg = —8l (mod 11)
8xg = 7 (mod11)

7-8x = 7-7 (mod11)

x¢ = 49=5 (mod 11)

Chybgjici cifra ISBN-10 kédu je 5. (VyuZili jsme, %e 8 = 7 modulo 11.)
Hledany ISBN-10 kéd ugebnice je 80-05-00154-1.



Cinska zbytkova véta

Ndsledujici véta ¥ika, Ze existuje jednoznalné Fedeni soustav linedrnich
kongruenci s navzajem nesoudélnymi moduly.

Cinska zbytkova véta

Mé&jme po dvou nesoudé&lnd pfirozena &isla my, my, ..., m, vétsi neZ jedna.
Még&jme celd &isla a1, ap, ..., a,. Soustava kongruenci

= ax (mod ml)

a, (mod my)

X ap (mod m,)

ma jediné ¥eseni modulo my - my - - - my,.

Reseni Ize vydislit. Nyni ukdZeme obecnou metodu.

v

Historicky dle problémi YeSenych ve starych rukopisech se vété ¥ika
» Cinska zbytkovd véta*“.



Diikaz predchozi v&ty je konstruktivni, ¢asto vsak Ize YeSeni najit
jednoduseji (p¥ipadnou) dpravou a kongruenci.

Ptiklad

Najdéte feSeni soustavy kongruenci

1 (mod 5)
= 2 (mod6)
3 (mod 7)

Na zdkladé pfedchozich tvrzeni vidime, Ze ¥eSeni prvni kongruence
x=1 (mod5)
jex=1+45t, kde t € Z.
Toto feSeni dosadime do druhé kongruence
1+5t = 2 (mod 6)
5t 1 (mod 6)
—t 1 (mod 6)
t = —1=5 (mod6)



Regeni kongruence
t=5 (mod 6)

jet=6u-+05, kde ueZ.
Dosazenim do x = 1 + 5t dostdvdme YeSeni prvnich dvou kongruenci

x=1+5(6u+5)=30u+26,ucZ,
coz dosadime do treti kongruence. Dostavdme

30u+26 = 3 (mod7)

2u—2 = 3 (mod7)
4.2u = 4-5 (mod?7)
u = 6 (mod7).

Regenim je u=7v+6, kde v € Z, coZ dosadime do FeSeni soustavy
prvnich dvou kongruenci.

x = 30u + 26 = 30(7v + 6) + 26 = 210v + 206, v € Z.

Dostdvame FeSeni soustavy vSech t¥i kongruenci.



VyuzZiti kongruenci — hashovaci funkce

P¥i ukladani velkého objemu dat mizeme nové zdznamy x pFiddvat

na konec databaze. To je nevyhodné p¥i vyhleddvani ziznami — musime
prohledat celou databazi.

Je-li m zdznami, tak pottebujeme O(m) krokd.

Myslenka hashovaci funkce: Odhadneme olekavanou velikost databaze m
a alokujeme odpovidajici pamé&t. Novy zdznam s kli¢em k vloZime
do databdze na pozici h(k), kde

h(k) = kmod m,

pripadné& na dal3i volné misto za h(k).
Misto prohleddvani databdze zdznam pak hledame na pozici h(k).

Databaze na skole s 15 000 studenty, rodné &islo.

Hashovaci funkce by mohla byt h(k) = rodne_cislo mod 15 000.
Lépe viak h(k) = rodne_cislo mod 30 000.




Vyuziti kongruenci — Pseudonahodna ¢&isla
Opravdu ndhodné &islo je vypoletné , drahé”.
Pseudonahodné vypocitame snadno a rychle

Xn+1 = (axp + b) mod m,
kde a, b, m jsou vhodné zvolena &isla. Inicializaéni hodnota xp je ,,seed”.

Priklad
Naptiklad pro a=7, b=4, m=9 a xg = 1 dostdvame

X1 (7x0 +4) mod 9 = 11mod 9 =2
xo = (7x1 +4)mod9 =18mod9 =0
x3 = (Txo+4)mod9 =4mod9 =4

xa = (Txo+4)mod9=32mod9 =5

Dostaneme posloupnost 1,2,0,4,5,3,7,8,6,1,2,0,4,...

Casto vyuzivany nihodny generstor: a=7°, b=0, m =23 — 1.



Vyuziti kongruenci — kontrolni soucty

Paritni soucty
Mé&jme zpravu s n bity xi, x2, ..., Xs.
Vysilajici pfida dalsi bit, kontrolni soucet

Xpt1 = (x1 + x2 + -+ + xp) mod 2.

Pokud nastane jedna (p¥ipadng lichy) poZet chyb, pfijemce zjisti, Ze

xi+x2+ -+ X+ xp41 Z0  (mod 2)

a muizZe vyzidat znovuzasldni/znovuptedetni zpravy.

Pokud je kontrolnich bitid vice, miZeme chybnd data OPRAVIT.
(pFiklad uvedeme pozdgji)



VyuzZiti kongruenci — UPC kédy

11l 0411 Wi

lIIlIIll [ flllllllll

| 012345

Touniry Code prefixand iem number Check digit

UPC kédy (Universal Product Code)

Existuje fada variant UPC kéd, zpravidla obsahuji néjaky kontrolni soucet.
UPC-A kéd ma 12 ¢&islic. Musi platit

3x1+x0+3x3+ x4+ 3x5+X6+3x7+xg+3x9+x10+3x11+Xx120 =0 (mod ].0)

Je 041331021641 platny UPC koéd?

Plati0+4+3+3+9+1+0+2+3+6+12+1=44=4 (mod 10),
proto kéd neni platny.



Aplikace feSeni linearnich kongruenci
Rekonstrukce UPC kédu ¢isla

Vime, Ze UPC kéd 041331021641 neni platny. Podrobnégjsim zkoumanim
vidime, Ze ¢tvrty znak kédu je znehodnocen. Jaky je spravny UPC kéd?

Vime, Ze cifry UPC kédu 041731021641 musi spliiovat
3x1+x0+3x3+x3+3x5+x6+3x7+xg+3Xg+Xx10+3x11+Xx12 = 0 (mod ].0)

Sestavime linedrni kongruenci

0+4+34+x+9+14+04+2+3+6+124+1 = 0 (mod 10)
x4 +41 = 0 (mod 10)
x4 = -1 (mod 10)

x4 = 9 (mod 10)
Hledana cifra UPC kédu je 9. UPC kéd je 041931021641.
Snadno ovéfime, Ze
3x1 4+ x2 + 3x3 + x4 + 3x5 + X6 + 3x7 + xg + 3x9 + x10 + 3x11 + X120 =
=0+4+3+94+9+14+0+2+3+6+12+1=50=0 (mod 10)



Dalsi vyuziti kongruenci

ISBN/ISSN
rodna &isla
&isla bankovek

&isla bankovnich actd

jednoduché Sifry



Aplikace feSeni linearnich kongruenci

Rekonstrukce rodného cisla

Babi¢ka zapomnéla své rodné ¢islo. Pamatuje si samozfejmé data narozeni
a &ast posledniho &tyféisli. Podaftilo se zrekonstruovat ndsledujici ¢ast
rodného &isla: 3465097248. Jaka je chybégjici cifra?

Vime, Ze pro cifry rodného &isla musi platit
x1X2 + X3X4 + XsX6 + x7x3 + Xxox10 =0 (mod 11).
Sestavime linedrni kongruenci

344+65+9+ (10x+2)+48 = 0 (mod 11)
1-1-2+4+10x+24+4 = 0 (mod 11)

10x = —4 (mod 11)

—x = —4 (mod 11)
x = 4 (mod 11)

Hledand cifra je 4.



Algoritmizace diskrétnich struktur

@ programové interpretace struktur
@ implementace mnoZin

@ generovani vybéri

@ generdtory ndhodnych ¢&isel

@ kombinatorickd exploze
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