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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.
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@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Kapitola 5. Rekurentné zadané posloupnosti

@ motivace

@ rekurentné zadané posloupnosti
@ hlavni dloha

@ metody FeSeni

o priklady



5. Rekurentné zadané posloupnosti

V minulé kapitole jsme pFipomnéli, Ze ne vZdy miZeme pocty jistych
vyb&rl vyjadfit pomoci jednoduchych vztahl probranych v Kapitole 2.
Dnes ukaZeme nékolik typickych situaci, které se objevi pf¥i feSeni tloh
pomoci rekurentnich algoritm.

Ukdzeme, jak mizZeme sloZitost nékterych vybranych algoritm( vy¢islit.

Typické ptiklady rekurentnich algoritm( &i postupi

@ merge sort

@ Ulohy dynamického programovani

@ potty uzdvorkovani n+ 1 &initeld pomoci n zdvorek

@ poclty , péstovanych kofenovych stromi" v kapitole UTG 4



5.1. Motivaini pfiklady
Velmi znamy je klasicky p¥ipad tzv. Fibonacciho posloupnosti.

Fibonacciho posloupnost

Na ostrové byl vysazen par malych kralikl. Kralici se rozmnoZuji az od
véku 2 mésicl, potom vsak miZeme Fici, ze kazdy mésic vychovaji dalsi
par kralikl. Jaky je polet f, par kraliki po n mésicich?

Je evidentni, Ze ff = hH = 1.
Pro n > 3 je podet périi uréen
@ poltem v predchozim mésici f,_1,

@ je potfeba pfipoditat poet pari starych dva mésice f,_», ktefi nyni
dosahli dospélosti a maji mladé.

Celkem mame f, = f,_1 + f,_» pari, jestlize neuvaZzujeme umirdni
populace.

Reden, tj. vztah pro f, odvodime na konci prednagky.



Hanojské véze

-

Hanojské véZe, autorem je Edouard Lucas (1842 — 1891)

Ptiklad

Mame t¥i koliky a sadu diski riiznych veIiIkostl'. Vsechny disky jsou
sefazeny podle velikosti na prvnim kilu. Ukolem je pfemistit v8echny disky
na jiny kil, pficemz

@ vzdy se presunuje pouze jeden disk,

@ nikdy nesmi leZet vétsi disk na mensim.
Jaky je (nejmensi) nutny potet krokl H, pro premist&ni celé vé&Ze s n
disky?




Hanojské véze

Abychom premistili nejvétsi disk, musi byt n — 1 diskli pfemisténo na jiny
kil H,_1 tahy.

Celkovy pocet tahl H,, rozdélime na t¥i &asti.
@ Nejprve H,_; tahy pfemistime n — 1 mensich diskid na tfeti kil,
@ pak jednim tahem p¥emistime nejvétsi disk na krajni kil,
@ nakonec H,_; tahy pfemistime n — 1 mensich disk( na nejvétsi disk.
Celkovy pocet tahi je dan rekurentnim vztahem
Hn = 2Hp-1 +1,
pficemz je jasné, Ze H; = 1.

Regent, tj. vztah pro H, odvodime na konci predndsky.



Bitové fetézce bez sousednich nul

Kolik existuje bitovych ¥etézcl délky n, které neobsahuji sousedni nuly?
(vyuZiti u &arovych kédi)

Ozna&me a, pocet hledanych bitovych ¥et&zci s n bity.
Rozlisime, zda Yet&zec n bitl kon&i 0 nebo 1 (pfedpoklidejme, ze n > 3).
@ pokud Fetézec koné&i 1, tak takovych tetézcl je pravé a,—1, kdy jsme
na konec pf¥idali bit 1,
@ pokud Fetézec kon&i 0, tak predposledni bit musi byt 1 a takovych
Fetézcl je pravé a,_», kdy jsme na konec pfidali dva bity 10.

Jind moZnost neni, proto celkovy pocet fetézcii délky n, které neobsahuji
sousedni nuly, je
ap = ap—1+ an—2.
Zbyva si uvédomit, Ze a1 =2, ap =4 —-1=3.
Na konci pfednasky odvodime vztah pro a,.
Pozor: a, podobné, ale jiné nez Fibonacciho posloupnost.



Kli¢ova slova se sudym poctem nul

Pocitalovy systém pracuje s kédovymi slovy sestavenymi z cifer 0, 1, ...,
9. Platné kédové slovo obsahuje sudy pocet cifer 0. Kolik takovych
kédovych slov délky n existuje?

Ozna&me x, polet hledanych kédovych slov s n ciframi.
Rozlisime, zda kédové slovo s n ciframi kon&i 0 nebo ne (ptedpokladame,
Zen>2).
@ kddovych slov, kterd nekonéi 0, je pravé 9x,_1, kdy jsme na konec
nékterého z x,_1 kédovych slov p¥idali cifru 1,2,..., 9,
@ kddové slov, kterd konti 0, je pravé tolik, kolik je chybnych kédovych
slov x,_1.

Jind mozZnost nenf, proto celkovy polet kédovych slov délky n, které
obsahuji sudy pocet nul, je

Xn = 9%,_1 4+ (10"t — x,_1) = 8x,_1 + 10" %,

Zbyva si uvédomit, Ze x3 = 9. Hleddme vztah x, pro n-ty &len.



Pocty uzavorkovani n + 1 €initeli pomoci n zavorek

Mame vyraz slozeny z n + 1 &initell, uzavorkujeme pomoci n pari
zavorek. Kolik existuje riiznych zplsobl uzavorkovani C,?

Co = 1, nebot x; je jediny zplisob.

C1 =1, nebot (x1 ® x2) je jediny zpiisob.

Co =2, nebot ((x1 D x2) ® x3), (x1 D (X2 D x3)) jsou dva zplisoby.

Cs3 = 5, nebot 5 zplsobil (((x1 & x2) B x3) B xa), (x1 D (2 D x3)) B x4),
(1@ x) ® (3@ xs)), (x1 @ ((2®x3) D xs)), (x1© (2@ (x3©x))).

Obecné& ve vné&jsi zavorce je vidy pravé jeden operdtor ,,&". VEimneme si,
Ze vyraz se skladad z operace dvou mensich vyrazl, kterych miizeme najit n
riznych podle poctu €lenl nalevo od operadtoru ve vnéjsi zavorce.

n—1
Cn = Z Ck Cnfkfl
k=0

Rekurentni posloupnost C, = ZZ;% Cx Ch_k—1 se objevuje v Fadé
praktickych problému, tzv. Catalanova &isla.



5.2. Rekurentné zadané posloupnosti

Opakovani:

Posloupnost miizeme zadat
@ vyctem nékolika prvnich prvkia: 1,3,7,15,31,...
@ rekurentné: a, =2a,_1+1,a =1
@ vztahem pro n-ty &len: a, =2" —1

Nyni se zabyvame rekurentné zadanymi posloupnostmi, kdy dalsi ¢len se
urci vypottem na zdkladé ptredchdazejicich ¢lend.

Hlavni aloha

Najit vztah pro n-ty &len.

@ pokud existuje,
@ pokud to lze

@ a pokud to umime.



Linearni homogenni rekurentni rovnice fadu k s konstantnimi

koeficienty

Linedrni homogenni rekurentni rovnice Fadu k s konstantnimi koeficienty je
rekurentné zadana posloupnost tvaru

ap = C1ap—1 + Cap—2 + -+ + Ckan_k,

kde c1, ¢, . .., ¢k jsou redlnd &isla, ¢, # 0.

Rozeberme definici rekurentni rovnice
@ je linedrni, protoZe se jedna o linedrni kombinaci pfedchozich &leni,
@ je homogenni, protoZze nema ¢len, ktery by nebyl ndsobkem a;,
@ je radu k, protoZe a, je vyjadfen pomoci nejvyse k predchozich &lend,
@ je s konstantnimi koeficienty, nebot kazdy koeficient u a; je
konstanta, nikoli funkci n.

Pro jednoznacné uréeni posloupnosti dané rekurenci ¥adu k musime zadat
k prvnich ¢&lend.



Fibonacciho posloupnost
Fibonacciho posloupnost f, = f,_1 + f,_> je linedrni homogenni rekurentnf{
rovnice druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty.

Prvni €leny jsou 1 =1, f, = 1.

Bitové fetézce bez sousednich nul

Posloupnost poctu bitovych retézcii délky n, které neobsahuji sousedni
nuly a, = ap_1 + an—2, je linedrni homogenni rekurentni rovnice druhého
fadu s konstantnimi koeficienty.

Prvni &leny jsou a; = 2, a» = 3.

Hanojské véze
Posloupnost nutného poctu krokii H,, pro pfemisténi celé hanojské véZe s n
disky H, =2H,_1 + 1, je linedrni rekurentni rovnice prvniho ¥adu

s konstantnimi koeficienty, kterda neni homogenni.

Prvni ¢len je H; = 1.



Kédova slova se sudym poétem nul

Pocet kédovych slov sestavenych z cifer 0, 1, ..., 9, kde navic kazdé
kédové slovo obsahuje sudy pocet cifer 0, je linearni rekurentni rovnice
prvniho ¥adu s konstantnimi koeficienty x, = 8x,_1 4+ 10", Prvni ¢len je
x1 = 9.

Tato rovnice neni homogenni, nebot &len 10"L neni ndsobkem a;.

Catalanova d&isla

Posloupnost Catalanovych &isel C, = Zz;é CkCh_k_1 je urena
rekurentni homogenni rovnici. Prvni &leny jsou G; =1, G = 2.

Tato rekurentni rovnice nenf linedrni, protoZe &leny Cy, C,_x ndsobime a
neni pevného ¥adu, nebot potet séitancil roste s n.

Ptiklad
Rekurentné zadana posloupnost a, = a,—_1 - a,—2 je rekurentni homogenni
rovnice druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty. Prvni &leny a; = 1,

dy = 2.

Tato rekurentni rovnice nenf linedrni, protoZze &leny a,_1, a,—» nasobime.



5.3. Metody FeSeni rekurentné zadanych posloupnosti

Hlavni uloha ¥eSeni rekurentnich rovnic

Je-li linedrni rekurentn{ rovnice (malého) ¥adu k s konstantnimi koeficienty
dana rekurentnim vztahem a dostatkem prvnich ¢&lentl, miZeme tuto
rovnici ,,vyfesit“. To znamend, Ze budeme hledat vztah pro n-ty &len,
pomoci kterého lze vyjadfit a, bez znalosti predchozich ¢&lend.

Ukazeme si, jak je moZno obecné postupovat:
@ nejprve sestavime tzv. charakteristickou rovnici,
@ potom najdeme kofeny charakteristické rovnice,

@ v zavislosti na poctu kofentl charakteristické rovnice zvolime tvar
obecného Fesend,

@ v zavislosti na hodnot& prvnich ¢lenti posloupnosti dopo&itame
neznamé koeficienty.

Zatneme jednoduchymi pfipady.



Charakteristicka rovnice a jeji kofeny

Je mozno ukdzat (naptiklad postupem s pomoci tzv. vytvotujicich funkci),
Ze ¥eSeni linedrnich homogennich rekurentnich rovnic s konstantnimi
koeficienty bude tvaru a, = r", kde r je vhodna konstanta.

Dosazenim do rekurentniho pfedpisu dostaneme

an = Cap-1+Cap2+ -+ Ckan—k
rn — Clrn 1—|—C2I’n_2—|—"'—|—Ckl’n_k
rko= Clrk_1 + c2rk_2 + -+ ckrk_k
0 = rk—clrk_l—CZrk_z—---—ck

Posledni rovnice se nazyva charakteristicka rovnice rekurentni rovnice.
Je zfejmé, Ze FeSeni této rovnice v proménné r jsou hledana &isla r;.
Rikame jim koteny charakteristické rovnice.



~ Ve

Postupné zobecnéni feseni

Pro nadzornost rozdélime ¥eSeni linedrnich homogennich rekurentnich rovnic
s konstantnimi koeficienty do n&kolika krok.
Kazdy dalsi krok zahrne vétsi mnozinu rekurentnich rovnic:
@ nejprve ukdZzeme, jak vypadd obecné Feseni linedrni homogenni
rekurentni rovnice ¥adu 2 s konstantnimi koeficienty,
> jestlize mame dva riizné redlné kofeny,
> a jestlize mame dva stejné realné koteny,
@ dile ukdzeme, jak vypada obecné Feseni linedrni homogenni rekurentni
rovnice ¥adu k s konstantnimi koeficienty, jsou-li kofeny
charakteristické rovnice rlizné.

@ Potom ukdzeme, jak vypada obecné Feseni linedrni homogenni
rekurentni rovnice ¥adu k s konstantnimi koeficienty,

@ a nakonec ukadZeme, jak vypada obecné feseni linedrni nehomogenni
rekurentni rovnice ¥adu k s konstantnimi koeficienty.

@ Dalsi zobecnéni jen zminime.



Tvar feSeni

Nejprve ukdZzeme, jak vypada tvar obecného FeSeni homogenni rovnice.

Mé&jme dvé redlna &isla ¢;, c». Pokud ma charakteristickd rovnice

r> — cir — ¢ = 0 dva riizné (redlné) koreny r1, r, tak ¥efeni rekurentni
rovnice a, = Ciap—1 + C2ap—2 Ma tvar a, = a1r{ + aory,

pron=0,1,2,....

Dikaz neuvadime.

Plati dokonce silng&jsi tvrzeni, kofeny nemusi byt realné.



Najdéte feSeni rekurentni rovnice a, = a,—1 + 2ap—2, kde a9 =2, a1 = 7.

Postupujeme podle ndvodu uvedeného dFive:
P¥edpokladame Yeseni tvaru a, = r". Dosazenim do rekurentni rovnice
dostaneme charakteristickou rovnici

rP—r—2 = 0
(r+1)(r—2) = 0.
Charakteristické kofeny jsou rp =2, r» = —1. Obecné YeSeni je tvaru

an = a12" + ap(—1)".
Dosazenim ag, a; dostaneme dvé rovnice o neznamych a1, as.

30:2 = a1-1+062'1
aa=7 = Oé1-2+062'(—1)

ReSenim soustavy dostaneme a3 = 3, ap = —1, proto obecné Yeseni je

a,=3-2"—1-(-1)".



Vskutku,
@ vztah a, =3-2" - 1(—1)" pron=0,1,2,...
@ rekurentni rovnice a, = a,_1 + 2a,_», kde ag =2, a1 =7

popisuji stejnou posloupnost:

2,7,11,25,47,97,191, 385,767,1 537,3 071, . ..

Nyni se podivame na p¥ipad s ndsobnymi koteny.

Me&jme dvé redlna &isla c1, ¢, kde ¢ # 0. Pokud ma charakteristicka
rovnice r2 — cir — ¢ = 0 jeden dvojndsobny (redlny) ko¥en rg, tak Feeni
rekurentni rovnice a, = c1ap—1 + c2ap,—> ma tvar a, = ayry + aanry,
pron=0,1,2,....

Vsimnéte si, Ze druhy &len obecného Feseni je vyndsoben n.



Najdéte feseni rekurentni rovnice a, = 10a,_1 — 25a,_», kde ag = 3,
al = 5.

Opét postupujeme stejné:
Predpokladame ¥esSeni tvaru a, = r"”. Dosazenim do rekurentni rovnice
dostaneme charakteristickou rovnici

r?—10r+25 = 0
(r—5)(r—5) = 0.
Charakteristické kofeny jsou r; = r» =5, oznatme ry = 5. Obecné ¥eSeni
Je tvaru
an = a15" + apnb".
Dosazenim ag, a; dostaneme dvé rovnice o neznamych a1, ao.
a=3 = a1-1+40
aa=5 = a1-5+az-5
Redenim soustavy dostaneme oy = 3, ap = —2, proto Yedeni je

ap=23-5"—2n5".



Nasli jme vztah pro n-ty &len
@ a, =3-5" —2n5", popisuje stejnou posloupnost jako
@ rekurentni rovnice a, = 10a,_1 — 25a,_», kde ag = 3, a; = 5.

Posloupnost je

3,5,—25, 375, —3 125, —21 875, —140 625, ...

Reseni linearnich rekurentnich rovnic je mozné dale zobecnit pro vyssi fady.

Még&jme redlna &isla ¢, ¢, . . ., ck. Pokud ma charakteristicka rovnice

rk—qrkl —grk=2 — ... —_ ¢, =0 riznych k kofenl ri, o, ..., rg, tak

feSeni rekurentni rovnice a, = ciap—1 + c2ap—2 + - -+ + ckap—k mMa tvar
an=o1r +oory +---+agr], pron=0,1,2,....




Najdéte feSeni rekurentni rovnice a, = 4a,_1 — a,—» — 6a,_3, kde ag =
a) = 5, dpy = 13.

Dostaneme charakteristickou rovnici
rP—4r’ +r+6=0.

Charakteristické kofeny jsou n = —1, r» = 2, r3 = 3. Obecné ¥eZeni je
tvaru
an = al(—l)” + 2" + a33".

Dosazenim ag, a1, a» dostaneme t¥i rovnice o neznamych ag, ap, as.

=6 = ai+ax+a3
ai=5 = —ai1+2ar+3a3
a =13 = a1+ 4as+9a3
Regenim soustavy dostaneme a1 = 2, ap = 5, a3 = —1, proto obecné
feseni je

an=2-(-1)"+5.2"—3".



Obecné Feseni lin. homogenni rekurentni rovnice s konst. koeficienty

Még&jme redlna &isla ¢, ¢, . . ., ck. Pokud ma charakteristicka rovnice
rk —cirk=t — cork=2 — ... — ¢, = 0 riiznych t kofenti ri,r, ..., 1t
s ndsobnostmi my, mo, ..., m;, tak feSeni rekurentni rovnice
ap = Ciap_1+ @ap_o2+ -+ ckan_x ma pron=20,1,2,... tvar
a, = (o11+aipn+---+ al,mlnmlfl)ﬁ" +
+(a21 + agon+ -+ @ mn™ ) +
+--+ (a1 Faron+ -+ at,mtn’"f_l)rt”

Abychom nagli YesSeni, tak
© sestavime charakteristickou rovnici,
@ urdime charakteristické kofeny (pokud to Ize),
© sestavime FeSeni v pfedpokladaném tvaru s koeficienty «; j,
Q dosadime k prvnich (zndmych) &len,
© vyreSime soustavu rovnic s k neznamymi,
Q sestavime obecné FeSen.



Obecné feseni linearni nehomogenni rekurentni rovnice
s konstantnimi koeficienty
Zatim umime ¥esit pouze homogenni rekurentni rovnice ...
Regeni nehomogennich rekurentnich rovnic ma dvé €asti
@ obecné ¥eseni pridruZzené homogenni rekurentni rovnice,
@ jedno partikularni feseni linedrni nehomogenni rekurentni rovnice.

Véta
M&jme redlnd &isla ci, ¢, . . ., ¢k, m&me funkci F(n) riznou od konstantni

nulové funkce.
Jestlize af,p) je partikularni YeSenf linedrni nehomogenni rekurentni rovnice

s konstantnimi koeficienty

an = cCap—1+ @an—2+ -+ ckan—x + F(n),

tak kazdé Feseni je tvaru ag,p) + ag,h), kde af,h) je YeSeni pridruzené linearni
homogenni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

ap = Clap—1+ Cap—2+ -+ Ckan—k-




Ukazte, %e aP) = —n—2 je (partikuldrnim) ¥eSenim rekurentni rovnice

a, = 2ap—1 + n.

Abychom YeSeni ovéFili, stali dosadit a porovnat:

a, = 2a,_1+n
—n—2 = 2(=(n—=1)—2)+n
—-n—2 = —n-—-2.

Vsimnéte si: partikularni ¥eSeni ma tvar aﬁf’) =cn+d.

Ukazte, %e aP) = ¢ - 7" je vhodny tvar (partikuldrniho) ¥eSeni rekurentni

rovnice a, = ba,_1 —6a,_» +7".

Opét dosadime a porovname:

an = bap_1—6a,_o+7"
c-7" = 5¢c-7" 1 —6c- 7" 247"
49
C —

%.



M&jme k redlnych &isel ci, ¢, . .., ck, m&me funkci F(n), kterd neni
konstantni a rovna nule.

Predpokladejme, Ze ag,p) je feSeni nehomogenni linedrni rekurentni rovnice
s konstantnimi koeficienty

an = C1apn—1+ Can—2 + -+ ckan—k + F(n),

kde F(n) = (bent + by_1nt=1 4 - 4 byn+ by)s".
@ Jestlize s neni kofenem charakteristické rovnice p¥idruzené linedrni

homogenni rekurentni rovnice, tak af,”) ma tvar

(pen® + pe—1n® + -+ + pin+ po)s”.

@ Jestlize s je kofenem s nasobnosti m charakteristické rovnice

pFidruzené linedrni homogenni rekurentni rovnice, tak as,p) ma tvar

n"(pen® + pe_1n® Tt + -+ pin+ po)s”.




Reste rekurentni rovnici a, = 2a,—1 + n2".

Nejprve uréime YeSeni p¥idruzené linedrni homogenni rekurentni rovnice
an = 2ap—1.

Jeji charakteristicka rovnice r” = 2r"~! ma nenulovy koten r = 2.
0 v oo (h
Proto tvar obecného feseni je ag, %

v s

Déle uréime partikuldrni YeSeni plivodni linedrni nehomogenni rekurentni

Y

rovnice. Podle pfedchozi véty pfedpokladame tvar feSeni

nebot ziklad 2 je kofenem charakteristické rovnice.

Pro uréeni nezndmych konstant dosadime partikularni ¥YeSeni

as,p) = n(cn + d)2" do rekurentni rovnice a, = 2a,_1 + n2".



Ptiklad pokracovani
Dostaneme
n(cn+ d)2" =

2-(n—1)(c(n—1)+d)2" 4 n2"
(cn® +dn)2" = 2.
(
(—

(

(c(n—1)2+d(n—1))2""! 4 n2"
cn®> —2cn+ ¢+ dn—d + n)2"

2c+d+1)n+(c—d).

(cn® + dn)2" =
dn =

Porovnanim koeficientii polynomti u n' a n® dostaneme soustavu rovnic

nt: d = —2c+d+1
n° 0 = c—d.
Soustavu vyfe$ime a dostaneme ¢ = % d = 5 a partikularni ¥eSenf je

alP) — n(n+ 1)2m = (n? + n)2n-1.

.

Regeni dané rekurentni rovnice je
an=a +aP =q.2n 4 (n® + n)2" 1 = (n? + n42a)2" 1.

Hodnota konstanta « zdvisi na po¢ate¢ni hodnoté a;.



5.4. ReSeni motiva¢nich p¥ikladii z dvodu kapitoly

Fibonacciho posloupnost

Najdéte feseni rekurentni rovnice f, = f,_1 + f,—», kde fp =0, 1 = 1.

Dostaneme charakteristickou rovnici r> — r —1 = 0.
Charakteristické koteny jsou r; = (14 1/5)/2, r» = (1 — 1/5)/2. Obecné

feSeni je tvaru
n n
1++5 1-5
fo=0q > + 5

Dosazenim fy = 0, f; = 1 dostaneme dvé& rovnice o neznamych a1, as.

0 = a1-14ax-1
1+/5 1-+5
1 = ap- + ap -
2 2
Regenim soustavy dostaneme aq = ? ap = —?, proto obecné Yeseni je

5

fr= 22
2 2

V5 <1+¢5>”_¢6_<1—¢6>”
5



Hanojské véze

Najdéte ¥eseni rekurentni rovnice H, = 2H,_1 + 1, kde H; = 1.

Jedn3d se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici.
Na druhou stranu se jednd o rekurentni rovnici prvniho ¥adu, YeSeni
odvodime jinak.
Vsimneme si
H, = 2H,_1+1
= 22H, 2+ 1) +1=2*H, 2 +2+1
= 2°(2H, 3+ 1)+2+1=2%H, , +2*+2+1

— 2n_1Hl+2n_2+2n_3+"'+2+1
— 2n—1+2n—2+2n—3+___+2+1
= 2"—1.
Hledané ¥eseni linedrni nehomogenni rovnice hanojskych vézi je

H,=2"—1.



Bitové fetézce bez sousednich nul

Najdéte feSeni rekurentni rovnice a, = a,_1 + a,—», kde a; = 2, a» = 3.

Dostaneme charakteristickou rovnici r2 — r —1 = 0.
Charakteristické kofeny jsou r; = (1 ++/5)/2, r» = (1 — \/5)/2. Obecné

feSeni je tvaru
n n
1++5 1-+/5
dn = (1 > 2 5 .

Dosazenim a; = 2, a, = 3 dostaneme dvé& rovnice o neznamych az, as.

2 = a1- <1+2\/§> + - <1_2\/§>

2
o 15 e (59
+/5

ReSenim soustavy dostaneme a3 = 5 oo 2 = 5_1(‘)/5, obecné feseni je

C5+v5 (1+v5)  5-v6 (1-VB)
=0 T\ T2 AT




Kli¢ova slova se sudym poctem nul

Najd&te Yefeni rekurentni rovnice x, = 8x,_1 + 10" ! kde x; = 9.

Nejedna se linedrni o homogenni rekurentni rovnici s konstantnimi
koeficienty.

Nejprve najdeme obecné ¥eseni p¥idruZzené homogenni rekurentni rovnice
Xn = 8Xp_1.
Jeji charakteristicka rovnice r" = 8r"~! m4 nenulovy kofen r = 8.

o vw s (h
Proto tvar obecného fegeni je x,(, ) = a8,
Konstantu a mizeme uréit az budeme znat partikularni ¥eseni.

Déle uréime partikuldrni YeSeni plivodni linedrni nehomogenni rekurentni
rovnice. Podle véty ptedpokladame tvar partikuldrniho ¥eSeni

xP) = c. 107,
nebot zaklad 10 neni kofenem charakteristické rovnice.

Pro uréeni konstanty ¢ dosadime partikuldrni ¥eSeni x,(,p) =c-10"
do rekurentni rovnice x, = 8x,_1 + 10"1.



Dostaneme L
cl0" = 8-c10" !+ 10"

10c = 8c+1
2c = 1
1
c = -.
2

Nyni obecné ¥eseni rekurentni rovnice x, = 8x,_1 + 10m-1 je
1
xn:x,(,h)—i—x,(,p) :Oz-8”—|—§~10".

Hodnotu konstanty « uréime dosazenim x; =9 a n =1 do obecného
FeSeni x, = o - 8" + % -10". Dostaneme 1
9 = a-8+--10

2

9-5 = 8«
1

a = —.
2

Redeni dané rekurentni rovnice v&etn& potatetni podminky je
1 1
Xn 8"+ = -10".

2 2



Merge sort

Merge sort je dobfe znamy algoritmus, ktery slouZi k sefazeni posloupnosti
n prvki. Jednd se o rekurzivni algoritmus.

Zname-li algoritmus, tak snadno nahlédneme, Ze pocet porovnani a pocet
operaci M,, pro sefazeni posloupnosti n prvki mizeme shora odhadnout
rekurentni rovnici M, = 2Mp, /21 + n, kde My = 1.

Tuto linedrni nehomogenni rekurentni rovnici neumime ¥esit, protoZe nema
pevny ¥ad.

Je moZno ukdzat, Ze ¥eSeni, tj. polet krok Merge sort algoritmu, je
funkce slozitosti
M, = O(nlog n).



Hanojské véze — jiné feSeni
Najdéte feSeni rekurentni rovnice H, = 2H,_1 + 1, kde H; = 1.

Jedna se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici.

Nejprve najdeme obecné ¥eSeni pFidruZené homogenni rovnice H, = 2H,,_1.
Charakteristickd rovnice ma tvar r = 2. M3 jediny kofen, proto tvar
obecného Fedeni je H, = - 2". Hodnotu konstanty « uréime nakonec.

ProtoZe funkce F(n) = 1, tak partikuldrni ¥eSeni H'P) ¢eksme tvaru c - 1.

Abychom ur¢ili hodnotu c, tak partikularni ¥eSeni dosadime do rekurentni

/
|

rovnice. H, = 2H,_1+1
c = 2c+1
-1 = ¢
Partikularni YeSeni je H,(,p) = —1 a obecné FfeSeni nehomogenni rovnice je

tvaru H, = o - 2" — 1.

Nyni vycislime hodnotu a dosazenim pocateéni podminky H; = 1.
Dostaneme 1 = - 2! — 1, tedy a = 1.

Hledané ¥eseni linedrni nehomogenni rovnice poctu tahi YeSeni hanojskych
vézi je H, =2" — 1.



Kapitola 6. Kongruence a modularni aritmetika
@ motivace
@ dé&leni a délitelnost
@ linedrni kongruence o jedné neznamé
@ metody Fedeni

o priklady vyuziti
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