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O tomto souboru

Tento soubor je zamýšlen p̌redevš́ım jako pomůcka pro p̌rednášej́ıćıho.
Řadu důležitých informaćı v souboru nenajdete, protože p̌rednášej́ıćı je
ř́ıká, ukazuje, p̌ŕıpadně maluje na tabuli. Přednášky jsou na webu
k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat prob́ıraná témata
z p̌rednášek, které zameškali.

Pro samostatné studium doporučuji skripta:

M. Kubesa: Základy diskrétńı matematiky, výukový text

P. Ková̌r: Úvod do teorie graf̊u, výukový text

Pro p̌ŕıpravu ke zkoušce a ṕısemkám doporučuji cvičebnici:

P. Ková̌r: Cvičeńı z diskrétńı matematiky, sb́ırka p̌ŕıkladů

Vše na http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety dm.php
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Přehled p̌rednášky

Kapitola 5. Rekurentně zadané posloupnosti

motivace
rekurentně zadané posloupnosti
hlavńı úloha
metody řešeńı
p̌ŕıklady
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5. Rekurentně zadané posloupnosti
V minulé kapitole jsme p̌ripomněli, že ne vždy můžeme počty jistých
výběr̊u vyjáďrit pomoćı jednoduchých vztahů probraných v Kapitole 2.
Dnes ukážeme několik typických situaćı, které se objev́ı p̌ri řešeńı úloh
pomoćı rekurentńıch algoritmů.
Ukážeme, jak můžeme složitost některých vybraných algoritmů vyč́ıslit.

Typické p̌ŕıklady rekurentńıch algoritmů či postupů

merge sort
úlohy dynamického programováńı
počty uzávorkováńı n + 1 činitel̊u pomoćı n závorek
počty

”
pěstovaných kǒrenových stromů“ v kapitole UTG 4
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5.1. Motivačńı p̌ŕıklady
Velmi známý je klasický p̌ŕıpad tzv. Fibonacciho posloupnosti.

Fibonacciho posloupnost

Na ostrově byl vysazen pár malých kráĺık̊u. Kráĺıci se rozmnožuj́ı až od
věku 2 měśıc̊u, potom však můžeme ř́ıci, že každý měśıc vychovaj́ı daľśı
pár kráĺık̊u. Jaký je počet fn pár̊u kráĺık̊u po n měśıćıch?

Je evidentńı, že f1 = f2 = 1.
Pro n ≥ 3 je počet pár̊u určen

počtem v p̌redchoźım měśıci fn−1,

je poťreba p̌ripoč́ıtat počet pár̊u starých dva měśıce fn−2, ktěŕı nyńı
dosáhli dospělosti a maj́ı mladé.

Celkem máme fn = fn−1 + fn−2 pár̊u, jestliže neuvažujeme uḿıráńı
populace.

Řešeńı, tj. vztah pro fn odvod́ıme na konci p̌rednášky.
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Hanojské věže

Hanojské věže, autorem je Édouard Lucas (1842 – 1891)

Př́ıklad

Máme ťri koĺıky a sadu disk̊u r̊uzných velikost́ı. Všechny disky jsou
sěrazeny podle velikosti na prvńım k̊ulu. Úkolem je p̌reḿıstit všechny disky
na jiný k̊ul, p̌ričemž

vždy se p̌resunuje pouze jeden disk,

nikdy nesḿı ležet věťśı disk na menš́ım.

Jaký je (nejmenš́ı) nutný počet krok̊u Hn pro p̌reḿıstěńı celé věže s n
disky?
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Hanojské věže

Abychom p̌reḿıstili nejvěťśı disk, muśı být n − 1 disk̊u p̌reḿıstěno na jiný
k̊ul Hn−1 tahy.

Celkový počet tahů Hn rozděĺıme na ťri části.

Nejprve Hn−1 tahy p̌reḿıst́ıme n − 1 menš́ıch disk̊u na ťret́ı k̊ul,

pak jedńım tahem p̌reḿıst́ıme nejvěťśı disk na krajńı k̊ul,

nakonec Hn−1 tahy p̌reḿıst́ıme n − 1 menš́ıch disk̊u na nejvěťśı disk.

Celkový počet tahů je dán rekurentńım vztahem

Hn = 2Hn−1 + 1,

p̌ričemž je jasné, že H1 = 1.

Řešeńı, tj. vztah pro Hn odvod́ıme na konci p̌rednášky.
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Bitové řetězce bez sousedńıch nul

Př́ıklad

Kolik existuje bitových řetězc̊u délky n, které neobsahuj́ı sousedńı nuly?
(využit́ı u čárových kódů)

Označme an počet hledaných bitových řetězc̊u s n bity.
Rozlǐśıme, zda řetězec n bit̊u konč́ı 0 nebo 1 (p̌redpokládejme, že n ≥ 3).

pokud řetězec konč́ı 1, tak takových řetězc̊u je právě an−1, kdy jsme
na konec p̌ridali bit 1,

pokud řetězec konč́ı 0, tak p̌redposledńı bit muśı být 1 a takových
řetězc̊u je právě an−2, kdy jsme na konec p̌ridali dva bity 10.

Jiná možnost neńı, proto celkový počet řetězc̊u délky n, které neobsahuj́ı
sousedńı nuly, je

an = an−1 + an−2.

Zbývá si uvědomit, že a1 = 2, a2 = 4− 1 = 3.

Na konci p̌rednášky odvod́ıme vztah pro an.
Pozor: an podobné, ale jiné než Fibonacciho posloupnost.
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Kĺıčová slova se sudým počtem nul

Př́ıklad

Poč́ıtačový systém pracuje s kódovými slovy sestavenými z cifer 0, 1, . . . ,
9. Platné kódové slovo obsahuje sudý počet cifer 0. Kolik takových
kódových slov délky n existuje?

Označme xn počet hledaných kódových slov s n ciframi.
Rozlǐśıme, zda kódové slovo s n ciframi konč́ı 0 nebo ne (p̌redpokládáme,
že n ≥ 2).

kódových slov, která nekonč́ı 0, je právě 9xn−1, kdy jsme na konec
některého z xn−1 kódových slov p̌ridali cifru 1,2,. . . , 9,

kódové slov, která konč́ı 0, je právě tolik, kolik je chybných kódových
slov xn−1.

Jiná možnost neńı, proto celkový počet kódových slov délky n, které
obsahuj́ı sudý počet nul, je

xn = 9xn−1 + (10n−1 − xn−1) = 8xn−1 + 10n−1.

Zbývá si uvědomit, že x1 = 9. Hledáme vztah xn pro n-tý člen.
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Počty uzávorkováńı n + 1 činitel̊u pomoćı n závorek

Př́ıklad

Máme výraz složený z n + 1 činitel̊u, uzávorkujeme pomoćı n pár̊u
závorek. Kolik existuje r̊uzných způsobů uzávorkováńı Cn?

C0 = 1, nebot’ x1 je jediný způsob.
C1 = 1, nebot’ (x1 ⊕ x2) je jediný způsob.
C2 = 2, nebot’ ((x1 ⊕ x2)⊕ x3), (x1 ⊕ (x2 ⊕ x3)) jsou dva způsoby.
C3 = 5, nebot’ 5 způsobů (((x1 ⊕ x2)⊕ x3)⊕ x4), ((x1 ⊕ (x2 ⊕ x3))⊕ x4),
((x1 ⊕ x2)⊕ (x3 ⊕ x4)), (x1 ⊕ ((x2 ⊕ x3)⊕ x4)), (x1 ⊕ (x2 ⊕ (x3 ⊕ x4))).

Obecně ve vněǰśı závorce je vždy právě jeden operátor
”
⊕“. Všimneme si,

že výraz se skládá z operace dvou menš́ıch výraz̊u, kterých můžeme naj́ıt n
r̊uzných podle počtu členů nalevo od operátoru ve vněǰśı závorce.

Cn =
n−1∑
k=0

CkCn−k−1

Rekurentńı posloupnost Cn =
∑n−1

k=0 CkCn−k−1 se objevuje v řadě
praktických problému, tzv. Catalanova č́ısla.
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5.2. Rekurentně zadané posloupnosti
Opakováńı:
Posloupnost můžeme zadat

výčtem několika prvńıch prvk̊u: 1, 3, 7, 15, 31, . . .

rekurentně: an = 2an−1 + 1, a0 = 1

vztahem pro n-tý člen: an = 2n − 1

Nyńı se zabýváme rekurentně zadanými posloupnostmi, kdy daľśı člen se
urč́ı výpočtem na základě p̌redcházej́ıćıch členů.

Hlavńı úloha

Naj́ıt vztah pro n-tý člen.

pokud existuje,

pokud to lze

a pokud to uḿıme.
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Lineárńı homogenńı rekurentńı rovnice řádu k s konstantńımi
koeficienty

Lineárńı homogenńı rekurentńı rovnice řádu k s konstantńımi koeficienty je
rekurentně zadaná posloupnost tvaru

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k ,

kde c1, c2, . . . , ck jsou reálná č́ısla, ck 6= 0.

Rozeberme definici rekurentńı rovnice

je lineárńı, protože se jedná o lineárńı kombinaci p̌redchoźıch členů,

je homogenńı, protože nemá člen, který by nebyl násobkem ai ,

je řádu k , protože an je vyjáďren pomoćı nejvýše k p̌redchoźıch členů,

je s konstantńımi koeficienty, nebot’ každý koeficient u ai je
konstanta, nikoli funkćı n.

Pro jednoznačné určeńı posloupnosti dané rekurenćı řádu k muśıme zadat
k prvńıch člen̊u.
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Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost fn = fn−1 + fn−2 je lineárńı homogenńı rekurentńı
rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty.
Prvńı členy jsou f1 = 1, f2 = 1.

Bitové řetězce bez sousedńıch nul

Posloupnost počtu bitových řetězc̊u délky n, které neobsahuj́ı sousedńı
nuly an = an−1 + an−2, je lineárńı homogenńı rekurentńı rovnice druhého
řádu s konstantńımi koeficienty.
Prvńı členy jsou a1 = 2, a2 = 3.

Hanojské věže

Posloupnost nutného počtu krok̊u Hn pro p̌reḿıstěńı celé hanojské věže s n
disky Hn = 2Hn−1 + 1, je lineárńı rekurentńı rovnice prvńıho řádu
s konstantńımi koeficienty, která neńı homogenńı.
Prvńı člen je H1 = 1.
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Kódová slova se sudým počtem nul

Počet kódových slov sestavených z cifer 0, 1, . . . , 9, kde nav́ıc každé
kódové slovo obsahuje sudý počet cifer 0, je lineárńı rekurentńı rovnice
prvńıho řádu s konstantńımi koeficienty xn = 8xn−1 + 10n−1. Prvńı člen je
x1 = 9.
Tato rovnice neńı homogenńı, nebot’ člen 10n−1 neńı násobkem ai .

Catalanova č́ısla

Posloupnost Catalanových č́ısel Cn =
∑n−1

k=0 CkCn−k−1 je určena
rekurentńı homogenńı rovnićı. Prvńı členy jsou C1 = 1, C2 = 2.
Tato rekurentńı rovnice neńı lineárńı, protože členy Ck , Cn−k násob́ıme a
neńı pevného řádu, nebot’ počet sč́ıtanc̊u roste s n.

Př́ıklad

Rekurentně zadaná posloupnost an = an−1 · an−2 je rekurentńı homogenńı
rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Prvńı členy a1 = 1,
a2 = 2.
Tato rekurentńı rovnice neńı lineárńı, protože členy an−1, an−2 násob́ıme.
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5.3. Metody řešeńı rekurentně zadaných posloupnost́ı

Hlavńı úloha řešeńı rekurentńıch rovnic

Je-li lineárńı rekurentńı rovnice (malého) řádu k s konstantńımi koeficienty
dána rekurentńım vztahem a dostatkem prvńıch členů, můžeme tuto
rovnici

”
vy̌rešit“. To znamená, že budeme hledat vztah pro n-tý člen,

pomoćı kterého lze vyjáďrit an bez znalosti p̌redchoźıch člen̊u.

Ukážeme si, jak je možno obecně postupovat:

nejprve sestav́ıme tzv. charakteristickou rovnici,

potom najdeme kǒreny charakteristické rovnice,

v závislosti na počtu kǒrenů charakteristické rovnice zvoĺıme tvar
obecného řešeńı,

v závislosti na hodnotě prvńıch členů posloupnosti dopoč́ıtáme
neznámé koeficienty.

Začneme jednoduchými p̌ŕıpady.
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Charakteristická rovnice a jej́ı kǒreny

Je možno ukázat (nap̌ŕıklad postupem s pomoćı tzv. vytvǒruj́ıćıch funkćı),
že řešeńı lineárńıch homogenńıch rekurentńıch rovnic s konstantńımi
koeficienty bude tvaru an = rn, kde r je vhodná konstanta.
Dosazeńım do rekurentńıho p̌redpisu dostaneme

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k

rn = c1rn−1 + c2rn−2 + · · ·+ ck rn−k

rk = c1rk−1 + c2rk−2 + · · ·+ ck rk−k

0 = rk − c1rk−1 − c2rk−2 − · · · − ck

Posledńı rovnice se nazývá charakteristická rovnice rekurentńı rovnice.
Je žrejmé, že řešeńı této rovnice v proměnné r jsou hledaná č́ısla ri .
Ř́ıkáme jim kǒreny charakteristické rovnice.
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Postupné zobecněńı řešeńı

Pro názornost rozděĺıme řešeńı lineárńıch homogenńıch rekurentńıch rovnic
s konstantńımi koeficienty do několika krok̊u.
Každý daľśı krok zahrne věťśı množinu rekurentńıch rovnic:

nejprve ukážeme, jak vypadá obecné řešeńı lineárńı homogenńı
rekurentńı rovnice řádu 2 s konstantńımi koeficienty,

I jestliže máme dva r̊uzné reálné kǒreny,
I a jestliže máme dva stejné reálné kǒreny,

dále ukážeme, jak vypadá obecné řešeńı lineárńı homogenńı rekurentńı
rovnice řádu k s konstantńımi koeficienty, jsou-li kǒreny
charakteristické rovnice r̊uzné.

Potom ukážeme, jak vypadá obecné řešeńı lineárńı homogenńı
rekurentńı rovnice řádu k s konstantńımi koeficienty,

a nakonec ukážeme, jak vypadá obecné řešeńı lineárńı nehomogenńı
rekurentńı rovnice řádu k s konstantńımi koeficienty.

Daľśı zobecněńı jen zḿıńıme.
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Tvar řešeńı

Nejprve ukážeme, jak vypadá tvar obecného řešeńı homogenńı rovnice.

Věta

Mějme dvě reálná č́ısla c1, c2. Pokud má charakteristická rovnice
r 2 − c1r − c2 = 0 dva r̊uzné (reálné) kǒreny r1, r2, tak řešeńı rekurentńı
rovnice an = c1an−1 + c2an−2 má tvar an = α1rn1 + α2rn2 ,
pro n = 0, 1, 2, . . . .

Důkaz neuvád́ıme.

Plat́ı dokonce silněǰśı tvrzeńı, kǒreny nemuśı být reálné.
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Př́ıklad

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice an = an−1 + 2an−2, kde a0 = 2, a1 = 7.

Postupujeme podle návodu uvedeného ďŕıve:
Předpokládáme řešeńı tvaru an = rn. Dosazeńım do rekurentńı rovnice
dostaneme charakteristickou rovnici

r 2 − r − 2 = 0

(r + 1)(r − 2) = 0.

Charakteristické kǒreny jsou r1 = 2, r2 = −1. Obecné řešeńı je tvaru

an = α12n + α2(−1)n.

Dosazeńım a0, a1 dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

a0 = 2 = α1 · 1 + α2 · 1
a1 = 7 = α1 · 2 + α2 · (−1)

Řešeńım soustavy dostaneme α1 = 3, α2 = −1, proto obecné řešeńı je

an = 3 · 2n − 1 · (−1)n.
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Vskutku,

vztah an = 3 · 2n − 1(−1)n pro n = 0, 1, 2, . . .

rekurentńı rovnice an = an−1 + 2an−2, kde a0 = 2, a1 = 7

popisuj́ı stejnou posloupnost:

2, 7, 11, 25, 47, 97, 191, 385, 767, 1 537, 3 071, . . .

Nyńı se pod́ıváme na p̌ŕıpad s násobnými kǒreny.

Věta

Mějme dvě reálná č́ısla c1, c2, kde c2 6= 0. Pokud má charakteristická
rovnice r 2 − c1r − c2 = 0 jeden dvojnásobný (reálný) kǒren r0, tak řešeńı
rekurentńı rovnice an = c1an−1 + c2an−2 má tvar an = α1rn0 + α2nrn0 ,
pro n = 0, 1, 2, . . . .

Všimněte si, že druhý člen obecného řešeńı je vynásoben n.
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Př́ıklad

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice an = 10an−1 − 25an−2, kde a0 = 3,
a1 = 5.

Opět postupujeme stejně:
Předpokládáme řešeńı tvaru an = rn. Dosazeńım do rekurentńı rovnice
dostaneme charakteristickou rovnici

r 2 − 10r + 25 = 0

(r − 5)(r − 5) = 0.

Charakteristické kǒreny jsou r1 = r2 = 5, označme r0 = 5. Obecné řešeńı
je tvaru

an = α15n + α2n5n.

Dosazeńım a0, a1 dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

a0 = 3 = α1 · 1 + 0

a1 = 5 = α1 · 5 + α2 · 5
Řešeńım soustavy dostaneme α1 = 3, α2 = −2, proto řešeńı je

an = 3 · 5n − 2n5n.
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Našli jme vztah pro n-tý člen

an = 3 · 5n − 2n5n, popisuje stejnou posloupnost jako

rekurentńı rovnice an = 10an−1 − 25an−2, kde a0 = 3, a1 = 5.

Posloupnost je

3, 5,−25,−375,−3 125,−21 875,−140 625, . . .

Řešeńı lineárńıch rekurentńıch rovnic je možné dále zobecnit pro vyš̌śı řády.

Věta

Mějme reálná č́ısla c1, c2, . . . , ck . Pokud má charakteristická rovnice
rk − c1rk−1 − c2rk−2 − · · · − ck = 0 r̊uzných k kǒrenů r1, r2, . . . , rk , tak
řešeńı rekurentńı rovnice an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k má tvar
an = α1rn1 + α2rn2 + · · ·+ αk rnk , pro n = 0, 1, 2, . . . .
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Př́ıklad

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice an = 4an−1 − an−2 − 6an−3, kde a0 = 6
a1 = 5, a2 = 13.

Dostaneme charakteristickou rovnici

r 3 − 4r 2 + r + 6 = 0.

Charakteristické kǒreny jsou r1 = −1, r2 = 2, r3 = 3. Obecné řešeńı je
tvaru

an = α1(−1)n + α22n + α33n.

Dosazeńım a0, a1, a2 dostaneme ťri rovnice o neznámých α1, α2, α3.

a0 = 6 = α1 + α2 + α3

a1 = 5 = −α1 + 2α2 + 3α3

a2 = 13 = α1 + 4α2 + 9α3

Řešeńım soustavy dostaneme α1 = 2, α2 = 5, α3 = −1, proto obecné
řešeńı je

an = 2 · (−1)n + 5 · 2n − 3n.
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Obecné řešeńı lin. homogenńı rekurentńı rovnice s konst. koeficienty

Věta

Mějme reálná č́ısla c1, c2, . . . , ck . Pokud má charakteristická rovnice
rk − c1rk−1 − c2rk−2 − · · · − ck = 0 r̊uzných t kǒrenů r1, r2, . . . , rt
s násobnostmi m1,m2, . . . ,mt , tak řešeńı rekurentńı rovnice
an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k má pro n = 0, 1, 2, . . . tvar

an = (α1,1 + α1,2n + · · ·+ α1,m1nm1−1)rn1 +

+(α2,1 + α2,2n + · · ·+ α2,m2nm2−1)rn2 +

+ · · ·+ (αt,1 + αt,2n + · · ·+ αt,mt n
mt−1)rnt

Abychom našli řešeńı, tak
1 sestav́ıme charakteristickou rovnici,
2 urč́ıme charakteristické kǒreny (pokud to lze),
3 sestav́ıme řešeńı v p̌redpokládaném tvaru s koeficienty αi ,j ,
4 dosad́ıme k prvńıch (známých) členů,
5 vy̌reš́ıme soustavu rovnic s k neznámými,
6 sestav́ıme obecné řešeńı.
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Obecné řešeńı lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnice
s konstantńımi koeficienty
Zat́ım uḿıme řešit pouze homogenńı rekurentńı rovnice . . .

Řešeńı nehomogenńıch rekurentńıch rovnic má dvě části

obecné řešeńı p̌ridružené homogenńı rekurentńı rovnice,

jedno partikulárńı řešeńı lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnice.

Věta

Mějme reálná č́ısla c1, c2, . . . , ck , mějme funkci F (n) r̊uznou od konstantńı
nulové funkce.
Jestliže a

(p)
n je partikulárńı řešeńı lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnice

s konstantńımi koeficienty

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k + F (n),

tak každé řešeńı je tvaru a
(p)
n + a

(h)
n , kde a

(h)
n je řešeńı p̌ridružené lineárńı

homogenńı rekurentńı rovnice s konstantńımi koeficienty

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k .
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Př́ıklad

Ukažte, že a
(p)
n = −n − 2 je (partikulárńım) řešeńım rekurentńı rovnice

an = 2an−1 + n.

Abychom řešeńı ově̌rili, stač́ı dosadit a porovnat:
an = 2an−1 + n

−n − 2 = 2 (−(n − 1)− 2) + n

−n − 2 = −n − 2.

Všimněte si: partikulárńı řešeńı má tvar a
(p)
n = cn + d .

Př́ıklad

Ukažte, že a
(p)
n = c · 7n je vhodný tvar (partikulárńıho) řešeńı rekurentńı

rovnice an = 5an−1 − 6an−2 + 7n.

Opět dosad́ıme a porovnáme:
an = 5an−1 − 6an−2 + 7n

c · 7n = 5c · 7n−1 − 6c · 7n−2 + 7n

c =
49

20
.
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Věta

Mějme k reálných č́ısel c1, c2, . . . , ck , mějme funkci F (n), která neńı
konstantńı a rovna nule.
Předpokládejme, že a

(p)
n je řešeńı nehomogenńı lineárńı rekurentńı rovnice

s konstantńımi koeficienty

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k + F (n),

kde F (n) = (btn
t + bt−1nt−1 + · · ·+ b1n + b0)sn.

1 Jestliže s neńı kǒrenem charakteristické rovnice p̌ridružené lineárńı

homogenńı rekurentńı rovnice, tak a
(p)
n má tvar

(ptn
t + pt−1nt−1 + · · ·+ p1n + p0)sn.

2 Jestliže s je kǒrenem s násobnost́ı m charakteristické rovnice

p̌ridružené lineárńı homogenńı rekurentńı rovnice, tak a
(p)
n má tvar

nm(ptn
t + pt−1nt−1 + · · ·+ p1n + p0)sn.
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Př́ıklad

Řešte rekurentńı rovnici an = 2an−1 + n2n.

Nejprve urč́ıme řešeńı p̌ridružené lineárńı homogenńı rekurentńı rovnice

an = 2an−1.

Jej́ı charakteristická rovnice rn = 2rn−1 má nenulový kǒren r = 2.

Proto tvar obecného řešeńı je a
(h)
n = α2n.

Dále urč́ıme partikulárńı řešeńı původńı lineárńı nehomogenńı rekurentńı
rovnice. Podle p̌redchoźı věty p̌redpokládáme tvar řešeńı

a
(p)
n = n(cn + d)2n,

nebot’ základ 2 je kǒrenem charakteristické rovnice.

Pro určeńı neznámých konstant dosad́ıme partikulárńı řešeńı

a
(p)
n = n(cn + d)2n do rekurentńı rovnice an = 2an−1 + n2n.
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Př́ıklad pokračováńı

Dostaneme
n(cn + d)2n = 2 · (n − 1)(c(n − 1) + d)2n−1 + n2n

(cn2 + dn)2n = 2 · (c(n − 1)2 + d(n − 1))2n−1 + n2n

(cn2 + dn)2n = (cn2 − 2cn + c + dn − d + n)2n

dn = (−2c + d + 1)n + (c − d).

Porovnáńım koeficient̊u polynomů u n1 a n0 dostaneme soustavu rovnic

n1 : d = −2c + d + 1

n0 : 0 = c − d .

Soustavu vy̌reš́ıme a dostaneme c = 1
2 , d = 1

2 a partikulárńı řešeńı je

a
(p)
n = n( 1

2 n + 1
2 )2n = (n2 + n)2n−1.

Řešeńı dané rekurentńı rovnice je

an = a
(h)
n + a

(p)
n = α · 2n + (n2 + n)2n−1 = (n2 + n + 2α)2n−1.

Hodnota konstanta α záviśı na počátečńı hodnotě a1.
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5.4. Řešeńı motivačńıch p̌ŕıklad̊u z úvodu kapitoly

Fibonacciho posloupnost

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice fn = fn−1 + fn−2, kde f0 = 0, f1 = 1.

Dostaneme charakteristickou rovnici r 2 − r − 1 = 0.
Charakteristické kǒreny jsou r1 = (1 +

√
5)/2, r2 = (1−

√
5)/2. Obecné

řešeńı je tvaru

fn = α1

(
1 +
√

5

2

)n

+ α2

(
1−
√

5

2

)n

.

Dosazeńım f0 = 0, f1 = 1 dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

0 = α1 · 1 + α2 · 1

1 = α1 ·

(
1 +
√

5

2

)
+ α2 ·

(
1−
√

5

2

)
Řešeńım soustavy dostaneme α1 =

√
5

5 , α2 = −
√

5
5 , proto obecné řešeńı je

fn =

√
5

5
·

(
1 +
√

5

2

)n

−
√

5

5
·

(
1−
√

5

2

)n

.
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Hanojské věže

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice Hn = 2Hn−1 + 1, kde H1 = 1.

Jedná se o lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnici.
Na druhou stranu se jedná o rekurentńı rovnici prvńıho řádu, řešeńı
odvod́ıme jinak.
Všimneme si

Hn = 2Hn−1 + 1

= 2(2Hn−2 + 1) + 1 = 22Hn−2 + 2 + 1

= 22(2Hn−3 + 1) + 2 + 1 = 23Hn−2 + 22 + 2 + 1
...

= 2n−1H1 + 2n−2 + 2n−3 + · · ·+ 2 + 1

= 2n−1 + 2n−2 + 2n−3 + · · ·+ 2 + 1

= 2n − 1.

Hledané řešeńı lineárńı nehomogenńı rovnice hanojských věž́ı je

Hn = 2n − 1.
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Bitové řetězce bez sousedńıch nul

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice an = an−1 + an−2, kde a1 = 2, a2 = 3.

Dostaneme charakteristickou rovnici r 2 − r − 1 = 0.
Charakteristické kǒreny jsou r1 = (1 +

√
5)/2, r2 = (1−

√
5)/2. Obecné

řešeńı je tvaru

an = α1

(
1 +
√

5

2

)n

+ α2

(
1−
√

5

2

)n

.

Dosazeńım a1 = 2, a2 = 3 dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

2 = α1 ·

(
1 +
√

5

2

)
+ α2 ·

(
1−
√

5

2

)

3 = α1 ·

(
1 +
√

5

2

)2

+ α2 ·

(
1−
√

5

2

)2

Řešeńım soustavy dostaneme α1 = 5+
√

5
10 , α2 = 5−

√
5

10 , obecné řešeńı je

an =
5 +
√

5

10
·

(
1 +
√

5

2

)n

+
5−
√

5

10
·

(
1−
√

5

2

)n

.

Př́ıklad
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Kĺıčová slova se sudým počtem nul

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice xn = 8xn−1 + 10n−1, kde x1 = 9.

Nejedná se lineárńı o homogenńı rekurentńı rovnici s konstantńımi
koeficienty.

Nejprve najdeme obecné řešeńı p̌ridružené homogenńı rekurentńı rovnice

xn = 8xn−1.

Jej́ı charakteristická rovnice rn = 8rn−1 má nenulový kǒren r = 8.

Proto tvar obecného řešeńı je x
(h)
n = α8n.

Konstantu α můžeme určit až budeme znát partikulárńı řešeńı.

Dále urč́ıme partikulárńı řešeńı původńı lineárńı nehomogenńı rekurentńı
rovnice. Podle věty p̌redpokládáme tvar partikulárńıho řešeńı

x
(p)
n = c · 10n,

nebot’ základ 10 neńı kǒrenem charakteristické rovnice.

Pro určeńı konstanty c dosad́ıme partikulárńı řešeńı x
(p)
n = c · 10n

do rekurentńı rovnice xn = 8xn−1 + 10n−1.
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Dostaneme
c10n = 8 · c10n−1 + 10n−1

10c = 8c + 1

2c = 1

c =
1

2
.

Nyńı obecné řešeńı rekurentńı rovnice xn = 8xn−1 + 10n−1 je

xn = x
(h)
n + x

(p)
n = α · 8n +

1

2
· 10n.

Hodnotu konstanty α urč́ıme dosazeńım x1 = 9 a n = 1 do obecného
řešeńı xn = α · 8n + 1

2 · 10n. Dostaneme

9 = α · 8 +
1

2
· 10

9− 5 = 8α

α =
1

2
.

Řešeńı dané rekurentńı rovnice včetně počátečńı podḿınky je

xn =
1

2
· 8n +

1

2
· 10n.
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Merge sort

Merge sort je dob̌re známý algoritmus, který slouž́ı k sěrazeńı posloupnosti
n prvk̊u. Jedná se o rekurzivńı algoritmus.
Známe-li algoritmus, tak snadno nahlédneme, že počet porovnáńı a počet
operaćı Mn pro sěrazeńı posloupnosti n prvk̊u můžeme shora odhadnout
rekurentńı rovnićı Mn = 2Mdn/2e + n, kde M1 = 1.

Tuto lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnici neuḿıme řešit, protože nemá
pevný řád.

Je možno ukázat, že řešeńı, tj. počet krok̊u Merge sort algoritmu, je
funkce složitosti

Mn = O(n log n).
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Hanojské věže – jiné řešeńı

Najděte řešeńı rekurentńı rovnice Hn = 2Hn−1 + 1, kde H1 = 1.

Jedná se o lineárńı nehomogenńı rekurentńı rovnici.
Nejprve najdeme obecné řešeńı p̌ridružené homogenńı rovnice Hn = 2Hn−1.
Charakteristická rovnice má tvar r = 2. Má jediný kǒren, proto tvar
obecného řešeńı je Hn = α · 2n. Hodnotu konstanty α urč́ıme nakonec.

Protože funkce F (n) = 1, tak partikulárńı řešeńı H
(p)
n čekáme tvaru c · 1.

Abychom určili hodnotu c , tak partikulárńı řešeńı dosad́ıme do rekurentńı
rovnice. Hn = 2Hn−1 + 1

c = 2c + 1

−1 = c

Partikulárńı řešeńı je H
(p)
n = −1 a obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

tvaru Hn = α · 2n − 1.

Nyńı vyč́ısĺıme hodnotu α dosazeńım počátečńı podḿınky H1 = 1.
Dostaneme 1 = α · 21 − 1, tedy α = 1.
Hledané řešeńı lineárńı nehomogenńı rovnice počtu tahů řešeńı hanojských
věž́ı je Hn = 2n − 1.
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Př́ı̌stě

Kapitola 6. Kongruence a modulárńı aritmetika

motivace

děleńı a dělitelnost

lineárńı kongruence o jedné neznámé

metody řešeńı

p̌ŕıklady využit́ı
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