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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Kapitola 4. Dalsi pocetni postupy

@ princip inkluze a exkluze

@ kombinatorické identity

@ binomicka véta

@ né&kolik dikazl , poéitanim*



Opakovani

Zavedli jsme pojmy a symboly
@ permutace P(n)
@ kombinace bez opakovéni C(n, k) i s opakovanim C*(n, k)
@ variace (bez opakovani) V(n, k) i s opakovanim V*(n, k)

Odvodili jsme vztahy pro polet viech vybéri zvoleného typu.

Avsak ne vSechny vybéry mizZeme vyjad¥it pomoci uvedenych
jednoduchych vybé&rii. Nap¥iklad
@ podet prvki ve sjednoceni mnozin
@ polet bijekci bez pevného bodu
@ pocet rozkladl n prvkové mnoZiny na pravé k disjunktnich podmnoZin
@ pocet rozkladl &isla n na pravé k séitancl, p¥icemz poradi séitancl
nehraje roli



4.1. Princip inkluze a exkluze

Byva nazyvan také , princip zapojeni a vypojeni*, nebo ,zahrnuti a
vylouceni*.

Pro mald n jej ¢asto intuitivné pouZivame:
Véta

Pocet prvkii ve sjednoceni dvou mnoZzin je:

|[AUB| = |Al+ |B| — |AN B|.

(0

Pocet prvkil ve sjednoceni tfi je:

JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|BNC|—-|ANC|+|ANnBNC|.




Obecny tvar principu inkluze a exkluze

Pocet prvkil ve sjednoceni n mnoZin je:

Ual= ¥

i=1 JC{1,...,n}
J#0

LN A

ied

Abychom zjistili, kolik prvkd ma sjednocenf
@ secteme velikosti jednotlivych mnoZin,

odelteme velikosti priinikd vdech dvojic,
pri¢teme velikosti priniki vech trojic,

°
°
@ odecteme velikosti prinikl vSech &tvefic,
°



Velikost sjednoceni t¥i mnozZin

Napf¥iklad pro n = 3 dostavame

3
U Al = Z (=t mAi =
i=1 JC{1,2,3} iel
J#£0
= |Ar] + |Az| +|As| -
— ’Al ﬂAz’ — ’Al ﬁA3| — ‘AQ ﬂA3‘ aF
+ ’Al NAN A3‘

-
QD



Velikost sjednoceni ¢tyf mnozin

pro n = 4 dostavame

4
UAi = Z (nHE. ﬂAi =
i=1 IC{1234} ieJ

J#D

= |A1| + [A2| + |As| + |As] —
= |A1 ﬂA2| = ‘Al ﬂA3| = |A2 ﬂA3| = |A1 ﬂA4| = ’A2 ﬂA4| = |A3 ﬂA4|-
+ JAINANA3|+ |[A1NANAg| + A1 N A3 N Ag| + A2 N A3 N Ag| —
= |A1ﬂA2ﬂA3ﬂA4|.

A As

As




Specialni tvar principu inkluze a exkluze

Jednodussi tvar (s méné& s&itanci), maji-li mnoZiny a priniky i mnoZin
stejné velikosti:

/ :i(—l)k_l' (:) ﬁAj :

Abychom zjistili, kolik prvkii ma sjednoceni
@ polet jednoprvkovych priiniki, tj. mnoZin samotnych x|A;|,
@ odelteme pocet dvouprvkovych prinikd x velikost prinik( dvojic,
@ pri¢teme podet t¥iprvkovych prinikli x velikost prinik{ trojic,
@ odelteme pocet Ctyfprvkovych prinikl x velikost priinikd Etvefic,
°



Velikost sjednoceni tfi mnoZin maji-li mnoZiny i priniky mnoZin
stejné velikosti

Pro n = 3 dostavame

g B

k=

[y




Velikost sjednoceni ¢tyf mnozin maji-li mnoziny i priniky mnozin
stejné velikosti

Pro n = 4 dostavame

n

= ) (-1 (Z) _(k]lAj =

k=1

4 4
= <1> -|A1|— <2> ~|A1ﬂA2|+

4 4
<3> . |A1 N A ﬁA3| = <4>|A1 N A> N Az ﬁA4|.

+

A As




Venniiv diagram pro sedm mnozin — Adelaide

12/33



Ve tfidé je 25 zakh. 17 z nich se u¢i anglicky a 10 némecky. 4 se udi
anglicky a némecky, 4 anglicky a francouzsky, 2 némecky a francouzsky a
jeden studuje v8echny t¥i jazyky. Kolik studenti se uéi jen francouzsky?
Mnoziny ozna¢ime A, N a F. ZapiSeme si

|A| =17, [N| =10, |ANN|=|ANF|=4, INNF|=2, |JANNNF|=1
Z rovnice
JAUNUF| =|A|+ N|+|F|—|ANN| = |[NNF|—|ANF|+|ANNNF|
dostaneme

IF|=]|AUNUF| —|A| = |N|+|ANN|+ [N F|+|ANF| - [ANNNF]|
F|=25-17—-10+4+4+2-1=1.




Pt¥iklad (pokracovani)

Ale néktefi z téchto 7 studenti se uéi i jiné jazyky!

Jen francouzsky

x=|F|=|ANF|—|NNF|+|ANNNF|
x=T7—4—-2+1=2%jici.

Jen francouzsky se uéi 2 Z4ci.



Kombinatorické identity

Pro kombinaénf &isla plati celd ¥ada zajimavych vztahl. Zabyva se jimi
dokonce celd samostatna &ast diskrétni matematiky.

Pro v8echna n > 0 plati

§-()

Tvrzeni, jejichZ ditkaz spocdiva v dosazeni do definice povaZujeme
za ,,zfejma " tvrzeni a dikaz se neuvadi. Se spravnym zdivodné&nim je
dikaz tvrzeni zfejmy:

Podivejme se na polty pfislusnych podmnoZzin.



Dalsi kombinatorické identity

Pro vSechna n > k > 0 plati

(D - <njk)'

Pokud dlikaz vyZaduje n&jaky ,trik“, nebo neobvyklé dpravy (byt jen jednu
jedinou upravu), je zvykem stru€né& vysvétlit.

Podivejme se opét na polty pfislusnych podmnoZzin.



Pro vSechna n > k > 0 plati

(ZE) B (D ! (kil)

P¥imy (dosazenim a tdpravou)

n n n! n!
<k>+<k+1> Tk -k Tkt D (k-1
nl-(k+1)+n'-(n—k) n'-(n+1)

(k+ 1)1~ (n— k)! (k+1)l-(n—k)!
_ (n+1)! :<n—|—1>.

k+ D)l ((n+1)— (k+1))  \k+1

Kombinatoricky dlikaz je ndazorng&jsi:
Rozeberme potty (k 4+ 1)-prvkovych podmnoZin n&jaké (n + 1)-prvkové
mnoziny. U



Vyznam binomického koeficientu

Uvedené tfi vztahy mohou slouZit jako alternativni definice kombinacnich
Cisel.

n\ _(n\ _ 1 ny n n+1\ [n n n
0) \n) k)  \n—k k+1) \k k+1)
Ciselné hodnoty binomickych koeficientil jsou uréeny t&mito rovnostmi

@ neni potfeba poditat faktorialy,

@ hodnoty lIze (rekurentn&) dopotitat.









Pascaliv trojuhelnik

Krajni €leny maji hodnoty 1.
Kazdy vnit¥ni Elen je sou¢tem dvou &lentd bezprostfedn& nad nim.



Dalsi rovnosti

‘ rovnost

,» Hokejkova

Pro v8echna pfirozend &isla r, n, kde n > r, plati >_7_, (;) = (fﬂ)

Elegantni zdlivodnéni pomoci Pascalova trojthelnika.

Dalsi rovnost

Pro v8echna pFirozena &isla n plati Z,-,O (7)2 = (2,,")-

Elegantni kombinatorické zdlvodnéni.

Obecngjsi je

Vandermondova rovnost

Pro v3echna pfirozend &isla r, m, n, kde r < min{m, n}, plati
Zf:o (T) (rzi) = (m:rn)-

Elegantni kombinatorické zdlivodnéni.



Binomicka véta

Binomicka véta

Pro vSechna n > 0 plati

o= (e Qe (e ()

Dikaz Tvrzeni je mozno dokazat indukci (skripta). Aviak mozny je i diikaz
jednoduchou dvahou (s vyuZitim lemmatu):

Algebraickém rozvoji soudinu pouZivdme pravidlo , vyndsobit kazdy ¢len

s kazdym“. Proto se v rozvoji vztahu (1 + x)(1 + x)... (1 + x) &len x*

~~

n
objevi tolikrat, kolik je moZnosti (neuspotadan&) vybrat k z n Ciniteld —
zavorek. To je pravé (Z) krat = pocet k prvkovych podmnoZin z n prvkd. [



Kombinatorické identity odvozené z binomické véty

Binomicka véta

Pro v8echna n > 0 platf

(1+x)"= (g) + (:)x+ (g)x2+---+ (ni1>x”—1 + (Z)x".

Z binomické véty pro pfirozend n > 0 ihned plyne

Q)0 Q)0 () =

Rika také: véech podmnozin n-prvkové mnoziny je 2".

Z binomické véty pro ptirozenda n > 0 také plyne

-0+ (-0 (2 () o

n-prvkovd mnozina ma stejny pocet podmnoZin sudé a liché velikosti.



Dukazy ,,metodou pocitani moznosti*“

Nékdy mame ukdzat existenci néjakého objektu nebo vlastnosti, aniz jsme
schopni objekt zkonstruovat nebo jinak specifikovat. Takovym dikazim
fikdme nekonstruktivni, nékdy také existencni.

Misto abychom ¥eSeni , zkonstruovali“, tak se ndm podafi , spotitat”, Ze
FeSeni musi existovat.

Dirichletiiv princip (the pigeon-hole principle)

Rozmistime-li £ 4+ 1 (nebo vice) objektd do ¢ p¥ihradek, v n&které
prihrddce musi byt alespori dva objekty.




Dakazy pocitanim moznosti
Existenci konkrétni moZnosti (ze zndmé mnoziny) ukdzeme, pokud polet
moZnosti, které nemohou nastat je mensi nez celkovy poet moZnosti.

Priklad
Vidime, jak do tunelu vjedou t¥i auta a jen dvé vidime vyjet ven. To
znamena, Ze jedno auto v tunelu zistalo (pFestoze ho nyni nevidime).

Priklad
8 kamaradu jelo na 9 dni dovolené. KaZdy den né&kterd (jedna) trojice

z nich 8la na vylet. DokaZte, Ze né€ktefi dva z nich ani jednou nebyli spolu
na vyleté.

Diikaz rozebirani moznosti by asi k ni¢emu nevedlo. ..

Diikaz poc&itanim je v8ak snadny: Jedna trojice ma celkem 3 dvojice, proto
po 9 dnech se mohlo vyst¥idat nejvyse riznych 9 - 3 dvojic, ale

9-3 =27 < (8) = 28, jedna dvojice ndm zde schézi.

Ziji na Zemi dva lidé, ktefi majf stejny potet vlasii?



V 3upliku je (pohdzeno) 30 pari ernych ponozek, 10 part hn&dych
ponoZek a 3 pary bilych ponozek. Kolik musime potmé vytahnout
ponozek, abychom méli jistotu, Ze mame alespoii jeden par stejné barvy?

. P¥ihradky “ Dirichletova principu budou odpovidat tfem riznym barvam.
Vytdhneme-li &ty¥i ponozky (nerozliujeme pravou a levou ponozku), musi
byt alespon dvé ponoZky stejné barvy.

Mame 4 prirozena &isla. Ukazte, Ze mezi nimi vzdy najdete dvé &isla tak,
aby jejich rozdil délitelny &islem 3.

Mame 3 pfirozena &isla. UkaZte, Ze mezi nimi vZdy najdete dvé &isla tak,
aby jejich soulet byl délitelny né&jakym prvodislem.




Handshaking problem

V mistnosti je n lidi, n&ktefi si podali ruce. UkaZte, Ze alespoii dva lidé
podali ruku stejnému poctu lidi.

Mame 5 pfirozenych &isel. UkaZzte, Ze mezi nimi vzdy najdeme dvé &isla
tak, Ze jejich soucet je délitelny 9.

Dikaz (chybny!) Celkem mame 9 riznych zbytkovych t¥id po dé&lenf &islem
9. Z péti Cisel miiZzeme ziskat 10 rliznych souctd. Jisté€ bude v kazdé
zbytkové tFidé alespofi jeden soulet, v nékteré budou dokonce dva soutty.
Proto dvojice &isel, jejichz soucet odpovida zbytkové tfidé 0, ma soucet
Cisel délitelny deviti. O

Co je $patné& v uvedeném diikazu predchoziho tvrzeni?

Ndpovéda: zkuste tlohu rozebrat pro mnoZinu péti &isel {0,2,4,6,8}.




Zobecnény Dirichletiv princip

Neni obtizné si rozmyslet, Ze plati jest&€ obecné&jsi tvrzeni.

Zobecnény Dirichletiv princip

Rozmistime-li k¢ + 1 (nebo vice) objektil do ¢ ptihradek, v n&které
pfihradce musi byt alespoii k + 1 objektd.

| A\

Priklad
V krabici je dostate¢né mnozstvi kuli¢ek &ty¥ riznych barev. Kolik nejméné
kuli¢ek musime vytahnout, abychom méli jistotu, Ze mame alespon 7
kuli¢ek stejné barvy?

P¥ihradky odpovidaji barvam, £ = 4.

Kuli¢ky odpovidaji objektim, k = 6.

Vytdhneme-li alespoit k¢ +1 =6-4 + 1 = 25 kuli¢ek, tak alespoii 7 ma
stejnou barvu.



Dalsi pocetni postupy

Ne vSechno lze spoéitat pomoci jednoduchych vybéri a principu inkluze a
exkluze.

Rozdéleni k rliznych objektd do n nerozlisitelnych prihrddek tak, aby
Z4dna nezlstala prazdna (Stirlingova &isla prvniho druhu),

rozdéleni k riiznych objektl do n rlznych p¥ihrddek tak, aby Zadna
nezistala prazdna (Stirlingova &isla druhého druhu),

rozdéleni k nerozliSitelnych objektl do n nerozlisitelnych p¥ihradek
tak, aby Zadnd nezlistala prazdna.

rozdéleni k nerozliSitelnych objektli do n riiznych prihrddek tak, aby
Zadna nezistala prazdna.

uvedené vybéry obecné neexistuje uzaviena formule. MizZeme
poditat hodnoty rekurzivné,

vyuZit sumy s prom&nnymi parametry,

budete-li potfebovat, miZete zndm4d ¥eSeni najit a pouzit.

Tyto pocetni postupy jsou nad rdmec zdkladniho kurzu.



Kapitola 5. Rekurentni vztahy

@ motivace
@ rekurentné zadané posloupnosti
@ metody FeSeni linedrnich rekurenci
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