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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Kapitola 3. Diskrétni pravdépodobnost
o formalizace ndhody: ndhodny jev, pravd&podobnostni prostor
@ zavislé a nezavislé jevy
@ stfedni hodnota

@ ndhodné vybéry



Diskrétni pravdépodobnost

Jednu z nejstarsich motivaci poétu pravdépodobnosti jsou hazardni hry.
Otazky jako

@ ,,Jakd je Sance hodit n&jakou kombinaci kostek?*
@ ,Jaka je Sance dostat jisté karty?“

vedli k formalizaci pojmu a

Budeme se zabyvat pouze diskrétnimi p¥ipady, tj. udalostmi, ve kterych
miZe nastat pouze jedna z kone¢né mnoha moZnosti.

Prehled:

@ motivalni priklady

@ pravd&podobnostni prostor  (intuice snadno selZe)
@ nezavislé jevy

@ stfedni hodnota

@ nahodné vybéry



Motivacni ptiklady

Hod minci 2 moZné vysledky: hlava / orel (1 / 0)
predpokladame, Ze kazdd strana mince padd se stejnou Cetnosti
(¥ikdme ,,s pravdépodobnosti %)

Hod kostkou 6 moznych vysledki: 1, 2, 3,4,5a 6
kaZdy strana kostky padd se stejnou Zetnosti (,, pravd&podobnosti*) %

Zamichani karet  pfedpoklddame, Ze pfi poctivém rozmichani neni
nékteré poradi upfednostnéno
moznych vysledki je 32! = 2.6 - 103

Tah sportky  jeden tah je neuspotadany vybér 6 prvki{ ze 49
moznych vysledki: (469) =13 983 816

Nase , ofekavani pravdépodobnosti“ vychazi z predpokladu poctivosti.
Casto riizné moznosti (udélosti) povaZzujeme za ekvivalentni co do Zetnosti
vyskytd ndhodnych udalosti.



Kone¢ny pravdépodobnostni prostor

Jak matematicky modelovat ,,ndhodu*?

Subjektivné rozumime oekavani, zda nastane né&jaky jev. Vychazime
ze zkuSenosti s pfedchozi relativni cetnosti jevu, &islo mezi 0 a 1.

Definice

Konetny pravdépodobnostni prostor je dvojice (2, P), kde zdkladni prostor
Q je kone¢nd mnoZzina elementdrnich jevi a P je funkce pravd&podobnosti,
kterd kazdé podmnozing A C Q ptitadi &islo P(A) € (0,1), p¥itemz

e P(0)=0, P(2) =1

@ P(AUB) = P(A) + P(B) pro disjunktni A,B C Q
(Nahodny) jev je libovolnd podmnoZina A C € a pravdépodobnost
nahodného jevu je P(A).

Pozndmka: stali zadat pravdé&podobnosti elementarnich jevii (prvki ).
Pro A={a1,...,ak} C Q z definice P(A) = P({a1}) + -+ P({ak}).



Pozor, ¢asté chyby

@ Jak se li&i (ndhodny) jev a elementdrni jev?

elementdrni jev: pFi hodu kostkou padne 1
jev: pfi hodu kostkou padne sudé &islo

@ Disjunktni jevy nemohou nastat soucasné: AN B = ()

P¥i sou¢asném hodu dvéma kostkami jevy

o A: padne alespoii jedna Sestka

o B: padne soucet 7

nejsou disjunktni jevy P(AN B) = % = Tlss' aviak

o C: padne alesporni jedna Sestka

o D: padne soucet 3

jsou disjunktni jevy P(C N D) = 0, nemohou nastat soutasné.



Motivacni pfiklady ve smyslu definice pravdépodobnostniho prostoru
Hod mincfi

Q={0,1} a P({0}) = P({1}) = 3.

Hod kostkou

Q=1{1,2,3,4,56}a P({1}) =... = P({6}) = ¢

Jev ,, padne sudé &islo" je tvofen podmnozinou {2,4,6}.

Zamichani karet

Q je tvofena viemi 32! permutacemi z 32 karet, kaZdd permutace ma
stejnou pravdépodobnost %

Jev ,,Full House" je tvofen podmnoZinou vSech téch permutaci, které na
prvnich péti kartach obsahuji trojici karet stejné hodnoty a dvojici karet
jiné hodnoty.

Tah sportky  jeden tah je neuspofadany vybér 6 prvkid ze 49
Q je tvofena viemi 6-prvkovymi kombinacemi z 49 &isel, kazda kombinace
ma pravd&podobnost 1/(469).

Vsimnéte si: ve véech pfikladech maji elementarni jevy stejnou
pravdépodobnost.



Definice
Uniformni pravdépodobnost je prostoru 2 ptifazena funkci

P(A) = |Al/ Q.

Takovy prostor je uniformni.

@ Kazdy elementarni jev je stejné pravdépodobny,
@ pravd&podobnost jevu A je relativni velikost A vzhledem k Q.

Stadi urcit pravdépodobnosti elementarnich jevi:
Pro kaZdy elementdrni jev e € Q poloZime

P({e}) = |§12|



Uniformni a neuniformni pravdépodobnostni prostor

Hod minci
Nosnd mnoZina je stejnda Q = {0, 1}.

Pokud P({0}) = P({1}) = 3, tak pravdépodobnostni prostor je uniformnt.

Pokud P({0}) = £, ale P({1}) = 3, tak pravd&podobnostni prostor nenf
uniformni.

Losovani z klobouku
V osudi je deset stodolarovych bankovek a sto desetidolarovych bankovek.
Jednu bankovku ndhodné& vytdhneme. Nosnd mnozina je Q = {10, 100}.

Plati P({100}) = £% = L ale P({10}) = 19 = 10,
Pravdépodobnostni prostor neni uniformni.



Nahodny proces, kdy zjistujeme soulet ok p¥i hodu dv&ma kostkami.

MnoZina v8ech moZnych souttl dvou kostek je 2 = {2,3,...,12}.
Pravdépodobnosti elementarnich jevi jsou riazné! Soulet 2 lze ziskat
jedinym zpisobem 1 + 1, soulet 7 lze ziskat Sesti zplsoby, bude Castéjsi.

Celkem je 6 - 6 = 36 moZnosti hodli dvou kostek. Z toho, jak jsme si
v8imli, soucet 7 padne Sesti zplsoby, soucet 6 péti zplsoby, atd. Uzitim
tvahy o pomérném poctu zplisobt ziskdame funkci pravdépodobnosti:

P(2) = P(12) = %,
P(3) = P(11) = 3 = 3.
P(4) = P(10) = 5 = 35,
P(5) = P(9) = % =i,
P(6) = P(8) = 3.
P(7)=% =1




Nahodny proces, kdy zjistujeme soulet ok p¥i hodu dv&ma kostkami
(modelovéno prostorem s uniformni pravd&épodobnosti).
MnoZina elementarnich jevii je Q' = [1,6]? (druhd kartézska mocnina
mnoziny {1,2,3,4,5,6}).

1

Pravdépodobnosti kazdého elementdrniho jevu je P(A) = 5.

Jevy jednotlivych souéti jsou ndsledujici podmnoZiny Q'
S =0,
S ={(1, 1)},
53 = {(17 2)? (2> 1)}:

57 =1{(1,6),(2,5),(
Sg = {(2? 6)7 (37 5)? (47 4)7 (57 3)7 (63 2)}:
512 = {(6,6)}.
Pravdépodobnosti jevil S1, ..., S12 jsou stejné jako u p¥edchoziho modelu.

UpFednostiiujeme uZiti prostorl s uniformni pravdépodobnosti.



(komplementarni) ndhodny jev k ndhodnému jevu A zna&ime A
aplatir A=Q\ A

Pro doplitkovy jev A ndhodného jevu A plati P(A) =1 — P(A).

Hodime spravedlivou kostkou.

Jevem A oznadime ,,na kostce padla 1 nebo 2“,

potom dopliikovy jev A oznaluje jev ,na kostce nepadla 1 ani 2*, neboli
»ha kostce padla 3, 4, 5, nebo 6.

Sikovné pro potitani pravdépodobnosti jevii v uniformnim i neuniformnim
pravdépodobnostnim prostoru.
Casto vyuZijeme polty kombinatorickych vybéri.



Podminéna pravdépodobnost jevu A jevem B

JestliZze pravdépodobnost jevu B neni nulovd, tak
budeme znatit P(A|B) a vypo&itame

P(AN B)

P(AIB) = =55,

Podminéna pravdépodobnostjevu A jevem B je pravdépodobnost jevu A,
pokud vime, Ze nastal jev B.

Priklad
Jaka je pravdépodobnost, Ze p¥fi sou¢asném hodu dvéma kostkami padl
soutet 7 vime-li, Ze na nékteré kostce padlo &islo 5.

Snadno uréime P(AN B) = Z (54 2 nebo 2+ 5).
P¥i urgeni P(B) nesmime moZnost 5 + 5 zapocitat dvakrat, a uréime

P(B) = 3. .
P(ANB 36 2
Hledand podmin&na pravdépodobnost je P(A|B) = P(ANB) =30 - —

P(B) U iU




Pozor na ,,intuici”, ¢asto klame!

V ptedchozim p¥ikladu jsme udili, Ze p¥i hodu dvéma kostkami podminénd
pravdépodobnost jevu A , padne soulet 7" za podminky, Ze nastal jev B

2
»alespoi na jedné kostce padlo ¢islo 5%, je P(A|B) = 7.
Toto ale neni spravné YeSeni nasledujici dlohy:

Krupiér hodi dvéma kostkami, podiva se na padla ¢isla a fekne ,, Alespon
jedno z &isel je 5. Jaka je pravdépodobnost, Ze soulet je 77"

Pravdepodobnost 7 Je feSeni podobné, ale jinak formulované dlohy:

Krupiér hodi dvéma kostkami. Zajima jej vyskyt &isla 5. Pokud &islo 5
nepadne, hazi znovu, dokud alespoii jedno &islo 5 nepadne a fekne
»Alesponi jedno z &isel je 5. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet je 77"

Divod:

JestliZze jev B nenastal (krupiér nehodi 5, ale dvé jina &isla), tak P(B) je
nulovd a nemiiZzeme pracovat s podmin&nou pravd&podobnosti P(A|B).



Zavislé a nezavislé jevy

Nezavislost pravdépodobnostnich jevil intuitivné zfejma:
Pravdé&podobnost toho, Ze nastane jeden jev, neni ovlivnéna skute¢nym
vysledkem druhého jevu, a naopak.

(principidln& podobné nezavislym vybérim z Kapitoly 2.)

Nezavislé jevy:
@ dva hody toutéZ kostkou za sebou,
@ jeden hod s vice kostkami,
@ hod kostkou a soutasné zamichani karet,
@ postupna losovani z osudi, jestlize vracime vylosované objekty
(dva rGzné tahy sportky).
Zavislé jevy:
@ vrchni a spodni &islo padlé p¥i jednom hodu kostky,
@ vybér prvni spolu s vyb&rem druhé karty ze zamichaného bali¢ku,
@ postupna losovani z osudi, jestlize vylosované objekty ponechdme
mimo osudi.



A, B jsou takové, pro které platf

P(AN B) = P(A) - P(B).
Alternativné:
Jev , jestlize pravdépodobnost jevu A pti souasném
jevu B je stejna jako pravdépodobnost jevu A obecng, tedy imérou
P(ANnB) P(A)

P(B)  P(Q)

nebo P(A|B) = P(A).

A

Definice jsou ekvivalentni.

Otazky

Z osudi sportky vylosujeme jeden miéek, potom druhy micek
@ jaka je pravdépodobnost, Ze prvni micek je 17
@ jaka je pravdépodobnost, Ze druhy micek je 27
@ jaka je pravdépodobnost, Ze druhy micek je 2, kdyZz prvni micek byl 17
@ jak se pravdépodobnost zméni, jestlize pfed druhym losovdnim prvni
mic¢ek vratime?




Stfedni hodnota (n&kdy také ,,otekavana hodnota)“

Podivejme na ndhodné procesy, jejichZ vysledkem je (p¥irozené) &islo.
Omezime se jen na procesy s kone&né& mnoha vysledky.

Definice ndhodné proménné X

L M7

Vysledek ndhodného procesu, jejichZ vysledkem je pfedem neuréené ¢&islo,
budeme nazyvat nahodnou proménnou X.

Definice stfedni hodnoty

Necht ndhodnd prom&nnd X nabyvd k moZnych hodnot z mnoZiny
{h1, ha, ..., he}, kde h; € R nastdvd s pravdépodobnosti p;, a
p1+ p2 + -+ + px = 1. StFedni hodnotou proménné X je pak &islo

K
E(X):EXZZPihi:Pl'h1+P2‘h2+"'—|—pk-hk.
il




Jaka je stfedni hodnota (primér) &isel padlych na Zestisténné kostce?

Priklad
Jaka je stfedni hodnota &isel padlych na kostce, kde &islo 6 ma dvakrat
vétsi pravdépodobnost vyskytu neZ ostatni?

1 1 1 1 1

2 27
E(K\=2=.14-.24 2. 44T Z.6=" =3.8571.
(K) = +7 +7 3+7 +7 5+76 Z

Ptiklad

V kapse je dvacetikoruna, pétikoruna a koruna. Ndhodné jednu minci
vytdhneme. Vétsi mince ma vzdy dvakrat vétsi Sanci byt vytazena nez
mensi mince. Jakd je stfedni hodnota vytaZené mince M?

1 2 4 1 2 4 91




Souéet stiednich hodnot

Pro libovolné dvé ndhodné proménné X, Y plati

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Soudin stfednich hodnot

| \

Pro libovolné dvé nezavislé ndhodné proménné X, Y plati

E(X-Y)=E(X)-E(Y).

A

Jaka je stfedni hodnota souctu &isel padlych na dvou Sestisténnych
kostkach?
S vyuzitim p¥edchoziho vysledku a Véty o souétu stfednich hodnot




Priklady

Jaka je stfedni hodnota soucinu ¢&isel padlych na dvou Sestisténnych
kostkach?
S vyuZitim prvniho vysledku a véty o sou&inu stfednich hodnot

E(Ky - K2) = E(K1) - E(Kz) = 3.5 3.5 = 12.25.

Toté? jinak E(Ki-Kp) =30 32 & -i-j=% =4 =1225

Jaky je primérny soudin &isel horni a spodni sté€ny stejné kostky pfi
hodech?

Stfedni hodnota &isla na horni st&né je 3.5 a na dolni st&né také 3.5.
St¥edni hodnota jejich soucinu v3ak neni 3.5 - 3.5 = 12.25, protoZe tyto
dva jevy nejsou nezavislé.

Misto toho st¥edni hodnotu soucinu spo&itame podle definice

1 56
6(1~6+2‘5+3-4+4-3+5'2+6'1):gi9.3333.

Pozor na nezavislost jevil p¥i ndsobeni stfednich hodnot!




Ndahodné vybéry

Casté typy kone&nych uniformnich ndhodnych vybéri v diskrétni
matematice:
Nahodna podmnozina Z dané n-prvkové mnoZiny vybirdme libovolnou
z 2" jejich podmnoZin, kazdou s pravdépodobnosti 27",
Ndahodna permutace Ze vdech n! permutaci dané n-prvkové mnoZziny
vybirdme libovolnou jednu s pravdépodobnosti 1/n!.
Nahodna kombinace Ze vsech (Z) k-prvkovych kombinaci dané
n-prvkové mnoziny vybirdme libovolnou jednu
s pravd&podobnosti 1/(}).
Nahodna posloupnost bitli Vybirdme libovolné dlouhou posloupnost z 0
a 1 tak, Ze kazdy dalsi bit je vybirdn s pravdépodobnosti %
(nezdvisle na vdech pfedchozich bitech, podobné& jako
pfi hodu minci).
Kazda vybrana podposloupnost této ndhodné posloupnosti
musi mit stejnou Sanci se objevit.



Kapitola 4. Dalsi pocetni postupy

@ princip inkluze a exkluze

@ metoda dvojiho pocitani

@ binomicka véta

@ né&kolik dikazl , poéitanim*
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