
1 / 23
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O tomto souboru

Tento soubor je zamýšlen p̌redevš́ım jako pomůcka pro p̌rednášej́ıćıho.
Řadu důležitých informaćı v souboru nenajdete, protože p̌rednášej́ıćı je
ř́ıká, ukazuje, p̌ŕıpadně maluje na tabuli. Přednášky jsou na webu
k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat prob́ıraná témata
z p̌rednášek, které zameškali.

Pro samostatné studium doporučuji skripta:

M. Kubesa: Základy diskrétńı matematiky, výukový text

P. Ková̌r: Úvod do teorie graf̊u, výukový text

Pro p̌ŕıpravu ke zkoušce a ṕısemkám doporučuji cvičebnici:

P. Ková̌r: Cvičeńı z diskrétńı matematiky, sb́ırka p̌ŕıkladů

Vše na http://homel.vsb.cz/~kov16/predmety dm.php
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Přehled p̌rednášky

Kapitola 2. Základńı kombinatorické výběry
permutace, kombinace a variance bez opakováńı

složené výběry

kombinatorické pravidlo součtu a kombinatorické pravidlo součinu

permutace, kombinace a variance s opakováńım
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Základńı kombinatorické výběry

Budeme se zabývat výběry prvk̊u nějaké množiny

uspǒrádané / neuspǒrádané výběry,
bez opakováńı / s opakováńım prvk̊u.

Dnes:

permutace (bez opakováńı)
kombinace (bez opakováńı)
variace (bez opakováńı)
+ úlohy, které řeš́ıme poč́ıtáńım takových výběr̊u
závislé a nezávislé výběry
permutace (s opakováńım)
kombinace (s opakováńım)
variace (s opakováńım)
+ úlohy, které řeš́ıme poč́ıtáńım takových výběr̊u

Pozor! Při řešeńı praktických úloh máme obvykle složený výběr,
muśıme rozpoznat společné/rozd́ılné vlastnosti.

složené výběry p̌redevš́ım na cvičeńı
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Definice

Mějme libovolné p̌rirozené č́ıslo n.
Permutace bez opakováńı na n-prvkové množině X je libovolné uspǒrádáńı
všech prvk̊u množiny X do nějaké posloupnosti. Jejich počet znač́ıme P(n).

Počet všech permutaćı n-prvkové množiny

P(n) = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 2 · 1 = n!

prvńı prvek vyb́ıráme z n možnost́ı
druhý prvek vyb́ıráme z n − 1 možnost́ı
ťret́ı prvek vyb́ıráme z n − 2 možnost́ı. . .

Úlohy, které vedou na permutace (bez opakováńı)

počet uspǒrádáńı nějaké množiny
počet bijektivńıch zobrazeńı n prvkové do n-prvkové množiny
počet r̊uzných rozḿıcháńı karet
p̌riděleńı startovńıch č́ısel na maratonu
počet r̊uzných obsazeńı hotelových pokoj̊u
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Definice

k-prvková kombinace bez opakováńı na n-prvkové množině X je libovolný
neuspǒrádaný výběr k prvk̊u této množiny. Jejich počet znač́ıme C (n, k).

Všimněte si, že výběr je k-prvková podmnožina X .
Počet k-prvkových kombinaćı na n-prvkové množině

C (n, k) =
n!

k! · (n − k)!
=

(
n

k

)
n! možnost́ı jak sěradit prvky X
vybereme prvńıch k prvk̊u (nezaj́ımá nás počet pǒrad́ı k!)
zahod́ıme posledńıch n− k prvk̊u (nezaj́ımá nás počet pǒrad́ı (n− k)!)

Úlohy, které vedou na kombinace bez opakováńı

počet podmnožin s p̌redepsaným počtem prvk̊u (konečné) množiny
binomické koeficienty: koeficient u členu xk ve vztahu (x + 1)n

(x + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk
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Definice

k-prvková variace bez opakováńı na n-prvkové množině X je libovolný
uspǒrádaný výběr k prvk̊u množiny X , p̌ričemž žádný prvek se ve výběru
neopakuje. Počet všech variaćı znač́ıme V (n, k).

Počet k-prvkových variaćı na n-prvkové množině

V (n, k) = n · (n − 1) · · · · · (n − k + 1) =
n!

(n − k)!

prvńı prvek vyb́ıráme z n možnost́ı
druhý prvek vyb́ıráme z n − 1 možnost́ı
. . .
k-tý prvek vyb́ıráme z n − k + 1 možnost́ı

nebo

n! možnost́ı jak sěradit prvky X
zaj́ımá nás prvńıch k prvk̊u
zahod́ıme posledńıch n− k prvk̊u (nezaj́ımá nás počet pǒrad́ı (n− k)!)
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Úlohy, které vedou na variace bez opakováńı

výběr k-prvkové posloupnosti (r̊uzných prvk̊u) z n prvk̊u
počet injektivńıch (prostých) zobrazeńı k prvkové do n-prvkové
množiny
pǒrad́ı prvńıch ťŕı v́ıtěz̊u závodu
počet r̊uzných ubytováńı host̊u v poloprázdném hotelu
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Př́ıklady

čtyrčlenný tým z deseti zaměstnanc̊u
jedná se o kombinace (nezáviśı na pǒrad́ı vybraných zaměstnanc̊u)

C (10, 4) =

(
10

4

)
=

10!

4! · 6!
=

10· 6 9· 6 8 · 7
6 4· 6 3· 6 2

=
10 · 3 · 7

1
= 210

počet zápas̊u tenisového turnaje sedmi hráč̊u
jedná se o kombinace (dvouprvkové podmnožiny sedmi prvkové
množiny)

C (7, 2) =

(
7

2

)
= 21
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Př́ıklady

počet výsledných pǒrad́ı tenisového turnaje sedmi hráč̊u
jedná se o permutace

P(7) = 7! = 5040

počet trojic na stupni v́ıtěz̊u tenisového turnaje sedmi hráč̊u
jedná se o 3-prvkové variace, nebot’

”
záviśı na pǒrad́ı“

V (7, 3) =
7!

4!
= 7 · 6 · 5 = 210
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Složené výběry

Někdy počty dvou r̊uzných výběr̊u sč́ıtáme, někdy násob́ıme, jak poznáme,
co je správně?

Kombinatorické pravidlo součtu

Jestliže existuje n1 výběr̊u daného typu provedených jedńım způsobem a n2

výběr̊u provedených druhým způsobem, p̌ričemž žádný z těchto výběr̊u
nelze provést oběma způsoby, pak existuje právě n1 + n2 výběr̊u daného
typu.

”
BUĎ n1 způsobů NEBO n2 způsobů.“

Kombinatorické pravidlo součinu (též Princip nezávislých výběr̊u)

Mějme výběr, který se sestává ze dvou podvýběr̊u. Jestliže prvńı podvýběr
můžeme provést n1 způsoby a druhý výběr n2 způsoby, p̌ričemž počet
způsobu jednoho podvýběru nezáviśı na volbě druhého podvýběru, pak
existuje n1 · n2 výběr̊u daného typu.

”
Nejprve n1 způsobů A potom n2 daľśıch způsobů.“
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Jestliže výběr rozděĺıme na dvě disjunktńı množiny možnost́ı, tak počty
možnost́ı sč́ıtáme.

Př́ıklad

Ve ȟre
”
člověče nezlob se“ háźıme kostkou a postupujeme figurkou

o p̌ŕıslušný počet poĺıček. Jestliže p̌ri prvńım hodu padne šestka, háźıme
ještě jednou. O kolik poĺıček se může figurka posunout?

Rozlǐśıme dvě možnosti:

pokud nepadne šestka, posuneme se o 1 až 5 poĺıček,

pokud padne 6, posuneme se o 6 + 1 až 6 + 6 poĺıček (daľśıch 6
možnost́ı).

Celkem máme 11 možnost́ı: 1, 2, 3, 4, 5, (6 ne!) 7, 8, 9, 10, 11, 12.
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Jestliže jeden výběr rozděĺıme do dvou úrovńı (podvýběr̊u), tak počty
výběr̊u násob́ıme.

Př́ıklad

Hokejový trenér sestavuje formaci (ťri útočńıky, dva obránce a jednoho
branká̌re). K dispozici má 12 útočńık̊u, 8 obránc̊u a dva branká̌re.
Kolik r̊uzných formaćı lze sestavit?

Protože mezi výběrem útočńık̊u, výběrem obránc̊u ani výběrem branká̌r̊u
neńı žádná vazba, můžeme poč́ıtat(

12

3

)
·
(

8

2

)
·
(

2

1

)
=

12 · 11 · 10

6
· 8 · 7

2
· 2 = 220 · 28 · 2 = 12320.

Celkem existuje 12 320 r̊uzných formaćı.
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Když jsou výběry závislé...

nemůžeme násobit počty jednotlivých výběr̊u.

Př́ıklad

Hokejový trenér sestavuje tým (ťri útočńıky, dva obránce a jednoho
branká̌re). K dispozici má 11 útočńık̊u, 8 obránc̊u, 1 univerzálńıho hráče
(bud’ v obraně nebo v útoku) a dva branká̌re. Kolik r̊uzným týmů lze
sestavit?

vybrat 3 útočńıky:
(12

3

)
vybrat 2 obránce:

(8
2

)
nebo

(9
2

)
?

Přijde na to, zda univerzálńıho hráče vybral do útoku nebo ne.
Nelze použ́ıt kombinatorické pravidlo součinu! . . . řešeńı na cvičeńı

Otázka

Háźıme ťrikrát kostkou. Kolik existuje takových možnost́ı, kdy v každém
daľśım hodu padaj́ı věťśı a veťśı č́ısla?
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Metoda dvoj́ıho poč́ıtańı

Necht’ každý p̌ŕıpad nějakého (složeného) výběru lze dále rozlǐsit (zjemnit)
na stejný počet ` možnost́ı. Dále necht’ źıskaný (zjemněný) výběr má
celkem m r̊uzných možnost́ı (které uḿıme spoč́ıtat).
Potom počet všech možnost́ı původńıho výběru je dán pod́ılem m/`.

Př́ıklad

Šest spolužák̊u šlo do kina. Kolika způsoby si mohou sednout do jedné
řady tak, aby Adam seděl v́ıce vpravo, než Beďrich?
Máme šest spolužák̊u, označme Adama A, Beďricha B.

Pokud rozlǐśıme všechna rozsazeńı, máme P(6) = 6! = 720 možnost́ı.
Adam bud’ v́ıce vlevo, nebo v́ıce vpravo než Beďrich, vždy dvě možnosti:

XXAXBX = XXBXAX .

V celkovém počtu m = 720 možnost́ı je každá možnost započ́ıtanou
dvakrát ` = 2. Jen jedna je p̌ŕıznivá. Hledaný počet r̊uzných rozsazeńı je

m

`
=

720

2
= 360.
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Výběry s opakováńım

Doposud nebylo opakováńı prvk̊u výběru žádoućı (osoby, podmnožiny, . . . )
Avšak někdy je možnost opakováńı prvk̊u p̌ri výběrech užitečná
(opakováńı ṕısmen, vlastnost́ı, . . . )

Př́ıklad

Kolik existuje anagramů slova MISSISSIPPI?
(anagram je slovo sestavené z ṕısmen daného slova)

Pokud by se ve slově MISSISSIPPI neopakovalo žádné ṕısmeno, jednalo by
se o permutace. Avšak opakuj́ı se: S 4krát, I 4krát, P 2krát.

Metodou dvoj́ıho poč́ıtáńı:

1 rozlǐśıme všechna ṕısmena (barevně, pomoćı index̊u, apod.)
2 spoč́ıtáme všechna pǒrad́ı: (4 + 4 + 2 + 1)!
3 vyděĺıme počtem možnost́ı, které nechceme nerozlǐsovat 4! · 4! · 2! · 1!

(4 + 4 + 2 + 1)!

4! · 4! · 2! · 1!
=

11 · 10 · 9· 6 8 · 7· 6 6 · 5
6 4· 6 3· 6 2· 6 2

= 11 · 10 · 9 · 7 · 5 = 34650
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Definice

Permutace s opakováńım na n-prvkové množině je libovolné uspǒrádańı
prvk̊u této množiny, p̌ričemž každý prvek se v takto vzniklé posloupnosti
vyskytuje p̌redepsaný počet krát. Počet znač́ıme P∗(m1,m2, . . . ,mn).

Výběr je posloupnost (sěrazeńı) p̌redepsaných počt̊u identických kopíı
prvk̊u.

Počet všech permutaćı s opakováńım n-prvkové množiny, kde i-tý prvek se
opakuje mi -krát (pro i = 1, 2, . . . , n):

P∗(m1,m2, . . . ,mn) =
(m1 + m2 + · · ·+ mn)!

m1! ·m2! · · ·mn!

Př́ıklady

permutace s opakováńım 2 prvk̊u, jeden k-krát, druhý (n − k)-krát

(k + n − k)!

k! · (n − k)!
=

(
n

k

)
= C (n, k).

prvńı prvek =
”
je“, druhý prvek =

”
neńı“ ve vybrané množině

permutace multimnožin (v multimnožině se prvky mohou opakovat)
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Př́ıklad, který ilustruje pojem kombinace s opakováńım

Př́ıklad

Kolika r̊uznými způsoby můžeme vybrat 6 kuliček ze ťŕı barev, jestliže
počet kuliček stejné barvy neńı omezený?

Ukážeme si elegantńı způsob, jak spoč́ıtat celkový počet výběr̊u.
Vybereme nap̌ŕıklad •, •, •, •, •, •
Uvedený výběr můžeme sěradit podle barev

• • •|•|• •

vid́ıme, že barvy nehraj́ı roli, avšak důležité jsou
”
oddělovače“ p̌rihrádek

• • •|•|• •

Celkový počet výběr̊u je

C ∗(3, 6) =

(
6 + 2

2

)
=

(
8

2

)
= 28.
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Definice

k-prvková kombinace s opakováńım na n-prvkové množině X , je nějaký
neuspǒrádaný výběr k prvk̊u z X , p̌ričemž prvky výběru se mohou
opakovat v libovolném počtu identických kopíı. Počet znač́ıme C ∗(n, k).

Výběr je
”
multimnožina“, dovoĺıme opakováńı kopíı prvk̊u ve výběru.

Počet všech k-prvkových kombinaćı s opakováńım z n možnost́ı je

C ∗(n, k) =

(
k + n − 1

n − 1

)
.

máme-li n
”
barev“, poťrebujeme n − 1 oddělovač̊u

můžeme
”
vyb́ırat oddělovače“, nebo

”
vyb́ırat prvky“

C ∗(n, k) =

(
k + n − 1

n − 1

)
=

(
k + n − 1

k

)
.

Úlohy, které vedou na kombinace s opakováńım

zápis č́ısla k pomoćı n nezáporných celoč́ıselných sč́ıtanc̊u
losováńı množiny k prvk̊u z n druhů, kdy po každém tahu vraćıme
prvky do osud́ı
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Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme zapsat č́ıslo k jako součet n nezáporných
celoč́ıselných sč́ıtanc̊u? Rozlǐsujeme pǒrad́ı sč́ıtanc̊u!
Máme

k = x1 + x2 + · · ·+ xn.

Budeme vyb́ırat k jedniček a rozdělovat je do n p̌rihrádek (s možnost́ı
opakováńı p̌rihrádek).

některé p̌rihrádky mohou z̊ustat prázdné (0 ∈ N0)
můžeme dát všechny jedničky do jedné p̌rihrádky
opakujeme p̌rihrádky, nikoli jedničky (jiná úloha)

Otázky

Kolika způsoby můžeme zapsat č́ıslo k jako součet n kladných sč́ıtanc̊u?

Kolika způsoby můžeme zapsat č́ıslo k jako součet alespoň n sč́ıtanc̊u?

Kolika způsoby můžeme zapsat č́ıslo k jako součet nejvýše n sč́ıtanc̊u?
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Definice

k-prvková variace s opakováńım na n-prvkové množině X je nějaká
k-prvková posloupnost vybraná z množiny X a každý prvek množiny X se
v posloupnosti může opakovat libovolný počet krát (nejvýše k krát).
Počet všech variaćı znač́ıme V ∗(n, k).

Všimněte si, že výběr je posloupnost.

Počet všech k-prvkových variaćı s opakováńım z n možnost́ı je

V ∗(n, k) = n · n · · · n︸ ︷︷ ︸
k

= nk .

Úlohy, které vedou na variace s opakováńım

počet zobrazeńı k-prvkové množiny do n-prvkové množiny
mohutnost kartézské mocniny |Ak |

Otázka

Kolik má konečná množina podmnožin liché velikosti?
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Př́ı̌stě

Diskrétńı pravděpodobnost
motivačńı p̌ŕıklady
pravděpodobnostńı prostor
nezávislé jevy
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