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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled predndasky

Kapitola 2. Zakladni kombinatorické vybéry
@ permutace, kombinace a variance bez opakovani
@ slozené vybéry
@ kombinatorické pravidlo sou¢tu a kombinatorické pravidlo souinu

@ permutace, kombinace a variance s opakovdnim



Zakladni kombinatorické vybéry

Budeme se zabyvat vyb&ry prvki néjaké mnoZiny
@ usporadané / neusporddané vybéry,
@ bez opakovéni / s opakovdnim prvki.

Dnes:

@ permutace (bez opakovani)
@ kombinace (bez opakovani)
@ variace (bez opakovani)

@ + Ulohy, které ¥esime pod&itanim takovych vybéri
@ zdvislé a nezavislé vybéry

@ permutace (s opakovdnim)

@ kombinace (s opakovdnim)

@ variace (s opakovanim)

@ + llohy, které feSime pocitanim takovych vybéri

Pozor!  P¥i FeSeni praktickych dloh mame obvykle sloZzeny vybér,
musime rozpoznat spole&né/rozdilné vlastnosti.

@ sloZené vybéry ptredevsim na cviceni



Mé&jme libovolné pfirozené &islo n.
Permutace bez opakovani na n-prvkové mnoziné X je libovolné usporadanfi
vdech prvkli mnoZiny X do né&jaké posloupnosti. Jejich pocet zna&ime P(n).

Pocet v8ech permutaci n-prvkové mnoZiny

@ prvni prvek vybirdme z n moZnosti
@ druhy prvek vybirdme z n — 1 moZnosti
@ t¥eti prvek vybirdme z n — 2 moZnosti. ..

Ulohy, které vedou na permutace (bez opakovani)

@ pocet usporadani néjaké mnoZiny

pocet bijektivnich zobrazeni n prvkové do n-prvkové mnoziny
podet riznych rozmichani karet

pridéleni startovnich &isel na maratonu

polet riznych obsazeni hotelovych pokoji




k-prvkova kombinace bez opakovani na n-prvkové mnoziné X je libovolny
neuspotradany vyb&r k prvki této mnoZiny. Jejich potet zna&ime C(n, k).

Vsimnéte si, Ze vybér je k-prvkovd podmnozina X.
Pocet k-prvkovych kombinaci na n-prvkové mnoZiné

@ n! moZnosti jak seradit prvky X
@ vybereme prvnich k prvki (nezajima nds pocet po¥adi k!)
@ zahodime poslednich n— k prvki (nezajimd nds po&et potadi (n— k)!)

Ulohy, které vedou na kombinace bez opakovani

@ potet podmnozin s predepsanym po&tem prvki (kone&né) mnoZziny
@ binomické koeficienty: koeficient u &lenu x* ve vztahu (x +1)"




k-prvkova variace bez opakovani na n-prvkové mnoziné X je libovolny
usporadany vybér k prvkd mnoziny X, pfi¢emZ zadny prvek se ve vybéru
neopakuje. Polet v3ech variaci znatime V/(n, k).

Pocet k-prvkovych variaci na n-prvkové mnoZziné

@ prvni prvek vybirdme z n moZnosti
@ druhy prvek vybirdme z n — 1 moZnosti
°

@ k-ty prvek vybirdme z n — k + 1 moZnosti
nebo

@ n! moZnosti jak seradit prvky X
@ zajima nas prvnich k prvki
@ zahodime poslednich n— k prvki (nezajima nas polet poradi (n— k)!)



Ulohy, které vedou na variace bez opakovani

@ vyb&r k-prvkové posloupnosti (riiznych prvki) z n prvki

@ pocet injektivnich (prostych) zobrazeni k prvkové do n-prvkové
mnoziny

@ potadi prvnich t¥i vitézl zavodu

@ pocet riiznych ubytovani hostii v poloprazdném hotelu




Pt¥iklady
@ Ctyrélenny tym z deseti zaméstnanct
jednd se o kombinace (nezévisi na potadi vybranych zaméstnanci)

/10y 100 10-9 8-7 10-3-7
C(10,4)_<4>_4!.6!_ 7 i e

@ pocet zapasi tenisového turnaje sedmi hraci
jednd se o kombinace (dvouprvkové podmnoziny sedmi prvkové

mnoZiny) 7
C(7,2) = <2) — 7




Ptiklady
@ pocet vyslednych poradi tenisového turnaje sedmi hraci
jedna se o permutace

P(7) = 7! = 5040

® pocet trojic na stupni vitézl tenisového turnaje sedmi hraci
jedna se o 3-prvkové variace, nebot , zavisi na poradi*
|

7
V(7,3) = 7; =7-6-5=210




Slozené vybéry

Nékdy poclty dvou rliznych vyb&rl s¢itdme, nékdy nasobime, jak pozname,
Co je spravné?

Kombinatorické pravidlo souctu

Jestlize existuje ny vybérl daného typu provedenych jednim zplsobem a ny
vybérl provedenych druhym zplisobem, pfi¢emz Zadny z téchto vybéri
nelze provést obéma zplisoby, pak existuje pravé n; + ny vybérii daného

typu.
,BUD ny zpusobl NEBO n, zpisobi.

Kombinatorické pravidlo soutinu (téz Princip nezavislych vybéri)

Mé&jme vybér, ktery se sestavd ze dvou podvybéri. Jestlize prvni podvybér
miZeme provést n; zpusoby a druhy vyb&r ny zplsoby, pFicemz pocet
zplsobu jednoho podvybéru nezavisi na volbé druhého podvybéru, pak
existuje ny - np vybéri daného typu.

»Nejprve ny zptisobti A potom ny dalSich zpiisobi. “




Jestlize vybér rozdélime na dvé disjunktni mnoZiny moZnosti, tak pocty
mozZnosti s¢itame.

Priklad

Ve hte , lovéée nezlob se” hazime kostkou a postupujeme figurkou
o prislusny pocet poli¢ek. Jestlize p¥i prvnim hodu padne Sestka, hazime
jesté jednou. O kolik politek se miZe figurka posunout?

Rozlisime dvé moZnosti:
@ pokud nepadne Sestka, posuneme se o 1 aZ 5 policek,

@ pokud padne 6, posuneme se 0 6 + 1 aZ 6 + 6 poli¢ek (dal3ich 6
moZnostf).

Celkem mdme 11 moznosti: 1, 2, 3, 4, 5, (6 ne!) 7, 8, 9, 10, 11, 12.




Jestlize jeden vyb&r rozd&lime do dvou drovni (podvybé&ri), tak potty
vybérii ndsobime.

P¥iklad

Hokejovy trenér sestavuje formaci (t¥i dto€niky, dva obrance a jednoho

brankdfe). K dispozici md 12 dto&nikl, 8 obrancid a dva brankave.
Kolik rGiznych formaci Ize sestavit?

ProtoZe mezi vyb&rem utoéniki, vyb&rem obrancl ani vyb&rem brankari
neni zadna vazba, miZeme pocitat

12\ /8\ /2\ 12-11-10 8.7
(3).<2>.(1>_ —— 1 -2=220.28-2= 12320,

Celkem existuje 12 320 riznych formaci.




KdyzZ jsou vybéry zavislé...

nem(iZeme nasobit polty jednotlivych vybéri.

Priklad

Hokejovy trenér sestavuje tym (t¥i dto¢niky, dva obrdnce a jednoho
brankéFe). K dispozici ma 11 dtoénikd, 8 obranci, 1 univerzalniho hrace
(bud v obran& nebo v dtoku) a dva brankd¥e. Kolik riiznym tymii Ize
sestavit?

@ vybrat 3 dtoéniky: (132)

@ vybrat 2 obrance: (g) nebo (g)?

P¥ijde na to, zda univerzalniho hraée vybral do dtoku nebo ne.
Nelze pouZit kombinatorické pravidlo soucinu! ... feSeni na cviceni

Otazka
Hazime tfikrat kostkou. Kolik existuje takovych moZnosti, kdy v kazdém
dal$im hodu padaji v&tsi a vetsi &isla?
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Metoda dvojiho pocitani
Necht kaZzdy p¥ipad n&jakého (sloZeného) vybéru Ize déle rozlisit (zjemnit)
na stejny potet £ moznosti. Ddle necht ziskany (zjemn&ny) vyb&r m3
celkem m rGznych moznosti (které umime spocitat).

Potom pocet v8ech moZnosti plivodniho vyb&ru je dan podilem m/¢.

Priklad

Sest spoluzaki Slo do kina. Kolika zpiisoby si mohou sednout do jedné
Fady tak, aby Adam sedél vice vpravo, nez Bedfich?
Mdme Sest spoluzakii, oznatme Adama A, Bedficha B.

K
<
3
<
°

Pokud rozlisime viechna rozsazeni, mdme P(6) = 6! = 720 moZnosti.
Adam bud' vice vlevo, nebo vice vpravo neZ BedFich, vzdy dv& moZnosti:

XXAXBX = XXBXAX.

V celkovém po&tu m = 720 moznosti je kazdd moznost zapod&itanou
dvakrat £ = 2. Jen jedna je ptizniva. Hledany pocet riiznych rozsazeni je
m 720

7= = 360.




Vybéry s opakovanim

Doposud nebylo opakovéni prvkil vyb&ru zddouci (osoby, podmnoziny, ... )
Avsak nékdy je moZnost opakovani prvkil p¥i vybérech uzite¢na
(opakovani pismen, vlastnosti, ... )

Priklad

Kolik existuje anagramii slova MISSISSIPPI?
(anagram je slovo sestavené z pismen daného slova)

Pokud by se ve slové MISSISSIPPI neopakovalo Zddné pismeno, jednalo by
se o permutace. Avsak opakuji se: S 4krat, | 4krat, P 2krat.

Metodou dvojiho poéitani:
@ rozlisSime viechna pismena (barevn&, pomoci indexi, apod.)
@ spotitame viechna po¥adi: (4 +4 42+ 1)!
© vydélime poétem moznosti, které nechceme nerozliSovat 4! - 4! - 21 . 1!
(4+4+2+1)! 11-10-9- 8-7- p-5
41.41.21.11 A B 2P

=11.10-9-7 -5 = 34650




na n-prvkové mnoziné je libovolné uspofadani
prvki této mnoziny, pticemz kazdy prvek se v takto vzniklé posloupnosti
vyskytuje pfedepsany poé&et krit. Pocet znatime P*(my, ma, ..., my).

Vybér je posloupnost (sefazeni) predepsanych pot¢tl identickych kopii
prvki.

Poclet v8ech permutaci s opakovanim n-prvkové mnoZiny, kde i-ty prvek se
opakuje m;-krat (pro i =1,2,...,n):

Priklady
@ permutace s opakovanim 2 prvki, jeden k-krat, druhy (n — k)-krét

- (k) = C(n )

prvni prvek = ,je", druhy prvek = , neni" ve vybrané mnoZziné
@ permutace (v multimnoZin& se prvky mohou opakovat)

v




Ptiklad, ktery ilustruje pojem

Kolika riznymi zplsoby mizZeme vybrat 6 kuli¢ek ze tfi barev, jestlize
polet kuli¢ek stejné barvy neni omezeny?

UkaZeme si elegantni zplsob, jak spoditat celkovy polet vybéri.
Vybereme naptiklad e, @, e, @, o, o
Uvedeny vybér miiZeme sefadit podle barev
eoejojoe
vidime, Ze barvy nehraji roli, aviak dileZité jsou , oddé&lovace" pfihradek

Celkovy pocet vybéri je

C*(3,6) = (6;2) - (2) — 28,




k-prvkova kombinace s opakovanim na n-prvkové mnoZiné X, je né&jaky
neusporadany vybér k prvkl z X, pficemz prvky vybéru se mohou
opakovat v libovolném po&tu identickych kopii. Potet znatime C*(n, k).

Vybér je ,multimnozina“, dovolime opakovani kopii prvkii ve vybéru.

Pocet viech k-prvkovych kombinaci s opakovdanim z n moZnosti je

@ mame-li n , barev", potfebujeme n — 1 oddélovati
@ miZeme , vybirat oddélovale", nebo , vybirat prvky*“

C*(n, k) = (kj,_fIl) _ <k+/,<1_1>'

Ulohy, které vedou na kombinace s opakovanim

@ zapis &isla k pomoci n nezdpornych celoéiselnych séitanci
@ losovani mnoziny k prvkd z n druhi, kdy po kazdém tahu vracime

prvky do osudi




Priklad
Kolika zplisoby miizeme zapsat &islo k jako soucet n nezapornych
celo&iselnych séitanci? RozliSujeme poradi séitanci!
Mame
k=x1+x2+ -+ Xp.

Budeme vybirat k jednitek a rozdélovat je do n p¥ihradek (s moZnosti
opakovani p¥ihradek).

@ né&které p¥ihradky mohou zistat prazdné (0 € Np)

@ miiZeme dat vSechny jedni¢ky do jedné prihradky

@ opakujeme prihradky, nikoli jednicky (jind dloha)

Kolika zplisoby miizeme zapsat &islo k jako souéet n kladnych séitanci?

Kolika zplisoby miZeme zapsat Cislo k jako soucet alespori n s¢itanch?

Kolika zplisoby miizeme zapsat &islo k jako soulet nejvyse n s¢itanct?



k-prvkova variace s opakovanim na n-prvkové mnoZiné X je néjaka
k-prvkova posloupnost vybrana z mnoziny X a kazdy prvek mnoziny X se
v posloupnosti miiZze opakovat libovolny pocet krat (nejvyse k krat).
Polet viech variaci znatime V*(n, k).

Vsimnéte si, Ze vybér je posloupnost.

Pocet vSech k-prvkovych variaci s opakovanim z n mozZnosti je

Ulohy, které vedou na variace s opakovanim

@ pocet zobrazeni k-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoZiny
@ mohutnost kartézské mocniny |AX|

Kolik ma kone&na mnoZina podmnozin liché velikosti?




Diskrétni pravdépodobnost

@ motivalni ptiklady
@ pravdépodobnostni prostor
@ nezivislé jevy
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