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O tomto souboru

Tento soubor je zamyslen pfedevsim jako pomiicka pro prednasejiciho.
Radu dileZitych informaci v souboru nenajdete, protoze prednésejici je
¥ikd, ukazuje, p¥ipadné maluje na tabuli. P¥ednasky jsou na webu

k dispozici, aby studenti mohli snadno dohledat probirand témata

z prednasek, které zameskali.

Pro samostatné studium doporuduji skripta:
@ M. Kubesa: Zaklady diskrétni matematiky, vyukovy text
e P. Kovar: Uvod do teorie grafll, vyukovy text

Pro ptipravu ke zkousce a pisemkam doporuluji cvi¢ebnici:

o P. Kova¥: Cvileni z diskrétni matematiky, sbirka p¥ikladi

V&e na http://homel.vsb.cz/ kovli6/predmety_dm.php



Ptehled prednasky

Kapitola 0. Opakovani
@ mnoziny, podmnoZiny a operace s nimi
@ princip inkluze a exkluze
@ relace

@ dlkazové techniky



MnozZiny a mnoZinové operace

je soubor riznych (rozligitelnych) objektt. Obvykle zna&ime velkymi
pismeny A, B, X, M, ...

Prvky mnoZin zna¢ime malymi pismeny a, b, x, . ..

Prazdnd mnozina @  nikoli {0} !

MnoZiny zaddvdme
@ vyctem prvki (taxativng): M = {a, b, c,d},
platiae M, de M,aleeg M
@ charakteristickou vlastnosti: N = {x: x € N, x > 5}.

Mohutnost mnoziny M

udavd polet prvki v mnozing M, zna&ime |M|.

Podmnozina

A je podmnoZinou B, jestlize pro kazdé a € A je také a € B.
Piseme A C B.




Mnozinové operace

mnoZin AU B = {x: x € A nebo x € B}
mnoZin AN B = {x: x € A a soutasn& x € B}
mnoZin A\ B = {x: x € A a soutasné x ¢ B}

mnozin AAB = (A\ B)U (B \ A)

Ptiklady

A={a,b,c}, B={c,d}

AUB={ab,c,d}, AnB={c}, A\B={a b}, AAB={a b, d}

Otazky

Najdete takové dvé mnoziny A, B, z2e A\ B= B\ A?
Najdete takové dv& rizné mnoziny A, B, ze A\ B = B\ A?

.




Rozsifené sjednoceni a pranik mnozin

Rozsitené sjednoceni UX a prinik ﬂ X; mnoZin.

Mé&jme mnozinu J, Ize pou2|t i UX a ﬂX
jeJ jeJ

Priklady

|
3

Ai={1,2,...,i}

5 5 00
U A= {1a2a3’4’ 5}’ m A= {1}7 ﬂ A= {1}
i=1 i=1 i=1

Jak vypada (1) A; pro J = {2,5}7
Jjed

Jak vypads | | A; pro J = N?
jed




Kartézsky soucin a kartézska mocnina

mnozin Ax B={(a,b):a€ A, be B}
je mnoZina v8ech uspo¥adanych dvojic prvkl vybranych po slozkach
z mnozin A a B v daném poradi.
Al X Ay X - - xAn:{(al,az,...,a,,) ca; €A, i:1,2,...,n}
Pro A; = A, = ... = A, dostaneme A",
Definujeme A% = {0}, Al = A.

A=1{a b}, B={% 0, &}

Ax B ={(a %), (a,7),(a #),(b &), (bO), (b #)}

Typicky ptiklad

Kartézské soutadnice (x,y) vVR? =R xR a (x,y,z) vR3 =R x R x R.




(a,%) (a,Q) (a,®)
A AxB
(0, %) (b,Q) (b, W)
(& © &5
Kartézsky sou¢inu mnoZin A x B ={a, b} x {&,Q, &}.

e

VSechny mozné podmnoZniny mnoZiny barev C = {r, g, b,y}.




Potenéni mnozina

je mnoZina obsahujici vSechny podmnoZiny mnoziny A

24 = {X: X C A}.

v

MnozZinovy systém nad A

nebo také nad A je n&jaka mno¥ina 7 C 24.
Déavame prednost terminu ,,systém mnoZin* pt¥ed ,,mnoZina mnoZzin".

Ptiklady

A= {37 b} 2A - {(2)7{3}7{[3}7{37 b}}
-

v

Doplnék mnozZiny na univerzu

obsahuje vSechny moZné prvky.
Pro dané A obsahuje A pravé ty prvky, které nepatfi do A.

.




BxAxB=? Ax0=? 0x0=? @¢°=2 @°=2

Které mnoZinové operace jsou

@ komutativni?
@ asociativni?

Otazky

? ?
Ax Bl =7, [22]ZA2, |24 < |4, |24 <|A?

Otazky
MnoZina S obsahuje vSechna sud3 Zisla. B
Jak vypada S pro univerzum Z? Jak vypada S pro univerzum R?

.




Ciselné obory a celoéiselny interval

P¥irozena a celd &isla

pfirozend &isla zna¢ime N = {1,2,3,4,5,...} neobsahuji &islo 0
prirozena &isla v&etn& nuly znatime Ny = {0,1,2,3,4,5,...}

celd &isla znatime Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

| A

Interval celych cisel od a do b

je mnoZina {a,a+1,...,b—1,b}
znatime: [a,b] = {a,a+1,...,b—1,b}

\

srovnejte s intervalem redlnych &isel (a, b)

[3’7] = {374’ 5’677} [_27 _2] = {_2}
[5,0] =0 (prdzdnd mnoZina)




Princip inkluze a exkluze

Nazyvan také , princip zapojeni a vypojeni“, nebo ,,zahrnuti a vylouéeni*.
Pro mald n jej ¢asto intuitivné pouZivame:

Véta
Pocet prvki ve sjednoceni dvou mnoZin je:

|[AUB| =|A|+ |B| — |AN B|.

abp

Pocet prvki ve sjednoceni tFi je:

|JAUBUC| = |Al+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|ANC|+|AnBNC|.




Obecny tvar principu inkluze a exkluze

Pocet prvkil ve sjednoceni n mnoZin je:

Ual= ¥

i=1 JC{1,...,n}
J#0

LN A

ied

Abychom zjistili, kolik prvkd ma sjednocenf
@ secteme velikosti jednotlivych mnoZin,

odelteme velikosti priinikd vdech dvojic,
pri¢teme velikosti priniki vech trojic,

°
°
@ odecteme velikosti prinikl vSech &tvefic,
°



Velikost sjednoceni t¥i mnozZin

Napf¥iklad pro n = 3 dostavame

3
U Al = Z (=t mAi =
i=1 JC{1,2,3} iel
J#£0
= |Ar] + |Az| +|As| -
— ’Al ﬂAz’ — ’Al ﬁA3| — ‘AQ ﬂA3‘ aF
+ ’Al NAN A3‘

-
QD



Velikost sjednoceni ¢tyf mnozin

pro n = 4 dostavame

4
UAi = Z (nHE. ﬂAi =
i=1 IC{1234} ieJ

J#D

= |A1| + [A2| + |As| + |As] —
= |A1 ﬂA2| = ‘Al ﬂA3| = |A2 ﬂA3| = |A1 ﬂA4| = ’A2 ﬂA4| = |A3 ﬂA4|-
+ JAINANA3|+ |[A1NANAg| + A1 N A3 N Ag| + A2 N A3 N Ag| —
= |A1ﬂA2ﬂA3ﬂA4|.

A As

As




Specialni tvar principu inkluze a exkluze

Jednodussi tvar (s méné& s&itanci), maji-li mnoZiny a priniky i mnoZin
stejné velikosti:

()] - S (7). N4l

Abychom zjistili, kolik prvkd ma sjednoceni
@ pocet jednoprvkovych mnoZin mnozin,
@ odelteme pocet dvouprvkovych prinikd x velikost prinik( dvojic,
@ pri¢teme podet t¥iprvkovych prinikli x velikost prinik{ trojic,
@ odelteme pocet Ctyfprvkovych prinikl x velikost priinikd Etvefic,
°



Velikost sjednoceni tfi mnoZin maji-li mnoZiny i priniky mnoZin
stejné velikosti

Pro n = 3 dostavame

g B

k=

[y




Velikost sjednoceni ¢tyf mnozin maji-li mnoziny i priniky mnozin
stejné velikosti

Pro n = 4 dostavame

n

= ) (-1 (Z) _(k]lAj =

k=1

4 4
= <1> -|A1|— <2> ~|A1ﬂA2|+

4 4
<3> . |A1 N A ﬁA3| = <4>|A1 N A> N Az ﬁA4|.

+

A As




Venniiv diagram pro sedm mnozin — Adelaide

19 /82



Ve tfidé je 25 zakh. 17 z nich se u¢i anglicky a 10 némecky. 4 se udi
anglicky a némecky, 4 anglicky a francouzsky, 2 némecky a francouzsky a
jeden studuje v8echny t¥i jazyky. Kolik studenti se uéi jen francouzsky?
Mnoziny ozna¢ime A, N a F. ZapiSeme si

|A| =17, [N| =10, |ANN|=|ANF|=4, INNF|=2, |JANNNF|=1
Z rovnice
JAUNUF| =|A|+ N|+|F|—|ANN| = |[NNF|—|ANF|+|ANNNF|
dostaneme

IF|=]|AUNUF| —|A| = |N|+|ANN|+ [N F|+|ANF| - [ANNNF]|
F|=25-17—-10+4+4+2-1=1.




Pt¥iklad (pokracovani)

Ale néktefi z téchto 7 studenti se uéi i jiné jazyky!

Jen francouzsky

x=|F|=|ANF|—|NNF|+|ANNNF|
x=T7—4—-2+1=2%jici.

Jen francouzsky se uéi 2 Z4ci.



0.3. Relace a zobrazeni

P¥i studiu diskrétni matematiky nevystaéime s naivnim pFistupem

k pojmim , nebo byt , je potFeba tyto pojmy
korektné definovat. Vechny vychazeji ze spole¢ného zakladu —

Vyznam pojmi a ptekracuje ramec pfedmétu Diskrétni
matematiky.

P¥ehled

@ pojem relace

usporadani a ekvivalence
funkce a zobrazeni
skladani zobrazenf
princip inkluze a exkluze



0.3.1. Binarni a n-arni relace (na mnoZziné a mezi mnozinami)
P¥ipometime: Kartézsky soucin mnozin Ax B = {(a,b) :a€ A,b e B}
je mnoZina v8ech uspo¥adanych dvojic prvkd vybranych po sloZzkich

z mnozin A a B (v daném poftadi).

Definice

(Heterogenni) bindrni relace R mezi mnoZinami A, B je libovolné
podmnoZina kartézského soudinu A x B, tj.

RCAXxB.
Rikdme, %e ,prvek x € A je v relaci s y € B" (v tomto po¥adi).

Pigeme (x,y) € R nebo (x,y) ¢ R, <&asto jen xRy.
(napf. x =y, x <y misto (x,y) €=, (x,y) €<)

| \

Definice — obecné;jsi
(Heterogenni) n-arni relace S mezi mnoZinami Ay, Ay, ..., A, je libovolné
podmnoZzina kartézského soudinu A; x Ay X --- X Ap, tj.

SCA XAy x---xXA,.




Alz |l (z,0) (2,b) (z,¢) (2,d) |AxB

vyl (y,a) (y,b0) (y,¢) (y,d)
z|| (z,0) (2,b0) (2,¢) (z4d)

(a ®» ¢ 4 )B

Kartézsky souc¢inu mnoZin A x B = {x,y,z} x {a, b, c,d}.




Priklad
Zaznam v databazi odpovida jednomu prvku relace. Naptiklad vysledek
zkousky v Edisonu:

s

(jméno, osobni &islo, datum, bodové hodnoceni)

Prvek soutinu Jmeno x OsCis x Datum x Body

V databazi miZeme vyhledat vSechny zdznamy s predepsanymi
vlastnostmi:

@ studenti, ktefi vykonali zkousku ve zvoleny den,
@ studenti, ktefi pFisli na zkousku spoleéng,
@ bodové vysledky v daném terminu,
° ...
Vysledek miiZze urfovat vztah (relaci) mezi prvky stejné mnoZiny soutinu:
@ vztah (relaci) mezi studenty,

@ relaci mezi body za pisemku.



na mnoziné A je libovolné podmnoZina
kartézského soutinu A x A = A2 tj.

R C A%

na mnoziné A je libovolné podmnozina
kartézské mocniny Ax AXx --- x A= A" tj.

SCA"

Ptiklad

@ Relace mezi studenty, ktefi ziskali stejnou znamku z DiM.

@ Relace mezi dvojicemi studentl, kdo ma vyssi skére z pisemky.

@ Relace mezi dokumenty s podobnymi pojmy (plagiaty). ..

.

je specidlni p¥ipad n-arni relace. (unarni, ternarni, ...).
(Homogenni) relace na dané mnoZiné je specidlni p¥ipad (heterogennf)
relace mezi mnozinami. Vice v pfedméty UTI.



Definice

(Bindrni) relace R na mnoZing A je

pokud (x, x) € R pro v8echna x € A,
pokud (x,y) € R < (y, x) € R pro viechna x,y € A,
pokud (x,y),(y,x) € R = x =y pro viechna
X,y €A,
pokud (x,y),(v,z) € R = (x,z) € R pro v3echna
X,y,Z € A.
( ) pokud (x,y) € R nebo (y,x) € R pro kazdé x,y € A

Ptiklady

relace rovnosti ,,=" je reflexivni, tranzitivni, symetricka i
antisymetricka

relace mensi ,, <" je tranzitivni a antisymetrickad, ,, <“ je i reflexivni
relace dé&litelnosti ,,|“ na N (i Np) je reflexivni, tranzitivni a
antisymetricka

relace , byt p¥ibuzny“ je jisté symetricka, tranzitivni a reflexivni
relace , pod¥izeny/nad¥izeny* je antisymetrickd a tranzitivni

relace ,,dorozuméni se” je obvykle symetricka, nemusi byt tranzitivni




0.3.2. Relace ekvivalence

Definice

na mnozing A je reflexivni, symetrickd a tranzitivni bindrni
relace na mnoziné A. Znadime ~.

Definice

Mé&jme relaci ekvivalence ~ na mnoziné A.
(znatime [~ x]) rozumime podmnoZinu [~ x] = {z € A: z ~ x}.

N

Relace ekvivalence vyjadfuje vztah , mit stejnou vlastnost".

@ relace (mit stejny zbytek po dé&leni &islem n); znadi se =
@ relace vyjadfujici vztah mezi studenty ,, mit stejnou znamku z DIM *
@ relace ,,synonyma v jazyce" je (v&tSinou) ekvivalence




Definice rozkladu mnoziny Y

Rikdme, Ze podmnoziny X1, Xo, ..., X, mnoziny Y tvofi rozklad Y/,
jestlize
@ X1,Xa,...,Xm jsou po dvou disjunktni: X; N X; = 0 pro Vi # j
@ jejich sjednoceni je dplné: X UXoU---U X, =Y

| A\

Otazky

@ priklad rozkladu, ktery ma kone¢né mnoho nekoneénych t¥id rozkladu

o priklad rozkladu, ktery ma nekone¢né mnoho t¥id rozkladu

@ priklad rozkladu, ktery ma nekonetné mnoho nekoneénych t¥id
rozkladu

.

Mezi relaci ekvivalence na mnoZiné A a rozkladem mnoZiny A je tzky
vztah:

Razné tfidy ekvivalence ~ na mnoZiné A tvofi rozklad A.

Plati i opacné tvrzeni: rozklad mnoZiny A urluje relaci ekvivalence na A.



Razné tfidy ekvivalence ~ na mnoZiné A tvofi rozklad A.

Dikaz VSimneme si, ze pro kaZdou dvojici a ~ b se tfidy ekvivalence
rovnaji [~ a] = [~ b] i kdyZ majf jiné ozna&eni, nebot pro kazdé x € [~
je x ~ a, z tranzitivity x ~ b a tedy x € [~ b]. Déle ov&fime:
b UXGA[: X] =A
Je z¥ejmé z reflexivity relace ~, nebot x € [~ x].
o [~ x]N[~y] =0 pro kazdé x £ y
UkaZeme nep¥imo, tj. [~ x] N[~ y] # 0, potom [~ x] = [~ y].
M&me u € [~ x] N[~ y]. Pak podle definice tfidy rozkladu je v~ x a
U~ y, coz z tranzitivity a symetrie ddvd x ~ y. To ale znamen3, Ze
kazdy prvek u € [~ x] je také v [~ y| a naopak, tj. [ x] =[~y]. O

@ rozklad mnoZiny ptirozenych &isel podle relace kongruence pf¥i déleni n

@ rozklad mnoziny studentii podle relace , mit stejnou zndmku z DIM“

@ rozklad zaznami v databazi v zdvislosti na hodnoté vybraného
parametru.




0.3.3. Relace &aste¢ného usporadani

NoRyd

Uspo¥adani a ekvivalence jsou nejbéznéjsi typy relaci.

Castecné usporadani < je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni binarni
relace na mnoZiné A. MnoZina s relaci < se nazyva poset.

Slovo &dstedné zdlraziiuje, Ze se nemusi jednat o dplnou relaci na A,
tj. ne kazda dvojice prvkl musi byt v relaci xRy nebo yRx.
Céstetné usporadani mizeme zndzornit pomoci hasseovského diagramu
@ je-li x <Xy, bude prvek y zakreslen vy nez prvek x,
@ prvky x a y spojime &arkou, jestlize x < y; vynechame vSechny
spojnice, které vyplynou z tranzitivity.




@ relace inkluze C (byt podmnoZinou). Dv& mnoZiny mohou snadno byt
neporovnatelné inkluzi, treba {1,2} a {1,3,4}.

@ relace délitelnosti | na N (pFedchozi obrazek)

@ rozehrany turnaj po prvnim kole — nékteré tymy spolu jesté nehrdly,
nevime kdo je ,,lepsi“

Je-li a < b, Fikdme, Ze a je nez prvek b v &aste¢ném usporadani <.
Déle prvky a, b jsou , jestlize neni ani a < b, ani b <X a.
Rikame, Ze posloupnost a1, ap, ..., a, tvofi v Caste€ném

usporadani =, jestlize a1 < ap < --- <X a,.

Prvek m nazveme v &astedném uspotradani = mnoziny A,
jestlize neexistuje prvek x € A vétSinez m, tj. Vx e A:- m=<x=x=m.
Prvek m je v Casteéném usporadani = mnoziny A, pokud je kazdy

jiny prvek x € A je mensinez m, tj. Vx € A: x < m.

a prvek v &aste¢ném uspotadani definovdny analogicky.



@ 1 je nejmensi p¥irozené &islo (bez nuly) v uspofddani podle velikosti

@ mnozina {2,3,4,5,6} usporddand délitelnosti nema nejmensi prvek,
minimalni prvky jsou 2, 3, a 5; prvky 4 ani 6 nejsou minimalni prvky,
protoze 2|4 a 2|6, (tj. ,2 je mendinez 4 a 6")

@ prirozend Cisla nemaji nejvétsi ani maximalni prvek v klasickém
usporadani podle velikosti

@ kladna raciondlni &isla nemaji nejmensi ani minimalni prvek

@ nezdporna raciondlni &isla maji nejmensi prvek 0 (je i minimalnf)

Céstetné usporadani < se nazyva
(zkrécen& ), pokud nema neporovnatelné prvky.
Mdame-li uspofadani na A, tak mizeme prvky A uspofddat do jednoho
fetézce.
P¥iklady

@ klasické usporadani celych, racionalnich &i realnych &isel podle

velikosti
@ abecedni (lexikografické) uspofadani slov — vZdy umime rozhodnout




Zavodu se Ucastnila ¢tyfi auta: Cervené, modré, zelené a fialové.

Cervené auto pfijelo do cile d¥ive ne# fialové. Zelené auto pfijelo d¥ive ne¥
Cervené. Fialové auto prijelo dfive neZz modré. Zelené auto pfijelo d¥ive nez
fialové. Které auto pfijelo posledni?

Zavedeme relaci na mnoZin& aut. Auto x je v relaci s autem y (v tomto
poradi), pokud auto x pfijelo pozd&ji nez auto y.

Jedna se o relaci &aste¢ného uspofadani: je tranzitivni a antisymetricka,
ale neni reflexivni. Bez Ujmy na platnosti ¥eSeni miZzeme doplnit relaci
o trividlni dvojice ,,auto x dorazilo d¥ive nebo souéasné jako auto y*“.

MiiZeme nakreslit hasseovsky diagram, ve kterém jsou auta, které pfijela
d¥ive, zakreslena vyse. 7

=S|



0.3.4. Zobrazeni (funkce)

Még&jme binarni relaci f C A x B, pro kterou plati, Ze ke kazdému x € A
existuje pravé jedna uspofadana dvojice (x,y) € f, kde y € B. Potom
relaci f nazyvame zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B; zapisujeme
f:A— B.

Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B v DiM ¥ikdme funkce.

Druhy (jediny) prvek dvojice zapisujeme jednoduse jako y = f(x) misto
(x,y)ef.

Poznamka

Obvykle je pojem funkce chapan jako specidlni p¥ipad zobrazeni, kdy
A, B C R (pfipadn& C). V tomto kurzu budeme pojmy funkce a zobrazeni
povazovat za synonyma.

| \

Priklady
@ v analyze f : R — R, pF¥ipadné funkce vice proménnych f : R xR — R
@ zobrazeni f : A — B, které pointeriim A p¥itazuje pamé&tové adresy B




Nékteré vlastnosti zobrazeni jsou natolik vyznamné, Ze maji jména:

Definice

Funkce f : A — B se nazyva
° jestlize rizné prvky z A se zobrazi na rizné prvky B
tj. x #y = f(x) # f(y), totéz jako f(x) = f(y) = x=y
° jestlize na kazdy prvek B se zobrazi néjaky prvek A
tj. Yy € B existuje x € A tak, Zze f(x) =y
o je-li £, prosta“ i, na

@ je-li f : R — R, tak f(x) = x? nenf ani prosta ani na
@ jeli f: R — R, tak f(x) = x3 je bijektivni
@ je-li f : R — R, tak f(x) = /x neni funkce (v—3 = 7?)




V pfedmétu UTI budete rozlisovat:
@ totdlni funkci
Binarni relaci f C A x B, pro kterou plati, Ze ke kazdému x € A
existuje pravé jedna usporadand dvojice (x,y) € f, kde y € B.
@ parcialni funkci
Bindrni relaci f C A x B, pro kterou plati, k Zddnému x € A
neexistuje nejvySe jedna uspofddand dvojice (x,y) € f, kde y € B.

Zobrazeni a funkce zavedené na p¥edchozich slidech odpovidaji totaln{
funkci. Parcidlni funkce nenfi , funkce" ve smyslu pfedchozi definice.

Pozor: Bijektivni zobrazeni definovano pouze pro totdlni zobrazeni, nestadi
injektivni a surjektivni zobrazen.



Skladani zobrazeni

Definice skladani zobrazeni

Mg&jme dv& zobrazeni (funkce) f: A— Bag:B — C.
Jejich slozenim rozumime zobrazeni (gof): A— C (&ti, g po ")
definované vztahem

(g o F)(x) = &(f(x))-

Ve slozeném zobrazeni (g o f) : A — C p¥ifadi nejdfive zobrazeni f vzoru
x € A jeho obraz f(x) € B a pak zobrazeni g p¥ifadi vzoru f(x) € B jeho
obraz g(f(x)) € C.

Poznamka

Vsimnéte si: mnoZina obrazl prvniho zobrazeni f musi byt podmnoZinou
mnoziny vzorl druhého zobrazeni g.
Pokud by tomu tak nebylo, pak sloZené zobrazeni neexistuje!




Isomorfismus

Casto se setkdvame s diskrétnimi strukturami, které jsou sice jinak
pojmenované, jinak znalené i jinak definované, ale ve své podstaté jsou
analogické. Prvky jedné lze p¥evést bijekci na prvky druhé, p¥icemz
»Vvlastnosti“ se zachovaji. Tuto vlastnost vyjadfujeme slovem byt

Priklady

@ poten&ni mnoZina mnoziny {a, b} s relaci , byt podmnoZinou" je
isomorfni mnoZin& {1,2,3,6} s relaci d&litelnosti

@ mnozina {1,2,...,n} m3 stejn& mnoho podmnoZin jako mnoZina
{n+1,n42,...,2n}; mezi prvky existuje snadnd bijekce b(i) = i+ n;
také Caste¢na usporadani téchto systémd podmnoZin inkluzi jsou si
isomorfni p¥es rozditenou bijekci b*(X) ={i+n:ie€ X}

@ relace délitelnosti na mnozin& {1,2,3,4,6,9,12,18,36} je isomorfni
s délitelnosti na mnoZziné {1,2,4,5,10, 20, 25,50, 100}; bijekci p
v prvodiselném rozkladu nahradi prvocislo 3 prvodislem 5,
tj. p(1) =1, p(3) =5, p(6) = 10, p(9) = 25, ...

@ Mgjme (A, p), (B,0). (A, p) =~ (B, o) jestlize existuje bijekce
f:A— B kde xpy & f(x)of(y)




0.3.5. Bijekce konetné mnoziny, permutace

Permutaci (bez opakovani) na mnoZzin& A lIze chdpat jako bijektivni
zobrazeni m: A — A.

Mg&jme mnoZinu A = [1, n].
Permutace na A je uréena potadim prvki (pi1, p2, ..., pn). Zobrazeni m
definujeme p¥edpisem 7(i) = p;.

Priklady

Permutace zapisujeme naptiklad
(1 2 3 45 6 (1 2 5 6
T3 15426) 7\25 16)
Nyni miZeme permutace skladat
o_123456 o_123456
7°T=421356) ""7"\124536)

Uvedené pfiklady Ize chapat naptiklad jako michani bali¢cku 6 karet.

3 4
4 3




@ V3echny permutace mnoZiny [1, n] spolu s operaci skladdni tvofi
grupu, které ¥ikdme symetricka nebo permutacni grupa. Znaéi se Sp,.

o Kazda grupa je isomorfni né&které grupé (podgrup&) permutaci.

@ Pozor! PouZivaji se i jind znaleni pro skladani permutaci.

P¥i zdpisu permutace vynechdvame (uspofadany) prvni ¥adek 1,2,...,n.
Zavedeme si jiny v praxi pouZivany zapis permutaci, pomoci jejich cykli.

Necht 7 je permutace na mnoZiné A. Cyklem permutace 7 rozumime
takovou posloupnost (ai, ap, ..., ak) rtznych prvka A, Ze

m(aj) =aiy1proi=1,2,... ., k—1an(ax) = ai.

2) zapi%eme jako o = (1,2,5)(3,4)(6)




Zapis permutace pomoci cyklia

Neni dileZité, kterym prvkem zdpis permutace za&indme, avSak obvykle se
snazime zadinat , od nejmensiho* prvku.

Kazdou permutaci kone¢né mnoZiny A lze zapsat jako sloZeni cyklii
na disjunktnich podmnoZinach A.

Dikaz Vezmeme libovolny (nap¥. nejmensi) prvek a; € A a iterujeme
zobrazeni a; = m(ay), a3 = m(az) atd., aZ dostaneme a; (postup je

kone¢ny, protoze A je konetnd). Tak ziskame prvni cyklus (a1, ..., ax).
Pokralujeme v sestavovani cykli ve zbylé mnozing A\ {a1,...,ax} (napt.
od nejmensiho prvku), dokud prvky A nevylerpame. O

@ nevyhodou zdpisu permutaci pomoci cykli je sloZitgjsi skladani

@ vyhodou zépisu permutaci pomoci cykli je snadné urgeni ¥adu (délky)
permutace, tj. poltu kolikrat sloZime permutaci samu se sebou,
abychom dostali zobrazeni identity id, kde id(a;) = a; pro kazdé i.



Definice

Necht n € N. Pak n-tou mocninu permutace m budeme definovat

rekurentné:

al=nmpron=lan"=xa"tor=mon"Lpron>1.

Definice

| A\

Mé&jme nejmensi mo?né k € N takové, e 7% = id, kde 7 je n&jaka
permutace. Potom ¢&islo k nazyvame permutace 7.

Ptiklad
1 2 3 45

3125 4
Snadno ovéfime ToToT o7 o7 o7 =id a mensi polet sloZeni neda

identické zobrazeni.

Permutace 7 = < ) ma fad 6.

Véta
R&d permutace je nejmendim spoletnym nasobkem délek jednotlivych
disjunktnich cykll v cyklickém zapisu permutace.

A




Priklad
Skladani permutaci zadanych pomoci cyklii
Mame dany permutace

~(3 1343 0)-ass200),

(12
7=\2 5
Vime

O_123456 o_12 5 6

7°"=4 2135 86) "°77\1 2 3 6)
SloZime permutace jako cykly:

oom=(1,2,5)(3,4)(6) o (1,3,5,2)(4)(6) = (1,4,3)(2)(5)(6)-

S

5 6

i 1 6>=(1,2,5)(3,4)(6).

w

3 4
4 5

Podobné
moo=(1,3,5,2)(4)(6) o (1,2,5)(3,4)(6) = (1)(2)(3,4,5)(6).



Mame automat na michdni n karet.
PokaZdé provede stejnou permutaci mnoziny karet {1,2,..., n}.
@ pouZijeme-li k-krat (k je ¥4d permutace), sefazeni bude jako
pfed michanim
@ Ize ukazat, Ze jednim strojem nemiZeme pro n > 2 ziskat vSechny
permutace (vSechna rozmichdni)

Priklad
Elegantni zdlivodnéni, Ze neni mozno vytesit hlavolam Loydova patnactka
S vyuZitim permutaci.

A\




Némecky Sifrovaci stroj Enigma byl rozlustén spojenci. Klicovym krokem
byla analyza, kterou v roce 1932 udélal Polsky matematik Marian Rejewski
rozborem grupy permutaci. Byl schopen odhalit spoje jednotlivych kotouci
aniz stroj kdy vidél.

Desifrovaci kli¢ pro ndapovédu ve h¥e geocaching je popsan schématem
A|BICIDIEIFIGIHITIIJIKILIM

NIOIPIQIRISITIUIVIWIXIYIZ
Lze popsat permutaci fadu 2, stejny algoritmus pro Sifrovani jako
pro desifrovani.




Generator nahodnych &isel v programovacich jazycich obvykle neni
ndhodny, ale dava prvky permutace s velkym ¥adem.

Na prvni pohled neni zfejmé, protoZe obvykle vypisujeme &isla
zaokrouhlend z predepsané mnoziny Cisel.

Otazky
@ Jaky je rozdil mezi bijekci a surjekci?
o Jak ukaZete, Ze jsou mnoZiny stejné velké?
@ Jak ukaZete, Ze jsou mnoZiny s operaci stejné?
@ Jak porovnavat velikosti kone¢nych mnoZin pomoci zobrazeni?
°
°
°

Jak porovndvat velikosti nekoneénych mnoZin pomoci zobrazeni?
Kolik nejvice riiznych rozmichani umi automat pro 10 karet?
Kolik nejvice riznych rozmichani umi automat pro 32 karet?




0.4. Diikazové techniky v diskrétni matematice
Matematika se jako védni disciplina vyznaduje svou exaktnosti.
Rozumime tim schopnost dokazat tvrzeni nade vsi pochybnost.

Pojem matematického diitkazu se vyvijel nékolik stoleti. K nejzndméjsim
historicky doloZenym diikaziim pat#:

o grafické dikazy Pythagorovy véty (tvrzeni: Babylonska tabulka
cca. 1900-1600 pt¥.n.l., ,Rhindiv Papyrus® z Egypta 1788-1580
pt.n.l.,
ditkaz: Pythagorejskd kola cca. 560-480 pt.n.l., v Cin& cca. 500200
pred n.l.)

@ Euklidovy ,, Zdklady“ cca. 300 p¥.n.l.

V moderni matematice: pojem matematického diikazu je posloupnost
elementdrnich ové&fitelnych krokd vedoucich od zndmych /pfedpokladanych
faktl k novému/poZadovanému tvrzeni.

V diskrétni matematice jsou zdkladni predpoklady tvoreny axiomy
tzv. Peanovy aritmetiky (tj. dobfe zndma fakta o p¥irozenych &islech
spole¢né& s principem matematické indukce).



0.4.1. Zakladni logické symboly
Znamé pojmy:
@ Tvrzeni je vyrok, o kterém ma smysl rozhodnout, zda je pravdivé &i
nepravdivé
Logické hodnoty: 1/0, True/False, Pravda/Nepravda
Logické spojky: ,NOT* =X, ,AND" X AY, ,OR"XVY
Implikace: , jestlize (je pravda) X, pak (musi byt) Y" X =Y
@ Ekvivalence: , X (je pravda), pravé kdyz Y (je pravda)” X < Y

Negace — je unarni operdtor, A,V, =, <> jsou bindrni operatory.

Dalsi operatory jsou kombinaci:
A XOR B je totéz jako =(A < B).

@ Kolik existuje logickych binarnich operator(?

@ Je, 7 : " plnohodnotny ternarni operator?




Kvantifikatory

. Pro kazdé x € M plati tvrzeni P(x)"
piseme: Vx € M : P(x)

, Existuje x € M, pro které plati tvrzeni P(x)
piseme: Ix € M : P(x)
Mnozinu M miZeme vynechat, pokud je zfejmé o jakou M se jedna.

Jak vypada negace obecného vyroku s kvantifikdtorem?

Vyslovte negaci vyroku Vx € M : P(x)?
dx € M : =P(x)
Vyslovte negaci vyroku 3x € M : P(x)?
Vx € M : =P(x)

Toto obecné schéma vyuZijeme pro konkrétni p¥iklady. ..



0.4.2. Pojem matematického diikazu
Struktura véty (tvrzeni) v matematice: P = D
P¥esné formulované predpoklady P, za kterych plati tvrzeni véty D.

Podrobny postup, jak z pfedpokladl odvodit tvrzeni vé&ty nazyvame diikaz.

Matematicky dikaz

n&jakého tvrzeni D je konetnd posloupnost kroki /vyroki, kde kazdy krok
je:
@ axiom — obecné platny &i predpokladany fakt
(volba axiom zavisi na matematické teorii*),
@ predpoklad P je podminka, na kterou se omezime,
@ vyrok odvozeny z predchozich krokli uzitém nékterého z platnych
odvozovacich pravidel (zavisi na pouZité logice).

Posledni krok obsahuje jako vyrok tvrzeni D.

*Rizna odvétvi matematiky vychazi z rliznych axiomi. Zatimco diskrétni
matematika vychdzi z Peanovych axiomi, naptiklad geometrie (nejstarsi
exaktn& budovand matematicka disciplina) vychazi z p&ti Euklidovych
axiomd.



K €emu to budu jako absolvent potiebovat?

. K &emu je novorozen&? "

spravné pochopeni omezeni pouzitych metod

°
@ argumentace pro a proti navrZzenému Feeni
@ srovnani kvality rGznych ¥eseni

°

100% korektnost metody/algoritmu je nékdy vyZadovana
(autopilot, jednotka intenzivni pé&e, Fizeni sateliti)



Priklad

Abstraktni o inverznim prvku

Dokazeme, Ze v libovolné (i nekomutativni!) algebraické grup& plati
komutativita operace vzhledem k , ndsobeni inverznim prvkem “. Tj. jestlize
A-B = E, potom také B- A=E.

Vzpomeiite na nasobeni reguldrnich matic: jednotkovd matice mize vyjit
pouze pro reguldrni matice, nebot existuje inverzni matice.

Grupa (G, -) je mnozina prvkil s jednou operaci, pro kterou plati n&jaké
vlastnosti, tzv. axiomy grupy. Nds zajimaji tfi

© operace je asociativni

@ v grupg existuje , jednitka" (neutralni prvek)

© ke kazdému prvku existuje prvek inverzni

Poznamka

P¥i psani dlikazli miZeme nékteré elementarni kroky vynechat, pfipadné
zkratit. Nesmi v8ak byt poru¥ena korektnost tvrzeni (vynechat n&ktery
predpoklad). Mira , zkratky “ zavisi i na otekdvaném , primé&rném ctend¥i“.




Grupa (G, ) je mnozina prvkil s jednou operaci, pro kterou plati tzv.
axiomy grupy. VyuZijeme nasledujici tfi axiomy
© operace je asociativni:
VA,B,CeG:(A-B)-C=A-(B-()
© v grupé existuje , jedni¢ka“:
dJE€EG:E-A=A-E=AproVAe G
© ke kaZdému prvku existuje prvek inverzni:
VAEGIATL A -Al=E AN AL A=E

Dukaz tvrzeni:

A-B = E predpoklad
Al (A-B) = Al E  zaxiomu 3. existuje A1
(At A-B = A1 z axiomu 1. a axiomu 2.
B = A1 z axiomu 3.
B = A! Z axiomu 2.
B-A = ALl.A
B-A = E z axiomu 3.



0.4.3.Zakladni diikazové techniky

@ pfimy ditkaz: A= B

@ neptimy dikaz: =B = -A

o ditkaz sporem: AA =B = spor ( je soutasna platnost T a = T)
@ ditkaz matematickou indukef ( a )

KaZdé liché &islo je mozno napsat jako rozdil dvou &tvercd.
UkaZeme pfimo. Méjme liché &islo 2k + 1, kde k € Z, potom
W=kl = (2 e Bl 1 = 2 = (e T = 2

Prvocisel je nekone¢né& mnoho.

Vime, Ze kazdé kladné pfirozené &islo je mozno napsat jako soucin
prvodisel. Sporem:

Predpokladame, Ze prvolisel je kone¢né mnoho, oznadime je p1, p2,. .., Pn
(Jsou v3echna). Ale &islo x = p1 - p2 - -+ pp + 1 neni délitelné ani jednim

z prvotisel! Mame spor (= ma soulasné platit n&jaké tvrzeni i jeho
negace), proto predpoklad nepravdivy, tj. prvocisel je nekone&n& mnoho.

v



0.4.4. Princip matematické indukce

Princip matematické indukce je jedna z nejéastéji pouZivanych dikazovych
technik pro tvrzeni (vyrokové formy) zavislé na p¥irozeném parametru n
(oznalujeme P(n)).

Matematicka indukce

Mg&jme tvrzeni P(n) s celotiselnym parametrem n. Necht plati:

@ Zdklad indukce:
Tvrzeni P(ng) je pravdivé, kde ny = 0 nebo 1, nebo obecné celé ng.
@ Indukéni krok:
Vyslovime indukéni predpoklad: Pro n&jaké n tvrzeni P(n) plati.
UkédZeme, Ze pro kazdé n > ng z platnosti P(n) plyne platnost
P(n+1).
Pak P(n) plati pro viechna p¥irozend n > ng.

Matematickou indukci Ize (sp&né vyuzivat p¥i dokazovani spravnosti
algoritmi.

UkdZeme nékolik pfikladd. ..



Pockat!

Ale. ..
@ ukdZeme zdklad indukce,

@ ukaZeme platnost indukniho kroku (s vyuZitim induk&niho
predpokladu),

. nicméné tvrzeni ma platit pro nekone¢né mnoho hodnot!?!

Priklad
Jak vysoko lze vystoupat na Zeb¥ik?
Ptedpokladejme, Ze umime

@ vstoupit na prvni p¥icku,
@ z kazdé pricky n vystoupit na pFicku n+ 1.

... tak umime vystoupat libovolné vysoko!




Soutet prvnich n sudych &isel je n(n+ 1).

24446=12=3-4
2+4+6+8+10+12+14+16+18+20=110=10-11
Diikaz matematickou indukei vzhledem k n:
Dokazujeme, Ze Vn € N plati > ; 2i = n(n + 1).
@ Zdklad indukce: Pro n =1 tvrzeni P(1) zni ,2=1-2".
@ Indukéni krok: Plyne z platnosti P(n) platnost P(n+ 1)?

Tj. pokud 37, 2i = n(n + 1), tak Y74 2i = (n+1)(n +2)?

Y. 7 v

Vyslovime induké&ni pFedpoklad P(n):
Predpokladejme, Ze dn € N : 37, 2i = n(n +1).
Nyni
Sl = S 2i42(n+1) £ n(n+1)+2(n+1) = (n+1)(n+2).
Ukazali jsme Ze s vyuZitim znalosti vztahu pro souet prvnich n
sudych ¢&isel Ize obdrZet odpovidajici vztah pro soucet prvnich n+ 1
sudych ¢&isel.

Podle principu matematické indukce tvrzeni plati Vn € N. O



Struktura dukazu matematickou indukci

Lze postupovat podle nésledujiciho schématu:

o

©

Rozpozndme, Ze se jednd o tvrzeni dokazovatelné matematickou
indukcf:
,¥n €N, n> ng plati P(n)."

UkdZeme Zaklad indukce: Dokazeme platnost P(no).
Zformulujeme indukéni pFedpoklad: 3n € N, n > ng aby platilo P(n).

UkaZeme Indukéni krok:
S vyuZitim induk&niho predpokladu odvodime platnost P(n+1).
(Vime, jak ma tvrzeni nebo vztah P(n+1) vypadat!)

Shrneme, Ze platnost tvrzeni P(n) pro vdechna n > ng plyne
z principu matematické indukce.



Dalsi vzorovy diikaz (dé&litelnost &isel):

Pro kazdé pFirozené &islo n je vyraz n3 + 2n délitelny 3.

Rekneme, Ze &islo a déli &islo b, jestlize 3k € Z : b = ka. Pieme a | b.
Diikaz matematickou indukci vzhledem k n:
Dokazujeme, %e Vn € N plati, Ze 3 d&li n® + 2n.
@ Ziklad indukce: Pro n =1 tvrzeni P(1) zni ,3 déli 1342.1"
o Indukéni krok: Plyne z platnosti P(n) platnost P(n+ 1)?
Tj. pokud 3 déli n® + 2n, tak 3 d&li (n+1)3 +2(n+ 1).

v s v

Vyslovime indukéni pfedpoklad P(n):

Predpokladejme, 2e 9n € N : 3| n3 +2n, tj. 3k € Z : n +2n = 3k.
Nyni (n+1)3+2(n+1)=(n +3n® +3n+1)+(2n+2) =
(n3+2n) + (3n% +3n+3) £ 3k +3(n® + n+1).

Evidentn& 3 d&lf vysledny vyraz, proto 3 d&li (n+ 1)3 +2(n + 1).

Podle principu matematické indukce tvrzeni plati Vn € N. O



Dal3i vzorovy dikaz (nerovnost):

Pro kazdé pfirozené &islo n > 4 plati n! > 2".

Velikost faktoridlu n! roste (super)exponencidlng vzhledem k n.

Diikaz matematickou indukci vzhledem k n:
Dokazujeme, ze Vn € N, n > 4 plati n! > 2".

o Ziklad indukce: Pro n = 4 tvrzeni P(4) zni , 4! > 24" tj. 24 > 16.

o Indukéni krok: Plyne z platnosti P(n) platnost P(n+ 1)?
Tj. ukdZeme, ¥e pokud n! > 2", tak také (n+ 1)! > 27+1,

Vyslovime induké&ni pFedpoklad P(n):
Ptedpokladejme, Z2e dn € N, n > 4, pro které plati n! > 2".
IP
Nyni (n+ 1)l =(n+1)-nl > (n+1)2" >2.27 = 2n+L
Ukazali jsme s vyuZitim indukéniho predpokladu, Ze (n + 1)! > 27+1,
Podle principu matematické indukce tvrzeni plati Vn € N, n > 4. O



Dalsi priklady:

Viech zobrazeni libovolné b-prvkové mnoZiny do a-prvkové mnoZiny je aP.

Diitkaz matematickou indukci podle b € Ny:
@ Zaklad indukce:
Pro b = 0 mame jedinou mo¥nost (jak nic nepfiradit: a® = a% = 1).
Pro b = 1 mame a moznych obrazii pro jediny prvek (a® = a! = a).
@ Indukéni krok:
IP: pro n&jaké b je potet riiznych zobrazeni B — A roven a’.

Mé&jme libovolnou mnoZinu B o b+ 1 > 0 prvcich. Zvolme néjaky
prvek x € B (takovy existuje) a oznatme B’ = B\ {x}, |B’| = b.
Viech zobrazeni z B’ do A je podle indukéniho predpokladu a®.
Pro prvek x mame navic nezavisly vybér z a moznych obrazi. Celkem
je dle principu nezavislych vyb&rii a- a? = a?*! rliznych zobrazeni z B
do A.
Podle principu matematické indukce je pocet rliznych zobrazeni z B do A
roven a? pro viechna b € Np. O



Silna matematicka indukce (ve srovnani s matematickou indukci)

Matematicka indukce

Mg&jme tvrzeni P(n) s celotiselnym parametrem n. Necht plati:
@ Zaklad indukce:
Tvrzeni P(ng) je pravdivé, kde np = 0 nebo 1, nebo obecné celé ng.
@ Indukéni krok:
Vyslovime indukéni predpoklad: Pro n&jaké n tvrzeni P(n) plati.
Ukazeme, Ze pro kazdé n > ng z platnosti P(n) plyne platnost
P(n+1).

Pak P(n) plati pro viechna p¥irozend n > ng.

Silna matematicka indukce
@ Zdklad indukce: Tvrzeni P(ng) je pravdivé.
@ Indukéni krok:

Indukéni predpoklad: Tvrzeni P(k) plati pro v8echna ng < k < n.
UkaZeme, Ze pak plati také P(n).

| A

Pak P(n) plati pro viechna p¥irozend n > no.

.




Priklad
Pro naldmani ¢okolady rozméru p x r dilkd je vzdy potfeba pr — 1 zlomd.
Diikaz silnou matematickou indukci podle n = pr:

@ Zaklad indukce:
Pro ng = 1 mame jeden dilek a je tfeba pr — 1 = 0 zlom#.

@ Indukéni krok:
Necht nyni tvrzeni plati pro vdechny &okolddy o mén& nez n dilcich.
Mé&jme libovolnou tabulku o n dilcich. Tabulku rozlomime a
dostaneme dvé& mensi tabulky o s, t dilcich, kde 1 <s,t < n a
s+ t = n. KaZdou z nich umime podle pfedpokladu naldmat pomoci
s — 1 resp. t — 1 zlomi. Celkem je tfeba
(s—1)+(t—1)+1=s+t—1=n—1zlomd.

Podle principu silné matematické indukce tvrzeni plati Vp, r € N. O




Priklad

Mame sloupeéek n krabic. Budeme hrat nasledujici hru

(pro jednoho/libovolny potet hrati):

Z jednom kroku vZzdy rozdé&lime né&jaky sloupec z krabic (z > 2) na dva
mensi sloupce s x a y krabicemi. Za tento krok ziskdme pocet bodd, ktery
je dan soudinem x - y.

Hra kon¢i, jakmile madme n sloupcii kazdy s jedinou krabici. Zaé¢indme

s nulovym poétem bodi a chtéli bychom dosahnout co nejvétsiho poétu
bodl. Hrac s nejvétsim poctem bodl vyhral.

@ Jakou strategii zvolit, abychom ziskali co nejvé&tsi skére?

@ Dokazte, Ze 7adna jina strategie nevede k vy$simu skére.



0.4.5. Diikazy vztahii s kombinaé&nimi &isly
Pro kombinaéni &isla miZeme dokazat celou ¥adu zajimavych vztah.
Zabyva se jimi dokonce celd samostatnd ¢ast diskrétni matematiky.

Fakt (na prvni pohled ziejmé tvrzeni)

Pro v8echna n > 0 platf

v
Lemma (pomocné tvrzeni)

Pro v8echna n > k > 0 plati

<Z> B (njk)

Tvrzeni, jejichz dikaz spo&ivd v dosazeni do definice (jedna/dv&
jednoduché dpravy) povaZzujeme za ,zfejma" tvrzeni a diikaz se neuvadi.
Pokud ale ditkaz vyZaduje n&jaky , trik“, nebo neobvyklé dpravy (byt jen
jednu jedinou dpravu), je zvykem stru&né vysvétlit.




Pro v8echna n > k > 0 plati

o) =+ )

P¥imy (dosazenim a dpravou)

n n n! n!
(;>+<k+1>:kb(nﬂf+w+lﬂ4nk1ﬂ:
nl-(k+1)+n!-(n—k) n'-(n+1)

(k+ 1)l (n— k)! (k+ 1) -(n— k)
_ (n+1)! :<n+1).

(k+ D ((n+1)—(k+ 1)) \k+1

O

Vztahy mohou slouZit jako alternativni definice kombinacnich Cisel.

6 -0 (-62) G2)-0)-65)



Pascaliv trojuhelnik

Krajni ¢leny maji hodnoty 1, kazdy vnitfni €len je souétem dvou ¢&leni
bezprostfedné nad nim.



Binomicka véta

Pro vSechna n > 0 plati

o= () (e (e ()

Dikaz Tvrzeni je moZno dokazat indukci (skripta). Aviak moZny je i diikaz
jednoduchou dvahou (s vyuZitim lemmatu):

Algebraickém rozvoji soudinu pouzivame pravidlo ,,vyndsobit kazdy ¢Elen

s kazdym". Proto se v rozvoji vztahu (1 + x)(1 + x)...(1 + x) &len x*

n
objevi tolikrat, kolik je mozZnosti (neuspofddané) vybrat k z n Ciniteld —
zavorek. To je pravé (Z) krat = pocet k prvkovych podmnoZzin z n prvki. O

Z binomické véty ihned plyne (pro p¥irozena n > 0 a druhé pro n > 0)
N () () (D) ++( ")+ (") =2
0 1 2 3 n—1 n) 7
n n n n n n
— — o= (=1)" -1)" =0.
(6)=(0) =) - (5) = -, 2+ () -0



0.4.6. Diikazy vztahii pro kombinatorické vybéry
P¥i dikazech vyuZijeme matematickou indukci a metodu dvojiho poéitani.

Pocet vSech permutaci n-prvkové mnoziny je n!, pro kazdé n > 0.

Indukci podle n:
Zdklad indukce: Tvrzeni plati pro n = 0, protoze z4dné prvky lze
uspofadat jen jednim zpisobem. (Stejn& jednoprvkové mnoZiny.)

Indukéni krok:  M&me nyni n > 0 a mnozinu P o n+ 1 prvcich,
predpoklddejme pro jednoduchost P = {1,2,...,n+ 1}. Zvolme prvni
prvek p € P (existuje!) permutace z n+ 1 moZnosti. Nezavisle na volb&
prvniho prvku pak sestavujeme permutace mnoZiny P\ {p}.

(Jedna se sice o permutaci jiné mnoZiny, ale vzdy mizeme prvky P\ {p}
oindexovat/, pte&islovat” na {1,2,...,n}, coZ neovlivni potet moZnosti.)

Potom n-prvkovd mnoZzina {1,2,...,n} ma podle induk&niho predpokladu
n! permutaci, proto P ma celkem (n+ 1) - n! = (n+ 1)! permutaci. Podle
principu matematické indukce plyne tvrzeni Vn € Np. O



n!

(n— k)

Pocet vsech k-prvkovych variaci z n-prvkové mnoZziny je

pro kazdé n > k > 0.

Metodou dvojiho potitani:

Dvéma zplisoby spoditdme polet permutaci n-prvkové mnoZziny:

UZ vime, Ze tyto permutace lIze vybrat n! riznymi zplsoby.

Soucasné |ze vzit n&kterou k-prvkovou variaci, jeji prvky zapsat na zalatek
permutace (dodrzime potadi) a zbyvajicich n — k prvki sefadime za nimi
Jednim z (n — k)! rdznych zpdsobi. Z riiznych variaci timto postupem
ziskdme rizné permutace, a pfitom kazdou permutaci lze ziskat z variace
vybirajici jejich prvnich k prvki.

Oznatime x neznamy pocet viech k-prvkovych variaci z n-prvkové
mnoZiny. Vy3e popsanym postupem vytvoFit pravé x - (n — k)! vech
riiznych permutaci n-prvkové mnoZziny. Proto plati

x-(n—k) = n!

X =

(n— k)"



Pocet vSech k-prvkovych kombinaci z n-prvkové mnoZiny je <Z> pro

kazdé n > k > 0.

Metodou dvojiho poéitani:

Nyni budeme dvojim zpilisobem potitat vSechny k-prvkové variace z
n-prvkové mnoziny:

Na jednu stranu uz vime, Ze jich je nfi'k. na druhou stranu mizeme

z jedné k-prvkové kombinace ziskat celkem k! rliznych variaci usporadanim
prvkl této kombinace. Oznadime x neznamy polet vech k-prvkovych
kombinaci z n-prvkové mnoZiny a dostaneme, obdobné jako v pfedchozim
dikazu,

n!
K= n TR
n!
T K (k)



0.4.7. Diikazy ,,metodou poéitani moznosti*“

Nékdy mame ukdzat existenci néjakého objektu nebo vlastnosti, aniz jsme
schopni objekt zkonstruovat nebo jinak specifikovat. Takovym dikazim
fikdme nekonstruktivni, nékdy také existencni.

Misto abychom ¥eSeni , zkonstruovali“, tak se ndm podafi , spotitat”, Ze
FeSeni musi existovat.

Dirichletiiv princip (the pigeon-hole principle)

Rozmistime-li £ 4+ 1 (nebo vice) objektd do ¢ p¥ihradek, v n&které
prihrddce musi byt alespori dva objekty.




Dakazy pocitanim moznosti
Existenci konkrétni moZnosti (ze zndmé mnoziny) ukdzeme, pokud polet
moZnosti, které nemohou nastat je mensi nez celkovy poet moZnosti.

Priklad
Vidime, jak do tunelu vjedou t¥i auta a jen dvé vidime vyjet ven. To
znamena, Ze jedno auto v tunelu zistalo (pFestoze ho nyni nevidime).

Priklad
8 kamaradu jelo na 9 dni dovolené. KaZdy den né&kterd (jedna) trojice

z nich 8la na vylet. DokaZte, Ze né€ktefi dva z nich ani jednou nebyli spolu
na vyleté.

Diikaz rozebirani moznosti by asi k ni¢emu nevedlo. ..

Diikaz poc&itanim je v8ak snadny: Jedna trojice ma celkem 3 dvojice, proto
po 9 dnech se mohlo vyst¥idat nejvyse riznych 9 - 3 dvojic, ale

9-3 =27 < (8) = 28, jedna dvojice ndm zde schézi.

Ziji na Zemi dva lidé, ktefi majf stejny potet vlasii?



V 3upliku je (pohdzeno) 30 pari ernych ponozek, 10 part hn&dych
ponoZek a 3 pary bilych ponozek. Kolik musime potmé vytahnout
ponozek, abychom méli jistotu, Ze mame alespoii jeden par stejné barvy?

. P¥ihradky “ Dirichletova principu budou odpovidat tfem riznym barvam.
Vytdhneme-li &ty¥i ponozky (nerozliujeme pravou a levou ponozku), musi
byt alespon dvé ponoZky stejné barvy.

Mame 4 prirozena &isla. Ukazte, Ze mezi nimi vzdy najdete dvé &isla tak,
aby jejich rozdil délitelny &islem 3.

Mame 3 pfirozena &isla. UkaZte, Ze mezi nimi vZdy najdete dvé &isla tak,
aby jejich soulet byl délitelny né&jakym prvodislem.




Handshaking problem

V mistnosti je n lidi, n&ktefi si podali ruce. UkaZte, Ze alespoii dva lidé
podali ruku stejnému poctu lidi.

Mame 5 pfirozenych &isel. UkaZzte, Ze mezi nimi vzdy najdeme dvé &isla
tak, Ze jejich soucet je délitelny 9.

Dikaz (chybny!) Celkem mame 9 riznych zbytkovych t¥id po dé&lenf &islem
9. Z péti Cisel miiZzeme ziskat 10 rliznych souctd. Jisté€ bude v kazdé
zbytkové tFidé alespofi jeden soulet, v nékteré budou dokonce dva soutty.
Proto dvojice &isel, jejichz soucet odpovida zbytkové tfidé 0, ma soucet
Cisel délitelny deviti. O

Co je $patné& v uvedeném diikazu predchoziho tvrzeni?

Ndpovéda: zkuste tlohu rozebrat pro mnoZinu péti &isel {0,2,4,6,8}.




Kapitola 1. Posloupnosti
@ posloupnosti
@ sumy a produkty
@ aritmetickd posloupnost
@ geometrickd posloupnost

@ horni a dolni celd &ast
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