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1. Skalarni soucin na aritmetickych
LVP



Skalarni soucin AV

Definice:

Necht a = (aq,a,, ...,a,) ab = (bqy, by, ..., b,) jsou dva vektory z R", pak pod jejich skaldrnim soucinem
budeme rozumét:

¢ a'bga1b1+a2b2+"’+anbn.

Pozndmka:
e a-b=a".b=0b".a

Poznamka:
Pro skaldrni soucin vektor( se pouzivaji néktera dalsi oznaceni:
* (ab),
* (a,b) prip. {a|b).




Eukleidovska norma AV

Pozorovani:
— 2 2 2
* a-a=ajta;+-+a; =0,

e a-a=0 © a=o

Definice:
Pod eukleidovskou normou aritmetického vektoru a rozumime:

* |la]l ¥ Va-a=+vVal.a.

Poznamka:
* |laall = lalllall,
* Jlo]| =0,

* eukleidovskd norma vektort kanonické baze je rovna 1



Vlastnosti skalarniho soucinu AV

Pozorovani:

e a-b=>b-a,

* (@a+b)-c=(a-c)+(b-c),
* (aa)-b=a(a-b),

e a-a=20, a-a=0a =o.

Poznamka:

Skalarni soucin neni asociativni, vyraz (a - b) - ¢ neni vibec definovan.

Dusledky pozorovani:
e a-(b+c)=(a-b)+(a-o),
e a:-(ab) =a(a-Db).




Uhel dvou AV

Tvrzeni: (Cauchyho — Bunjakovského — Schwartzova nerovnost)
Va,b € R"plati:
* |a- bl <|lalllbll,

pricemz
 |a-b| =|al|l||b|l] & vektory aa b jsou linedrné zavislé (tj. jeden je nasobkem druhého).
Dikaz:
° nerovnost
* b=o:|la-0| =10/ =0,|lalllell = |lall0 =0, tedy |a - o] < ||all]lol|, )
+ b#o:(a—ab)-(a—ab)=(a-a)—2a(a-b) +a*(b-b) = [« =53] = (a-@) - 52> 0, tedy |a- b] < l|all||bl];
* rovnost
e <&:nechtnapf. b = aa=
* la-b|l=la(a-a)|=la||(a-a)| = |alllall?,
* lalllibll = llallllaall = |alllall [lall = |«||lall*;
« =:|a-b|=|allbl| =

* b = o:linedrné zavislé,

ab a-b a-b v L v .
b + o: (a - ﬁb) . (a — ﬁb) =0 =>a- ﬁb = 0, tedy opét linedrné zavislé.



Uhel dvou AV

Definice:

Pod thlem dvou aritmetickych vektorl a, b € R™ rozumime ¢ € (0, ) splnujici:

e cosp =22
LT
Poznamka:
a-b ab
. €E(—1,1) Ap € = .
fampn © (LD A9 €0,m) ¢ = arccos Euy
. 2
* Proc kosinus? #(a, a) = arccos 22 _ = arccos lal”_ _ arccos 1 = 0 (dle o¢ekavani).
llallllall llallllall
T
° o e - = = -
a-b=0 ( = arccos TaliBl — 2
Definice:
Rekneme, 7e dva aritmetické vektory a, b € R™ jsou ortogondlni (kolmé), pravé kdyz a - b = 0.
Pokud navic tyto vektory spliiuji ||a]| = [|b]| = 1, nazveme je ortonormdlnimi.
Pozorovani:

Nulovy vektor z R" je ortogonalni ke kazdému vektoru z R".
Vektory kanonické baze na R™ jsou navzajem ortogonalni



Uhel dvou AV

Priklad:
Uréete Uhel sevieny vektory a = (1,2,3) a b = (3,2,1).

Reseni:

lalllibll’

e cosq = (1,2,3)-(3,21) 1x3+2X2+3%1 10 10
1(1,23)1(3,2DI  V12+422+32xV32+22+12  V14xV14 14’

 4(a,b) = a = arccos

s = arccosg ~ 0,775 ~ 44°25’.



Uhel dvou AV

Priklad:
Nalezné&te viechny vektory z R3 kolmé k vektorim a = (1,2,3) ab = (3,2,1).

Reseni:
e X = (xl,xz,x3),

e x-a=0 —->x;+2x,+3x3=0,
x-b=0 _)3x1+2x2+X3=0,

x]_:t
(123| )_)(1 2 3] )—>x2=—2t
321] 0 —4 —8| x3=t,teR'

« x=(1,-2Dt > x€L((1,-21)).

Poznamka:

« a=(123)ab=(321) - (1 23] )

321
* srovnejte s postupem pfri hledani jddra matice



Uhel dvou AV

Pozorovani:

* Pythagorova véta:
- a-b=0=|la+bl?=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=]|al?+|b|?
* lla+bll*> = llall® + |Ib]|*.



Y 4 [

Skalarni soucin AV v obecné bazi

Tvrzeni:
Necht {a,, a,, ..., a,} € R" je baze na R" a vektory x, y € R™ maji v této bazi souradnice &;,¢&,, ..., &,
d 771! 772! »77n

Pak plati:

« x-y=%¢.S.q,
kde
° Sij =ai-aj.

Poznamka:

V pfipadé
a;-a;=0proi#j a |laj]l =1
plati:
S=1,
s xy=YL&m=¥¢.m



Ortogonalni systém, ortogonalni baze

Definice:
MnoZinu nenulovych vektord {a, a,, ..., a,;} € R™ nazveme ortogondInim systémem, pravé kdyz:
e Vi,j=12,... mi+j:a;- a; = 0.
Pokud navic tyto vektory (Vi = 1,2, ..., m) spliuji
* la;ll =1,
hovofime o systému ortonormadlnim.

Tvrzeni:
Ortogonalni (ortonormalni) systém vektor( je tvoren vektory linearné nezavislymi.

Definice:
Bazi na R™ sestavenou z ortogonalnich (ortonormalnich) vektorl nazveme bdzi ortogondlini (ortonormadini).

Pozorovani:
Kanonicka baze na R™ je bazi ortonormaini.




Y 4 [

Souradnice vektoru v ortonormalni bazi

Tvrzeni:

Necht {a;, a,, ..., a,;} € R" je ortonormalni baze, x € R" a &, &,, ..., &, soufadnice vektoru x v této bazi
(x = )", ¢, a;). Pak plati:
§j=x-a; (j=12,..,n).
Dukaz:
c x =Y, ¢a;

© x-a; = QL Ga) g =3, 6(a 0 ) :{

li]al'a]:()



Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Zameér:
Necht {a;, a,, ..., a,, } je (obecné neortogondlni) systém linearné nezavislych vektort z R". Hledame
(aspon jeden) ortogonalni systém {b{, b, ..., by, } spliujici:
« L(aq,a,,...,a,;,) =L(by,b,, .., b,).
Postup:
* b, =ay, ,

¢ b2 =a, — agZ)bl:
o . _ (2) _ az‘bl
b2 b1 =0 a; " = _bl'bl’

® b3 =daz — aig)bl — agg)bz:

R e
(3) _ azby

[ ] 0 —_— @ — ——

)



Gramova-Schmidtova ortogonalizace

- by=a,—a®b,—aPb,— - —a® by_;:
© byby =0 al? =20
© bby =06 al) =2
. (k) ag-by—1

by by 1=0a;_, =
feo Tkl k=1 by_y-bg—1’

Poznamka:

Takto ziskané vektory b;,, mliZeme pribéziné nahrazovat jejich libovolnym (nenulovym) nasobkem zvolenym tak, aby se
numerické vypocty co mozna nejvice zjednodusily.



Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Priklad:
Pomoci G-SO ortogonalizujte zadané vektory z R3: a; = (1,1,0), a, = (0,1,1) a
a; = (0,1,0).
Reseni:
Chi=a s = s = (110 = (5555 0)]
bl — al — (1;110)/ lbl — m — \/5(1’1’0) - \/E’\/E’O ’
. _ (2) (2) _ az‘bl .
bz—az_al bl,kdeal —m
2) _ (0,1,1D):(1,1,0) _ OX1+1X1+1x0 _ 1
1 7 (1,1,00(1,1,0) 1x1+1x140x0 2’
b =(o11)—1(110)=---=(—1 1 1)—>(—112) [b' = =1(=1,1,2) =(—i L i)]
2 L 2); 2)2) L&) 2 \/g 4 6,\/8’\/8’
. _ (3) (3) (3) _ az-by (3) _ az'by
b3 =Qaz —a; bl—az bz, kdeal —ma 2 —m.
(3) _ (01,0(1,10) _ 1 (3) _ (01,00(-112) _ 1
1 7 (1,101,100 2’2 7 (-1,1,2)(-1,12) 6
b, = (0,1,0) —=(1,1,0) — = (=1,1,2) = - = (_l 1 _l) (=11 -1 [b' e — (_i L _L)]
3 — 4L 2 4L 6 4L - — 373’ 3 ( Ly )' 3 = - \/§’\/§ \/§

by = (110), b, = (—-112),bs = (-1,1,-1); by = (%, 75,0), by = (-, =, =), by = (-, =,



2. Skalarni soucin (obecne)



Skalarni soucin

Pozorovani:
* Vsechna tvrzeni o skalarnim soucinu AV od obrazovky 7 déle jsme formulovali / dokazali bez vyuZiti predpokladu, Ze
se jednd o AV ,

e vyuzili jsme jen vlastnosti skalarniho soucinu AV shrnutych na obrazovce 6,

* vSechna vySe dokazanad tvrzeni tedy zUstanou v platnostii v pfipadé obecnych LVP, na kterych definujeme skalarni
soucin tak, aby mél vlastnosti skalarniho soucinu AV.

Definice:

Necht U je LVPa (,): U X U — R je zobrazeni spliujici Va, b, ¢ € U a Va € R nize uvedené
axiomy:

* (a,b) = (b,a),
* (a+b,c)=(a,c)+ (b,c),
* (aa,b) = a(a,b),
* (a,a) 20, (a,a) =0 a=o.
Pak toto zobrazeni nazveme skaldrnim soucinem na U a zobrazeni || ||: U - R{ definované pfedpisem

* llall = /(a,a)

nazveme normou indukovanou timto skalarnim soucinem.



Skalarni soucin

Pozorovani:
e Skalarni soucin je symetricka bilinearni forma™, jejiz indukovana kvadraticka forma je pozitivné definitni.

* A naopak, kazda takova bilinearni forma definuje na zadaném LVP néjaky skalarni soucin.

Poznamka:

Vsechna tvrzeni uvedena vyse pro AV zlstavaji v platnosti i pro obecné LVP se skalarnim soucinem
spliujicim axiomy z predchozi obrazovky:

e Cauchyho-Bunjakovského-Schwartzova nerovnost, uhel vektord,
* maticové vyjadreni skalarniho soucinu v obecné bazi,

» definice ortogondlniho / ortonormalniho systému vektord, linedrni nezavislost nenulovych
ortogonalnich vektord, definice ortogondlni / ortonormalni baze,

* Gramova-Schmidtova ortogonalizacni procedura.



Skalarni soucin

Priklad:
Necht P, (a, b) je LVP vsech polynom0 definovanych na intervalu (a, b) maximalné stupné n. Pak

def b
* (g 2 [, p(x)q(x)dx
je skaldarnim soucinem na #,(a, b).

Poznamka:

VySe zavedeny skalarni soucin na P, (a, b) umoznuje napfiklad:
e pocitat ,uhel” sevieny dvéma polynomy,
* definovat ortogonalni polynomy ,
e provést Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci polynomu,
* definovat normu (,,délku”) polynomu,
e atd.

Poznamka:
Podobné bychom mohli postupovat i na obecnéjsich LVP, napf. na prostorech vsech spojitych funkci na (a, b):

© (f9) &[] fF)g()dx.




3. Ortogonalni matice a transformace



Ortogonalni matice

Definice:
Redlnou (regularni) matici Q (fadu n X n) nazveme ortogondlni, praveé kdyz splnuje:
° Q—l — QT
Pozorovani:
« QT.Q =1 - sloupce matice Q chapané jako AV jsou vzajemné ortogonalni , maji
jednotkovou eukleidovskou normu a navic tvori na R™ ortonormalni systém (bazi),

* Q.Q7 =1 - pro fadky matice Q chapané jako AV plati totéz.

Dasledek:
Determinant ortogonalni matice je roven 1, nebo —1.




Ortogonalni matice

Tvrzeni:
Necht Q je matice fadun X n a Q: R™ — R" je zobrazeni definované predpisem
c z=0(x) © z=Q.x.
Pak matice Q je ortogonalni, pravé kdyz Vx,y € R" plati Q(x) - Q(y) = x - y.

Dlsledek:
* Pro zobrazeni z predchazejiciho tvrzeni plati: |[|Q(x)]|| = ||x].

* Linearni zobrazeni R™ — R™ definované pomoci ortogonalni matice zachovava:
* normu (,,délku”) vektoru,
e Uhly mezi vektory.



Ortogonalni transformace

Opakovani:

Necht U je (konecnérozmérny) LVP a A: U — U je linedrni zobrazeni prostoru U sama na sebe. Pak A
nazveme linedrni transformaci na ‘U

Definice:

Linearni transformaci Q: U — U na kone¢nérozmérném prostoru U se skalarnim soucinem (, ) nazveme
ortogondini, pravé kdyz Vx,y € R" plati:

« (@), QM) = (x, y.

Poznamka:

« Zobrazeni Q: R™ —» R™ definované na predchozi obrazovce zadava ortogonalni transformaci na R",
» tedy kazda ortogonalni matice radu n X n definuje na R™ ortogonalni transformaci.



Maticova reprezentace ortogonalni transformace

Opakovani:

* U je (konecnérozmérny) LVP a A: U — ‘U je linearni transformace na U,
c A={aqa,, .., a,}jebazenalU:

s xXEUx=x101 + X0y + -+ xpa, =Y x4,

s uel:u=uwya; +ua, +-+ua, =2 ua;
e u=4(x) © u=AX

Tvrzeni:
Ortogonalni transformaci Q: U — U v ortonormalni bazi* {a,, a,, ..., a,} reprezentuje ortogonalni matice Q.



SLAR s ortogonalni matici

Pozorovani:

« A.x=Db, kde A je ortogonalni matice

« AT.(Ax)=AT.b - (AT.A).x=A".b,
I

« x=A".b.

Poznamka:

Srovnejte s narocnosti feSeni soustavy s (obecnou) regularni matici:
« x=A1b.



Konec lekce 9.



