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1. Determinanty a jejich vlastnosti



~Tradicni“ definice determinantu

Definice:
* Necht A je matice 1 X 1 [A = (a),a € R]*, pak pod jejim determinantem rozumime:
e |Al ¥ a

* Necht dale je A je ¢tvercova matice obecného radu n X n, pak jeji determinant definujeme rekurzivnim
predpisem:
c (Al YT (~1) A,
kde A, je matice, ktera z matice A vznikne vyskrtnutim 1. fadku a j-tého sloupce.

Poznamka:
* Pro determinant matice A se v literatufe pouziva rovnéz oznaceni det A
Determinant je definovan jen pro ¢tvercové matice. V dalSim budeme tedy predpokladat, Ze uvazované matice jsou

Ctvercové.
Véty a tvrzeni vztahujici se k determinantim se snadno pamatuiji, ale ne vidy se daji snadno dokazat. Tam, kde by dlkazy

byly pfilis komplikované, je nebudeme uvadét.




Tradicni“ definice determinantu

Tvrzeni: (Sarrusovo pravidlo)
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~Tradicni“ definice determinantu

Poznamka:

Podobna pravidla Ize odvodit i pro vypocet determinantl matic vysSich rada (Leibnizova formule), pro praktické
vypocty se ale prilis nehodi — extrémné vysoké pocty s¢itancl (n! pro matici radu n X n):

e 24 s¢itancl pro matice 4 X 4,
* 120 pro matice 5 X 5,

* 720 pro matice 6 X 6

e atd.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Determinant
https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz_formula_for_determinants

Vlastnosti determinantu: antisymetrie

Véta:
Necht matice A’ vznikne z matice A prohozenim dvou (rGznych) fadku, pak plati
|A'| = —|A].
Disledek:

e Ma-li matice aspon jeden radek nulovy, je jeji determinant nulovy.
* Ma-li matice aspon dva radky stejné, je jeji determinant nulovy.

Dusledek:
Definici determinantu lze zobecnit na

|A| = ?:1(_1)i+jaij|Aij|;

kde i mGzeme volit libovolné a A;; vznikne z A vySkrtnutim (zvoleneho) radku i a sloupce ;.




Vlastnosti determinantu: multilinearita

Véta:
* Necht matice A a B jsou stejného rddu a matice B ma vSechny radky az na jeden (i-ty) nulové. Pak plati
|A+B| =|A| +[A],
kde matice A’ vznikne z matice A ndhradou i-tého fadku nenulovym (i-tym) fadkem matice B.

* Necht matice A a A’ jsou stejného Fadu a maji aZ na jeden (i-ty) stejné Fadky, pficemz i-ty fFadek matice A’ je
a-nasobkem i-tého radku matice A. Pak plati

|IA’| = a|A].

Dusledek:

Chapeme-li radky matice (étvercové) matice radu n X n jako vektory z R", definuje determinant na R"
(specialni) formu

VysSe uvedena véta rika, ze se jedna o formu multilinearni, véta z predchozi obrazovky pak, Zze se jedna o formu
(totalné) antisymetrickou.




Vlastnosti determinantu: multilinearita

Dusledek:

Necht matice A’ vznikne z matice A nahradou vybraného fadku linedrni kombinaci jejich radku, pficemz
koeficient stojici v této linearni kombinaci u vybraného radku je roven a. Pak plati

|A’| = alAl.
V ptipadg, ¥e a # 0, platii |A] = % IA].

Poznamka:

Tento dUsledek se bude hodit v nasledujici ¢asti pri vypoctech determinantll pomoci Gaussovy eliminacni
metody.



Vlastnosti determinantu: transpozice

Veéta:
|AT| = |A]

Dilsledek: (rozvoj determinantu podle sloupce)
Al = X7 (=D ay|Ayl,

kde j mGzeme volit libovoIné a A;; vznikne z A vySkrtnutim fadku i a zvoleného sloupce j.

Dukaz:
 vyuZijeme rozvoje podle fadku (obrazovka 7) pro AT a rovnosti determinanti matice a matice k ni transponované.



Vlastnosti determinantu: trojuhelnikové matice

Pozorovani:

e Determinant diagonalni, horni Ci dolni trojuhelnikové matice u¢ime tak, ze vynasobime elementy na jeji
diagonale,

* specidlné detl = 1.

Poznamka:

| toto pozorovani se bude hodit pfi vypoctech determinantl pomoci Gaussovy eliminaéni metody.



Vlastnosti determinantu: soucin, inverze

Véta:
Necht A a B jsou (¢tvercové) matice stejnych radd, pak plati
|A.B| = |A]. |B].
Disledek:
Necht matice A je regularni, pak ma nenulovy determinant a plati
A~ = 1/]Al.
A naopak.
Poznamka:

Matice je regularni (singularni), pravé kdyZz mda nenulovy (nulovy) determinant.



Vlastnosti determinantu: soucin, inverze

Dusledek:

Podobné matice maji stejné determinanty.

Dikaz:

! — I _ _ 1
e« A=TLAT =|A|=|T"LAT|=|T1.|Al.|T| =m.|A|.|T| = |A]|.




Ekvivalentni definice determinantu

(nepovinny dodate

Tvrzeni:

Necht D je (totalné) antisymetrickd™* n-linearni* forma na R" spliujici D(eq, €5, ...,e,) =1
. Pak je tato forma uréena jednoznacné.

Definice:

Necht A je ¢tvercova matice radun X n a D je (totdlné) antisymetrickd n-linedrni forma z predchoziho tvrzeni.
Pak pod determinantem matice A rozumime

|A] & D(ak, ak, ..., ad),

kde al = (a;1, ajp, ..., i) jsou vektory z R™ reprezentujici fadky matice A.



Ekvivalentni definice determinantu

Poznamka:

* V ramci naseho vykladu je vySe uvedena definice vlastné vétou, jejiz jednotlivé ¢asti jsme pordznu zminili
(pFip. dokazali) v predchozim vykladu:
 multilinearita — obrazovka 8,
* (totalni) antisymetrie — obrazovka 7,
* hodnota v kanonické bazi & detl = 1 —obrazovka 11.

e S ,tradicni” definici (obrazovka 4) je definice z predchozi obrazovky ekvivalentni.

» Zkratkovité (a nepresné) mlzeme fici, Ze determinant je (totalné) antisymetrickou multilinearni formou na
mnoziné vsech Ctvercovych matic.



2. Vypocet determinantu



Sarrusovo pravidlo

Postup:
* matice2 X 2¢i 3 X3,

e dosazeni do vzorce (grafického schématu, viz obrazovka 5),
e pokud si ho nepamatujeme, odvodime prfimo z definice.
Priklad:
* viz dale (zpravidla pouzivdame jako zavérecny krok rozvoje podle radku/sloupce).




Rozvoj podle radku

Postup:
* identifikujeme radek s nejvétsim poctem nulovych prvkd,
e aplikujeme vzorec z obrazovky 7.

Priklad:
-1 2 1 -2 -1 2 1 =2
Aj=| 1 0 2-1_|1 0 2-1f_
3 -2 0 -3 3 -2 0 -3
1 1-1 2 1 1-1 2
2 1 -2 -1 2 -2 -1 2 1
=(-1)*Ix1x|-2 0 -3l+0+ (-1)?**3x2x| 3 =2 =3+ (-1)*™x (-1 x| 3 -2 0]|=
1 -1 2 1 1 2 1 1-1
2 1 =2 -1 2 -2 -1 2 1
=—|-2 0-3|—-2| 3 -2 -3[—-| 3 -2 0]:
1 -1 2 1 1 2 1 1-1




Rozvoj podle radku

2 1 =2
-2 0 -3 ‘=2><0><2+1><(—3)><1+(—2)><(—2)><(—1)—(—2)><0><1—2><(—3)x(—1)—
1 -1 2

—1x(=2)%x2= -9,

3 -2 =3[=..=-27,

IA| = —(=9) — 2 x (=27) — 9 = 54,



Rozvoj podle sloupce

Postup:
* identifikujeme sloupec s nejvétsim poctem nulovych prvka,
e aplikujeme vzorec z obrazovky 10.

Priklad:
-1 2 1 -2 -1 2 1 =2
A| = 1 0 2-1f_[1 0 2 -1]_
3 -2 0 -3 3 -2 0 -3
1 1-1 2 1 1-1 2
1 0 -1 -1 2 =2
=(-Dx1x| 3 -2 =3[+ (-1)?"3x2x| 3 =2 =3[+0+ (—D*3x (—-1) x
1 1 2 1 1 2
1 0 -1 -1 2 =2 -1 2 -2
=] 3-2-3—-2%x| 3-2-3[+|1 0-1l==—-6—-2x%x(-27)4+6=54.
1 1 2 1 1 2 3 —2 -3




Trojuhelnikové matice

Postup:
e vynasobime prvky na diagonale,
* pripadné pouZijeme opakovany rozvoj podle fadku (dolni trojuhelnik) / sloupce (horni trojuhelnik) .

Priklad:

-1 2 1 -2
_ 10 2 3 -=3|_
Al = 0 0 -3 =3|
0 0 O 18

2 3 -3 2 3 -3
« =(C-D"*%x(-1)x|0 -3 -3|+0+0+0=—-|0 -3 -3 =—<(—1)1+1><2><| 0 18|+0+0>
0 0 18 0 0 18

— 2% |‘3 ‘12| = —2 x ((—1)™1 x (=3) x [(18)] + 0) = 108.



Gaussova eliminacni metoda

Postup:
* matici upravime pomoci radkovych uprav do horniho trojuhelnikového tvaru,

* determinant ziskané trojuhelnikové matice pocitame jako soucin prvkl na diagonale,
* nesmime zapomenout na nasobky, které vzniknou z radkovych uprav s nejednickovymi koeficienty
u upravovaného radku (viz obrazovka 9).

Priklad:
-1 2 1-2 -1 2 1-2 -1 2 1-2
|A|=102—1 _| 0 2 3-3|_ _1{ 0 2 3 -3
3 -2 0 -3 0 4 3 -9 2] 0 0 -3 -3
1 1-1 2 0 3 0 O 2 0 0-9 9
-1 2 1 =2
— _11 0 2 3 -3|_1_,_ . _1 _
= =21 0 0 -3 -3 _Zx( 1) X2 % ( 3)><18—2><108—54.
0O 0 0 18
Poznamka:

Srovnejte s reSenim predchoziho prikladu.



3. Vybrana pouziti determinantu



Geometrie

e plocha rovnobézniku
* a,b e R% S(a b) = |det(a,b)|,

1
* a,beR3S(ab) =|det(a,b,1)|, kde 1 = (1),
1

* objem rovnobéznosténu
* a,b,ceR3 V(ab,c) = |det(ab,c)|



Inverzni matice

Tvrzeni:
Necht A je reguldrni ¢tvercova matice radu n X n. Pak jeji inverzni matici mizeme ziskat jako:

1_ 1
A A C,

kde _
ey = (1| Aj.

Dikaz:
© (AQ)yj=XPoq i ckj = Tpoy i (1)K Aj| = -+
o i=jiao=NRoag (CDRA] = (A
e [ #j:..=|A'|, kde A’ vznikne z matice A nahradou j-tého fadku i-tym, proto |A’| = 0,
* matice A. C je tedy diagonalni a na diagondle ma stejna ¢isla (|A]);

1
proto A.mC =1



Inverzni matice

Dusledek:
Necht A.x = b je soustava n LAR o n neznamych, jejiz matice je reguldrni. Pak mtGzeme pro jeji (jednoznacné)
reseni psat:
1
= —|Apl,
Al

kde Apj je matice, kterou ziskdame z A nahradou k-tého sloupce sloupcovym vektorem pravé strany (b).

Xk

Poznamka:
Prestoze je Cramerovo pravidlo mezi ‘nematematiky’ pomérné oblibeno, ma nékolik nevyhod:
e pro vétsi soustavy je vypocetné velmi narocné,
e da se pouzit jen na specidlni typ SLAR s regularni matici soustavy (tedy nutné s matici soustavy ctvercovou).



(Pozitivni) definitnost symetrické matice

Véta:
aip A2 - Qipn aip A2
Necht A = a?,_l Cf_z_z a_z_fl je symetricka matice fadun x na A = a_2"1 Cf?lz
an1 An2 TR 5779 Ak1 Qg2

k =1,2,..,n. Pak A je pozitivné definitni, pravé kdyz
« Vk=12,..,n:|A®| > 0.

Poznamka:

* Matice A je negativné definitini, pravé kdyz je matice (—A) pozitivné definitini.

* Sylvestrovo kritérium je tedy mozno vyuzit i k ovéreni negativni definitnosti matice.

Tvrzeni:
Necht jsou matice A a A% stejné jako vyge. Pak je A negativné definitni, pravé kdyz:
« Vlichék € {1,2,..,n}:|A®| <0 A Vsudék € {1,2,..,n}:|AW¥] > 0.



Vlastni Cisla ¢tvercovych matic

* velmi dllezitd aplikace,
* samostatnad lekce (11).



Konec lekce 8.



