Kvadratické formy na LVP
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1. Kvadratickeé formy



Kvadraticka forma

Definice:
Necht U je LVP a B: U X U — R je bilinedrni* forma (BLF) na ném. Pak zobrazeni Qz: U — R definované
predpisem
* Qp(w) = B(u,u)
nazveme kvadratickou formou (KF) indukovanou BLF B.

Poznamka:

* Obecné musime pozadovat, aby u € B, kde B X B = D(B). Na kone¢nédimenzionalnim LVP mlzeme ale
ztotoznit B s U.

V dalsim budeme uvazovat jen konec¢nédimenzionalni LVP a predpokladat B = U.

* Kvadratické formy mliZeme obecné definovat i na komplexnich LVP, my se ale podrzime omezené definice
na prostorech realnych.

* Zfejmeé plati:
* Qp(0) =0,
* Qp(—u) = Qp(w) [Qp(au) = a*Qp(w)].



Kvadraticka forma

Poznamka:
* KF je urCena zadanou BLF jednoznacné.
e Plati to i naopak?

Pozorovani:
* Kazdou bilinedrni formu muzeme rozlozit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast:
* B = Bs + By,
 By(u,u) = —-B,(u,u) = B,(u,u) =0, tedy B(u,u) = Bs(u, u),
* dvé BLF se stejnou symetrickou ¢asti tedy definuji jednu a tutéz KF.

Poznamka:
e pro danou KF neni ji indukujici BLF urCena jednoznacné,
* netrividlni prispévek ma jen symetricka ¢ast indukujici BLF,
* proto budeme v dalSim uvazovat pouze symetrické™* indukujici BLF




Kvadraticka forma

Priklad:
« B:R?XR?->R, B(Wv) & uyv; —u,v, + %ulvz + %uzvl, pak
* B je symetricka BLF , . .
© Qp(w) ¥ B(u,u) = uquy — UplUp +SUgUp +SUpUy = uf —us + uqu,.

3 1
° B’(u,v def U1 — Uy + Eulvz — Euzvl; pak
* B’ neni symetricka )
© Qp(w) & B' (W) = uguy — Uyl +SUrtty — 1wy = uf — ud + 1w, = Qp(u)
Qp,(u) = UU) = Uy — Uplp TS5 UUp —JURU = U — Uy T U Uy = Qp(u).

Priklad:
Necht A je symetrickda™ matice radu n X n, pak zobrazeni Q4: R™ — R definované:
QA(U) “ul A u
je KF na R™.



Maticova reprezentace kvadratické formy

Opakovani:
Necht A = {a4, a,, ..., a,} je baze na U, pak
* B(u,v) =u’.B.v,

kde
 uavjsou (aritmetické) sloupcové vektory souradnic vektorll u a v v bazi A

Vi

* B je (Ctvercova) matice fadun X n, b;; = B(al-, aj).

Je-li navic B symetricka, je symetricka i matice B.

Tvrzeni:

Kvadratickou formu Q je mozno v zadané bazi A na kone¢nédimenzionalnim LVP ‘U jednoznacné reprezentovat
symetrickou matici Q splnuijici:

« Q(w) =u’.Q.u.



Maticova reprezentace kvadratické formy

jednoznacnost matice Q (vlastné jednoznacnost symetrické BF indukuijici Q)

« predpoklddejme, Ze KF Q indukuji dvé symetrické BLF: B a B,
* jim by odpovidaly dvé symetrické matice Q a Q' splfiujici (v zadané bazi) Q(u) = u’.Q.u = u’.Q’.u,
* matice R = Q — Q' by tedy Yu € R" musela splfiovat u’.R.u = 0,
* specialné by to muselo platit pro vektory kanonické baze na R": e;".R.e; = 0,
* ajejich soutty (i #/): 0 = (e; + ej)T. R.(e;+e)=¢".Re +e . .Re +e".Re; +e".Re =
0 0

T
=e¢;".R.e; + (e;".R.e;) =2¢;.Re,

=e;T.Re; (islo)

* proto
e i=j: m;=e.Re; =0,
« i#j: rj=e".Re =0,
* amatice RjetedynulovéaQ = Q'.

Poznamka:
* Kvypoctu matice Q staci najit néjakou BLF, ktera KF Q indukuje, a symetrizovat ji (tedy najit jeji symetrickou cast).
* Z(dGkazu) predchoziho tvrzeni vime, Ze nalezend symetricka BLF je urc¢ena ,,svou” KF jednoznacné (viz t¢7 obrazovka 5) a
Ze pomoci ni ur¢ena matice Q je urcena jednoznacné rovné:.



Maticova reprezentace kvadratické formy

Priklad:
Naleznéte matici KF Q(u) = uf — u5 + u,u, v kanonické bazi na R2.
Reseni
1
d BQ (u, V) = U1V — Uy + E (ulvz + qul) P

. q11=BQ(e1,e1)=BQ((1,0),(1,0))=1><1—0><0+§(1><0+0><1)=1,

* g2 = Bg(eze2) = Bo((01),(01)) =0x0-1x1+5(0x1+1x0)=~1,
1 1

. qlz=BQ(e1,1e2)=BQ((1,0),(0,1))=1><0—0><1+5(1><1+0><0)=5,

421 = 912 = 57

N |-

. Q:

NI =

Poznamka:
V kanonické bazi je mozny pfimy odecet maticovych elementl matice Q (viz BLF, lekce 6, obrazovka 18), pozor ale na
déleni ,,smisenych” koeficientu.



Transformace matice KF pri zméné baze

Opakovani:
« B:U->R(C),B(w,v)=u’.B.u=u"".B.u,
e u=T.u =T tu,v=T.v =T Lv,

- B=T".B.T =(T"H)I.B.T ..

Tvrzeni:
Necht Q a Q' jsou matice KF Q v bazich A a A’ (na LVP U), pak
« Q' =T7.Q.T =(T"HT.Q.T},
kde T a T' jsou vy$e uvedené transformacni matice.

Poznamka:
Q=T.Q.T=(T")".Q. T,
kongruentni matice definuji jednu a tutéz kvadratickou formu v rliznych bazich,



2. Klasifikace kvadratickych forem



Klasifikace kvadratickych forem

Definice:
Necht U je LVP a Q: U — R je KF na ném, pak rekneme, Ze Q je
» pozitivné definitni, pravé kdyz Vu € U \ {o}: Q(u) > 0,
» pozitivné semidefinitni, pravé kdyz Vu € U \ {0}:Q(u) =20 AJv e U\ {0}:Q(v) =0,
* negativné definitni, pravé kdyz Vu € ‘U \ {0}: Q(u) < 0,
* negativneé semidefinitni, pravé kdyzVu € U\ {0}: Q(u) <0 Adv e U\ {0}: Q(v) =0,
* indefinitni, pravé kdyz du € U \ {o}: Q(u) > 0A3Tv e U\ {0}:Q(v) < 0.




Klasifikace kvadratickych forem

Priklad:*

indefinitni

pozitivné semidefinitni negativné semidefinitni
* Prevzato z prezentace D. Lukase.



Klasifikace kvadratickych forem

Definice:
Necht A je symetrickd matice fddu n X n, pak frekneme, ze A je
* pozitivné definitni, pravé kdyz Vu € R™ \ {o}:u’.A.u > 0,
pozitivné semidefinitni, pravé kdyz Vu € R™*\ {o}:u’". A u>0A3v e R"\ {o}:v'.A.v=0,
negativné definitni, pravé kdyz Vu € R" \ {o}:u’.A.u < 0,
negativné semidefinitni, pravé kdyz Vu € R® \ {o}:u’. A u<0A3v e R*\ {o}:vI.A.v =0,
indefinitni, pravé kdyz Ju € R™ \ {o}:u’.A.u>0A3Jv e R*"\ {0}:u’.A.u < 0.

Poznamka:

«  Symetricka matice A je konkrétnim zp(isobem definitni, pokud je takova ji odpovidajici KF Q5 (1) & u”. A.u, a naopak.
* Definitnost KF je tedy mozno klasifikovat pomoci ji odpovidajici matice.



Klasifikace kvadratickych forem

Tvrzeni:
Necht Q a Q' jsou dvé (symetrické) matice reprezentujici KF Q v rznych bazich*, pak maji stejnou definitnost.

Dikaz:

° Q/ — T’T. Q T’;
- u'.Q.u = u’T.(T’T.Q.T’).u’ = (u’T. T’T).Q. (T'.u) =(T.u)".Q.(T.u) =u’.Q.u.

Pozndmka:

Definitnost KF je tedy mozno klasifikovat pomoci jim odpovidajicich matic. Nezavisle na bazi? ANO.

* Obecné dvé kongruentni symetrické matice.



Klasifikace diagonalnich matic

Tvrzeni:
Diagonalni matice A (fadun X n) je
* pozitivné definitni, pravé kdyz Vi = 1,2, ...,n:a;; > 0,
* pozitivné semidefinitni, pravé kdyz Vi = 1,2, ...,n:a; =2 0A3j € {1,2,..,n}:q;; = 0,
* negativnée definitni, pravé kdyz Vi = 1,2, ...,n:a;; <0,
* negativné semidefinitni, pravé kdyz Vi = 1,2,..,n:a; < 0A3j € {1,2,...,n}:q;; = 0,
* indefinitni, pravé kdyZ 3i € {1,2,...,n}:a; > 0A3j € {1,2,..,n}:a;; <O0.



Klasifikace (obecnych) symetrickych matic

* Matici A prevedeme na diagonalni tvar a klasifikujeme dle pravidel z pfedchozi obrazovky.

* Necht matice A reprezentuje néjakou KF Q4 v néjaké (napf. kanonické) bazi na R", pokusime se najit jinou
bazi, ve které bude matice formy Q, (oznaéme ji A’) diagonalni.

 Tato matice bude nutné kongruentni s matici A, tedy A’ = TT.A.T, kde T je néjaka regularni matice.
(Jak ale matici T najit?)

Pozorovani:
* Necht G je néktera z matic realizujici (nasobenim zIeva) konkrétni krok Gaussovy eliminace (fadkovou Upravu)
matice A , pak matice GT provadi stejnou Upravu s odpovidajicimi sloupci

nasobenim zprava.
* Necht posloupnost fadkovych dprav G4, G, ..., Gy prevadi (symetrickou) matici A na horni trojuhelnikovy tvar
s odstupnovanym radkovanim ,

Gy.....G,.G;.A> U ,
pak ve stejném poradi provedené sloupcové upravy prevedou matici U na diagonalni,
U.GI.GI....GL, - D .
* Stadi tedy voI|t TT = Gy.....G,.G, & T =GL.GL. ....GY,
A - Gy.(....(G,.(G,. A G{). G))...).GL = A’



Klasifikace (obecnych) symetrickych matic

Priklad:

4 2 1
Klasifikujte maticicA =2 3 0.
1 0 2
Reseni:
(‘5 : é)_,(é , _1>_,<3 3 _‘i)_,(ﬁ X _ﬁi)_)(ﬁ X 3),
1 0 2 0o -2 7 0 —4 28 0 0 52 0 0 104

* matice je pozitivné definitni



Klasifikace (obecnych) symetrickych matic

Poznamka:

PFi provadéni jednotlivych krokt Gaussovy eliminace se obvykle snazime vyhnout prohazovani radku:

prohazovani radkd obcas nefunguje:

0 1 1y /1 0 1y /0 11
<1o1>ﬂ><011>ﬂ>101,
1 1 0 1 1 0 1 1 0

souhrnna matice fadkovych tprav TT = Gy. .... G,. G je pak dolni trojuhelnikova.



Klasifikace (obecnych) symetrickych matic

Priklad:
0 2 1
Klasifikujte maticicA=({2 3 0.
1 0 2
Reseni:
r1=r1+41r3
(g g (1)> (; g (3)>31:51+53 (; g g>rr32==42r1:°,2—_3rr11 (g i _§>5532==425532—_3SS11L
1 0 2 1 0 2 3 0 2 0O -6 -1
4 0 0 r3=2r3+31r2 4 0 0 $3=2s534+3s2 4 0 0
-0 8 —12 >0 8 —12 >0 8 0],
0 —12 —4 0 0 —-44 0O 0 -—88

* matice je indefinitni.



Klasifikace (obecnych) symetrickych matic

Reseni 2: (v tomto pfikladu prohozeni Fédkd funguje)

0 2 INpiors (1 0 2N f2 0 1N (2 0 NN
+ 2 3 0)]—(2 3 0o)]—0 3 2|="5(0 3 2|25
1 0 2 0 2 1 1 20 0 4 -1
(g g 2) r3=3r3—472 ((2) g 2) $3=353—452 (g g 8)
— > > ’
0 4 2 0 0 —22 0 0 —66

e jiny diagonalni tvar, ale stejny zavér: matice je indefinitni.




3. Reseni SLAR se symetrickou matici
soustavy (nepovinny dodatek)



SLAR se symetrickou matici soustavy

Pozorovani:

Necht je matice SLAR
Ax=Db

symetricka, pak ji Ize prevést kongruentni transformaci na diagonalni,
A'=TT. AT,

kde TT = Gy. ....G,. Gy

Uvazujme dale soustavu
A'x'=b o TT.AT.X =b" & A (T.x)=(TH)Lb

e Polozime-li
b= (TH) Lb ,
x=T.x',
bude tato nova soustava ekvivalentni s pavodni.



SLAR se symetrickou matici soustavy

Postup:
e ,Gaussovy kongruence” aplikujeme na matici soustavy, radkové upravy pak na vektor pravych stran:
« A - A’ (diagonalni),
e bbb/,
* feSenim (zna¢né jednodussi) soustavy A’.x" = b’ ziskdme vektor X/,
e provedené sloupcové Upravy aplikujeme na jednotkovou matici:
e I>LT=T,

takto ziskame matici T,
* feSeni plvodni soustavy ziskame jako
x =T.x".



SLAR se symetrickou matici soustavy

Priklad:
1 -1 1 X1 1
Reste soustavu rovnic (—1 2 O) : <x2> = (2)
1 0 1 X3 3
Reseni':
r2=r2+rl s2=s52+s1
1 -1 1 | 1 r3=r3-r1 1 -1 1 | 1 s3=s3-s1 1 0 0 | 1 r3=r3—-12 1 0 0 | 1
e (-1 2 o0o|2|]—/8—|0 1 1|3]—/f(0 1 1|3]—/8|0 1 1] 3]|-
1 0 1] 3 0 1 0| 2 0 1 0]2 0 0 —-1] -1



SLAR se symetrickou matici soustavy

10 Oysz=s2s1/1 1 =1\ 0 /1 1 =2
« (o1 o)== (0 1 o)]—/(0 1 —1)=T,

0 0 1 0 0 1 0 0 1

X1 1 1 -2 1 2
° X2 =<O 1 —1>(3>=(2> — x1:2,x2:2,x3:1.
X3 0 O 1 1 1



Konec lekce 7.



