Linearni, bilinearni (a multilinearni)
formy na LVP
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lekce 6
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1. Linearni formy



Linearni forma

Definice:
Necht U jelVPa A: U - R splnuje:
* D(A) je (netrivialni) podprostor U,
e VuveDA):Au+v) =AM) + A(v),
s YVueD@AVa€eR A(au) = aA(u),
pak toto zobrazeni nazveme linedrni formou (LF) na U.

Poznamka:
* Srovnejte podminky z vyse uvedené definice s témi, které jsme v lekci 5 kladli na LZ LVP.
R je specidlni (jednodimenzionalni) LVP . LF pak neni ni¢im jinym nez specidalnim typem LZ
LVP.

* Podobné jako v pripadé obecnych LZ LVP (specidlné pak LVP koneé¢nédimenzionalnich) mdzeme bez Ujmy na
obecnosti predpokladat, ze D(A) = U (viz lekce 5).
* V platnosti zUstavaji i dalsi tvrzeni tykajici se LZ:
« A(o) =0,
« A(—u) = —-A(w).



Linearni forma

Priklad:
Necht a € R", pak zobrazeni A: R™ — R definované:
Alw) ©a’.u=ul.a
je LF na R™.

Poznamka:

* Pomoci vektort z R" Ize definovat linearni formy na R™.

Priklad:
Necht p € P,(a, b)
zobrazeni A: P,,(a, b) — R definované:
def b
Alp) & |, p(x)dx
je LFna ?,(a,b).

, pak



Maticova reprezentace linearni formy

Pozorovani:
e AU-R je LF ,

c A={aqa, .., a,}jebazenal,
s uel:u=uya +ua, +-+ua, =Y, ua;

« A(w) = AQML way) =Y u Alay) = X wa;,
~———
ai
Uq a
« Aw)=aT.u=u".a kdeu=["2 |aa=|%*
un an

Poznamka:

* LFjejednoznacné uréena obrazy prvka (néjaké) baze na U.

* KaZdou LF na LVP dimenze n (specialné pak kazdou LF na R") je mozno definovat pomoci (aritmetickych)
vektor( z R™. Tyto vektory jsou pro baze urceny jednoznacné, lisi se ale bazi od baze.



Maticova reprezentace linearni formy

Priklad:
Necht A: R? - R je LF, kterd splfiuje A(1,1) = 1 a A(1,—1) = —1. Uréete A(2,3).

Reseni

* vypocet soufadnic vektoru b = (2,3) v bazi {a,, a,}
(1 1|2)_)<1 1|2)_)a1= 5/2
1-113 0-211) " a,=-1/2"

¢ A23) = Alaya + 2,a;) = g A(@y) + apA(a;) =2 X 1 -2 x (1) = 3.



Maticova reprezentace linearni formy

Priklad:

Necht A: R3 = R je LF, kterd splfiuje A(1,1,—1) = 1, A(1,—1,0) = 0a A(1,1,1) = —1. Uréete maticovou
reprezentaci této LF v bazi A = {a,, a,, a3}, kdea; = (1,1,-1),a, = (1,—-1,0) aas; = (1,1,1).

Reseni

* méame-li ovéfeno, mGzeme piimo psat: a’ = (1 0 — 1)

Poznamka:

V tomto prikladu byly zadany pfimo obrazy prvkd zvolené baze A. Proto jsme mohli vektor/matici a zkonstruovat pfimo z
téchto obraz(.

Pokud by baze A byla odliSna od baze B
, museli bychom nejdfive najit souradnice prvk( baze A vzhledem k bazi B a komponenty

vektoru/matice a ur¢it dosazenim do a; = A(a;) = Y-, aijA(bj).



Maticova reprezentace linearni formy

Priklad:

Naleznéte maticovou reprezentaci LF A(u) = 3u; — u, + 2u3 vbazi A = {a,, a,, a3}, kde a; = (1,1, 1),
a,=(1,-1,0)aa; = (1,1,1).

Reseni

« oznatme al = (a, a, a3), pak plati
e a;=A(a;) =3x1-1+2x%x(-1) =0,
e a,=4(a,) =3x1—-(-1)+2x0=4,
e a;=A(a3) =3x1-1+2x1=4.

- al =(044)



Maticova reprezentace linearni formy

Priklad:
Necht A: R3 — R je LF, kterd splfiuje A(1,1,—1) = 1, A(1,—1,0) = 0a A(1,1,1) = —1. Ur&ete jeji jadro.

Reseni
* hledame vSechna a4, a,, @3 € R takova, ze A(a;a; + ara, + aza3) = a;A(a,) + a,A(a,) + azA(az) =0,
A X1+a, X0+a3X(-1))=0-a3;=teRa,=s€eRa; =t,
e ueNAoou=t(1,1,-1)+s(1,-1,0) + t(1,1,1) = t(2,2,0) + s(1,-1,0); t,s € R,
- N(A) =£((2,2,0),(1,-1,0)) , dimNV(4) =2.
Poznamka:

To, ze dim V' (4) = 2, jsme mohli zjistit pfimo (a jednoduseji) z véty o dimenzi
« dimR + dimN(4) = dimR3



Transformace vektoru LF (pfi zméné baze)

Pozorovani:

« AU->R(C),Aw)=a".u=a".u"

251 a;

_ | up . . - . _| a
u=| "2 |-soufadniceuvbaziA = {aq,a,, .., a,},a=| "2 |

u?’l an

* transformace souradnic zobrazovaného vektoru
u=T.u=T1u
» transformace vektoru/matice LF

« Aw) =aT.u=aT.(T'.u)=@". T ).u =aT.u -»aT=al.T =a". T



Transformace matice LF (pri zméné baze)

Poznamka:

« aT=al.T'5a =(1") a,

* ortogonalni matice (viz lekce 10): T!=1T>a =T.a.



2. Bilinearni formy



Bilinearni forma

Definice:
Necht UjelVPaB: U XU - R splnuje:
« D(B) = B X B, kde B je (netrivialni) podprostor U,
* YueB:A,(v) ¥ Bl,v)avVv e B:A,(u) ¥ B(u,v) jsou LF,
pak toto zobrazeni nazveme bilinedrni formou (BLF) na U.

Poznamka:

e Zkracené rikdme, zZe bilinedrni forma je linearni v kazdém argumentu. Plati tedy
e B(u+w,v) =B(u,v)+ B(w,v), Blau,v) = aB(u,v),
* B(u,v+w)=B(u,v)+ B(uw), B(u,av) = aB(u,v).
* Podobné jako v pripadé LF budeme predpokladat, ze D(B) = U X U.

Tvrzeni:
* Vu,v€B(U):B(u,0) =B(o,v) =0,
e Vu,ve€B(U):B(u,—v) =B(—u,v) = —B(u,v)



Bilinearni forma

Priklad:
Necht B je matice fadu n X n, pak zobrazeni B: R™ X R™ — R definované:
B(u,v) © u’.B.v
je BLF na R™.

Poznamka:

* Matice radu n X n definuji tedy bilineadrni formy na R".

Priklad:
Necht p € P,(a,b),” " pak zobrazeni B: P,,(a, b) X P,(a,b) = R definované:

b
Blp,q) £ |, p(x)q(x)dx
je BLF na %, (a, b).




Maticova reprezentace bilinearni formy

Pozorovani:
e B:UXTU-R(C) jeBLF ,

« A={aya,, .., a,}jebazenal,
s uel:u=uya +ua, +-+ua, =Y, ua;

® vEU:v=v1a1+v2a2+---+Unan= ?=

° B(u, 'U) = B(Z?:l u;a;, }-1:1 vjaj) = Z?:l uiB(ai, ?:1 vjaj) = Z?:l Z;’l:l Uj Uu; B(ai,a]-) =
~————

174,

n n bl]
= D=1 2j=1Uibijvj,
251 (1] b1 b1z ... bip
« B(wv)=u".B.v,kdeu=|"%2 |, v=("2]aB= b.2._1 lf_z_z b_zlr.z
un vn bnl bnz aan bnn

Poznamka:

* BLF je jednoznacné uréena obrazy prvkid zvolené baze na U.
* Kazdou BLF na LVP dimenze n (specialné pak kazdou BLF na R") je moZno zadat pomoci ¢tvercovych matic
n X n. Toto zadani je pro konkrétni volbu baze na LVP jednoznacné, lisi se ale bazi od baze.



Maticova reprezentace bilinearni formy

Priklad:

Naleznéte maticovou reprezentaci BLF B(u, v) = u;v; + u,v, + u3vs v kanonické bazi na R3.

Reseni

 ozna¢me B matici této BLF, a e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) a e5; = (0,0,1) prvky kanonické baze na R3, pak plati
by =B(e;,e;) =1x14+0x0+0x0=1,
b, =B(e;,e;) =1x0+0x1+0x0=0,
b3 = B(e;,e3) =1x0+0x0+0x1=0,

1 0 0
B={0 1 0].
0 0 1



Maticova reprezentace bilinearni formy

Priklad:

Naleznéte maticovou reprezentaci BLF B(u, v) = u,v; + 2u v, — 2u,v; + u3v, v kanonické bazi na R3.

Reseni
 standardni reseni:
* by = B(e,ey) =+, by, =B(ey,e;) =+, b3 =B(ey,e3) =, ..
e jinak

* B(u, V) = U1y + 2u1v2 - Zqul + U3Vy,

1 2 0
. B=<—2 0 O).
0 1 0



Maticova reprezentace bilinearni formy

Priklad:

Naleznéte maticovou reprezentaci BLF B(u, v) = u v, + u,v, + u3v; vbazi A = {a,, a,, as}, kde a; =

(1,1,-1),a, =(1,-1,0)aa; = (1,1,1).

Reseni

* oznaéme B matici této BLF, pak mUzeme psat

° b11=B(a1,a1)=1X1+1X1+(—1)X(—1)=3,
° b12=B(a1,a2)=1X1+1X(—1)+(—1)X0=0,
° b13=B(a1,a3)=1X1+1X1+(—1)X1=1,

Poznamka:

Primy odecet elementl matice B z koeficientl formy B tentokrat mozny neni !



Transformace matice BLF (pri zméne baze)

Pozorovani:
« B:U->R(C),B(u,v) =ul.B.v=ul.B.v"
Uq (2] bi1 b1z
_ | uy _| vy v . £_e _ ) b
c u=|" 2|, v=|"%]-soufadniceuavyvbiziA ={ay,a,,..,a,},B=| 21 P22
un vn lel leZ
!/ ! ! 14
uq V1 bll b12
! !/ ! 14
e uw =|u | v =|"?2]|-soufadniceuavvbizi A = {a,al, .. a,},B = b2 bz
!/ ! 14 14
Un Un n1  Pn2

transformace souradnic zobrazovaného vektoru

u=T.u =T u,v=T.v =T Lv,

transformace matice BLF

e B(u,v)=u".B.v=(T .u).B.(T' .v)=u".[(T)".B.T ].v.=u".B.v >
B =T .B.T =(THI.B.T ..



Kongruentni matice

Definice:

Ctvercova matice B je kongruentni s matici A, pravé kdyz existuje regularni (¢tvercovd) matice T spliiujici

- B=TT.AT.

Poznamka:

* Matice A je kongruentni s matici B, pravé kdyz matice B je kongruentni s matici A
Muzeme tedy hovorit o maticich (vzajemné) kongruentnich.

Pozorovani:
Bilinearni forma je reprezentovana v rliznych bazich kongruentnimi maticemi.

Tvrzeni:
Je-li matice B je kongruentni se symetrickou / antisymetrickou matici A, je rovnéz symetricka / antisymetricka.




Symetricka a antisymetricka BLF

Definice:

Bilinearni formu B: U X U — R (C) nazveme symetrickou / antisymetrickou, pravé kdyz Vu, v € U plati:

* B(vyu) =B(u,v) / B(v,u) = —-B(u,v).

Poznamka:
Symetricka / antisymetricka BLF je v libovolné bazi reprezentovana symetrickou / antisymetrickou matici:

- B"=B / B"=-B.

Pozorovani:
Pro antisymetrickou BLF plati B(u,u) = 0, pro antisymetrickou matici pak b;; = 0

Tvrzeni:
Jedina BLF, ktera je soucasné symetricka i antisymetricka, je nulova BLF



Symetricka a antisymetricka ¢ast BLF

Tvrzeni:
Kazdou bilinedrni formu B: U X U — R (C) Ize psat jako soucet jisté symetrické a antisymetrické BLF,
 B=B;+ By ,

tyto BLF jsou urceny jednoznacné.

Definice:
Formy B, a By nazyvame symetrickou a antisymetrickou casti formy B.

Poznamka:

Podobné Ize kazdou ¢tvercovou matici jednoznacné rozlozit na soucet matice symetrické a antisymetrické

. B:%(B+BT)+%(B—BT).



3. Multilinearni formy
(nepovinny dodatek)



Multilinearni forma

Definice:
m—}<rét
Necht Uje WPaM: UXUX:--XU->R spliuje:
m—}<rét

e D(M) =M XM X - X M, kde M je (netrividlni) podprostor U,
* M jelinearniv kazdém argumentu,
pak toto zobrazeni nazveme multilinedrni formou (MLF) na U.

Poznamka:
* Podobné jako v pfipadé LF a BLF budeme predpokladat, ze D(M) = U X U X --- X U.

* Podobné jako v pfipadé LF a BLF miZeme MLF reprezentovat v pevné zvolené bazi A = {a4, a,, ..., a, } pomoci
(zobecnéné) matice:

* M(ug,uy, .., uy) = ﬁ,iz,...,im=1 My iy iy Ui, U2y - Umiyy,s

« my . ©M(ay,a, .. a; ),

kterd je pro danou bdzi uréena jednoznacéné a pfi zméné baze se definovanym zplsobem transformuje.
Ale to uz je jiny pribéh ...



Symetricka / antisymetricka MLF

Definice:
Necht M je MLF na LVP U splnujici pro kazdou dvojici argumenta:

° M(...,ui, ...,uj, ) = M(,u], -, U, ),
pak tuto MLF nazveme (totdlné) symetrickou.

Pokud forma M pro kazdou dvojici argumenti spliiuje:
* M( y Uiy «ov) uj, ) = —M( ) u]', vy Wiy ann ),
nazveme ji (totdlné) antisymetrickou.



Konec lekce 6.



