Linearni zobrazeni LVP
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1. Linearni zobrazeni



Linearni zobrazeni LVP

Definice:
Necht U aV jsoudva LVP a A: U — V splnuje:
* D(A)” je (netrividlni) podprostor U,
s VuveD(A):Alu+v)=A4A1u) + A(w),
s YVueD@AVa€eR Alau) = aA(u),
pak toto zobrazeni nazveme linedrnim.

Poznamka:
Ekvivalentnim zplsobem muizeme linearitu zobrazeni definovat prostfednictvim rovnosti (princip superpozice)
o A(au + pv) = aA(u) + BA(v),
pripadné
AT qu) = X aA(w).




Linearni zobrazeni LVP

Poznamka:

V dalSim se budeme zabyvat pouze linedrnimi zobrazenimi kone¢nédimenzionalnich prostord ‘U (a V) a
budeme predpokladat D(A) = U.

Poznamka:

Pokud ‘U = V, hovorime v kone¢nédimenzionalnim pripadé o linedrni transformaci na ‘U



Linearni zobrazeni LVP

Priklad:
NiZe uvedena zobrazeni vybranych LVP jsou linearni (ovérte):
* IRP-SR fx,y) Ex—y,
e A:R" > R™, A(x) & A.X, kde A je matice fadu m X n,
e D: P, » P, kde P, je prostor vSech polynomu maximalné stupné n
aD(p) &L

Priklad:
NiZe uvedena zobrazeni linedrni nejsou (ovérte):
e fIR?-5R, flx,y) Ex—y+1,
¢ IR R, fx,y) & x?+y?
« AR" > R, A(x) & xT.A.x, kde A je matice fadu n X n,

def d
* D: Py~ Py, B) €.



. ’ )
Ll nea r'/a) [ +x,y1 +y2) = (g +x2) — (1 +y2) =

(x1 —y1) + (2 —y2) = f(x,y1) + f(x2,92)

Priklad: b) f(ax,ay) = ax —ay = a(x —y) = af(x,y)
Nize uvedena eTTeT:
* iR >R, f(x,y) L x—y,
e A:R" > R™, A(x) & A.X, kde A je matice fadu m X n,
e D: P, » P, kde P, je prostor vSech polynomu maximalné stupné n
aD(p) &L

J

Priklad:
NiZe uvedena zobrazeni linedrni nejsou (ovérte):
e fIR?-5R, flx,y) Ex—y+1,
¢ IR R, fx,y) & x?+y?
« AR" > R, A(x) & xT.A.x, kde A je matice fadu n X n,

def d
* D: Py~ Py, B) €.



Linearni zobrazeni LVP

Priklad:

NiZe uvedena zobrazeni vybranych LVP jsou linearni (ovérte):

f}Z D Llne o) def ..

4 a)fxstx,yi+y) = +x) -1 +y) +1=(—y) + (X2 —y2) +1
I (X1 —=y)+1+ @G —y)+1+(—1—-1+1)=f(x,y1) +f(x2,¥2) =1 #
fx,y1) + f(x2,¥2)

b) flax,ay) =ax—ay+1l=alx—y+1)—a+1=af(x,y) —a+1+

PFl’kIad.\ af (x,y)
Nize uvedena zobrazwne):

)

J

fiRZ-R, flx,y) €x—y+1,
fR? >R, f(x,y) & x2 + y?,
A:R" > R, A(x) & xT. A.x, kde A je matice fadu n X n,

def d
D: P, = Po, B(p) £ p L.



Linearni zobrazeni LVP

Kazda matice radu m X n reprezentuje néjaké
linedrni zobrazeni R™ do R™.

Toto zobrazeni je dano nasobenim matice a
(sloupcového) vektoru.

Priklad:
NiZze uvedena zobrazeni vybranych LVP |
* IRP-OR fx,y) Ex—y,

\

o A:R" > R™, A(x) & A.X, kde A je matice fadu m X n,
e D: P, » P, kde P, je prostor vSech polynomu maximalné stupné n
der AP

Priklad:
NiZe uvedena zobrazeni linedrni nejsou (ovérte):
e fIR?-5R, flx,y) Ex—y+1,
¢ IR R, fx,y) & x?+y?
« AR" > R, A(x) & xT.A.x, kde A je matice fadu n X n,

def d
* D: Py~ Py, B) €.



Linearni zobrazeni LVP

Tvrzeni:
Je-li A: U = D(A) — V linedrni zobrazeni, plati:
 A(0) = o, (pozor na obecné r(izna o vlevo a vpravo!)
o A(—u) = —A(u).
Dikaz
e YueU: AOu) = 0A(u) = o,
« VvuelU:—u=(—-Du = A(-uw) = A((-Du) = (-1DAw) = —-A(w).

Tvrzeni:

Linedrni zobrazeni A: U — V je uréeno jednoznacné obrazy vektoru (libovolné) baze na U.
Dikaz

* {a;,a,, .., a,}jebazenaU=vVue U :u=a,a; + aza, + -+ a,a,,

« A(w) = A(aa; + aza, + -+ aya,) = ajA(ay) + a,A(a,) + -+ a,A(a,,),

* zname-liale b; = A(a,) € V atd., umime urcit i A(u).



Linearni zobrazeni LVP

Priklad
Necht A: R* - R3 je linedrni zobrazeni a necht plati A(1,1) = (1,0,1) a A(1,—1) = (0,1,0). Ur&ete A(2,3).

Reseni

« vypocet soufadnic vektoru u = (2,3) v bazi {a,, a,}

(1 1|2)_)<1 1|2)_)a1= 5/2
1-1]3 0-211) " a,=-1/2"

5 1 5 15
« A(23) = A(a1a; + xpa;) = ajA(ay) + azA(ay) = 5(1,0,1) — 5(0,1,0) = (5; _E’E) :



2. Obor hodnot, nulovy prostor
(jadro) LZ



Obor hodnot LZ

Definice:
Pod oborem hodnot linedrniho zobrazeni A: U V rozumime:
s HA ¥ {veV:JueUUv=Au)}.

Poznamka:
Obor hodnot mUzeme ve zkratce definovat rovnéz takto:

. H(A) & AW).

Tvrzeni:
« H(A) je podprostor V,
e dimH(A) <dimV.



Obor hodnot LZ

Priklad:

Zjistéte, zda vektor b = (5,1,5) patfi do H (4), je-li A: R* - R?3 linedrni zobrazenia A(1,1) = (1,0,1) a
A(1,-1) = (0,1,0).

Reseni
 predpokladejme, 7e mame ovéfeno, 7e vektory a; = (1,1) a a, = (1, —1) tvoii na R? bazi, tedy ze
H(A) = L(A(1,1),A(1,-1)) = £((1,0,1),(0,1,0)) :

* ptdme se, zda existuji a;, @, € R takova, ze b = a;A(a;) + a,A(a,)



Nulovy prostor (jadro) LZ

Véta:
Pod nulovym prostorem (jddrem) linearniho zobrazeni A: U V rozumime:
e N(A) & {ueU:A(u) = o}.

Poznamka:

V literature se rovnéz setkavame s oznacenim , ker A

Tvrzeni:
« N(A) je podprostor U,
e dimN(4) < dimU.



Nulovy prostor (jadro) LZ

Priklad:
Uréete V' (4), je-li A: R®> - R? lineérni zobrazenia A(1,1,—1) = (1,1), A(1,—-1,0) = (-2,0) a A(1,1,1) =
(0,1).

Reseni
* nutno ovéfit, 7ze vektory a; = (1,1,—1), a, = (1,—1,0) a a3 = (1,1,1) tvoii na R3 bazi

7

* hledame viSechna a4, a,, @; € R takova, ze A(a;a; + aya, + azas) = a;A(a,) + a,A(a,) + azA(as) = o

1-2 0| ) (1—2 0l ) _ _ 1 _
(1 0 110) "\ 2 1]0) 7% T tER @ =—ba =-1,

c ueN@Aou=—-t(11,-1) - %t(l,—l,O) +t(1,1,1) = - = t(—%,%,Z); tER,

. N(A) :L((—%,%,Z)) CdimNV(4) = 1.



Véta o dimenzi

Véta:
Necht A: U P je linearni zobrazeni, pak plati
e dimN(4A) +dimH(4) = dimU.

Poznamka:

e Vétu mozno interpretovat jako zdkon zachovdni dimenze.
* Srovnejte s vétou o dimenzi pro matice (viz lekce 4).



3. Maticova reprezentace LZ



Matice LZ

Poznamka:

» Zatim jsme ukazali, Ze kazda matice radu m X n reprezentuje néjaké linearni zobrazeni R™ do R™ (viz zde).
* Nyni ukdaZzeme, Ze kazdému LZ R"— R™ |ze prifadit matici fadum X n ...
* ...ataky se budeme zabyvat (pozdéji) otdzkou, do jaké miry je toto prifazeni jednoznacné.



Matice LZ

Pozorovani:

e A:U — 7V jelinearni zobrazeni,

c A={ay,a,,..,a,}aB=1{bq,b,,.., bm}jsou bazenaUaV,

e uelU:u=uya +ua, +---+uza, = ] 144,

« VEV:v=vby+v,b, + - +vyby, =" v;b;,

+ v=AW) = AQQT way) = X7 wA(ay),

° A(a]) =a1jb1+a2]’b2+"’+amjb {nlaubu
o A(u) - u](zl 1al]b) Z 1(21 1al]uj)b — \n
V= 1¢m Vi = j=1 AU,
i= 1vlb
Uq %1 a1 A4q2 e Aqn
e oznatme:u=|Y2 | v=["Y2 | A= %1 Y22 - Qn | g p=A(u) © v=A.u.

Un Um Am1  Am2 = Amn



Matice LZ

Pozorovani:

e A:U — 7V jelinearni zobrazeni,

c A={ay,a,,..,a,}aB=1{bq,b,,.., bm}jsou bazenaUaV,

e uelU:u=uya +ua, +---+uza, = ] 144,

 vEU:v=vby +vy,b, + -+ vy,by, =27 v;b;,

+ v=AW) = AQQT way) = X7 wA(ay),

° A(a]) = aljb1+azjb2+"’+amjb ;nlal]bl,
. A(w) = X714 (Z2 aijb;) = X2 (X7- 1aUu])b _ymn
V= 1¢m Vi = j=1 AU,
= 1vlb

dip A2 A1n
v . _ _ — | ax1 as-, ..o a — —
* oznalme:u = LV = JA=| 72 ak v=A(u) © v=A.u.

a
souradnice v v bazi ,souradnice” A v bazich A, B (naU, V)
B (na V) sloupce A = soufadnice A(a;) v bazi B

souradnice u v bazi
A (naU)




Matice LZ

Pozndmka (shrnuti):

 Kazdému LZ A: U — V lze tedy pro zadané baze na ‘U a V priradit matici radu dimV X dim U.

Tato matice je pro konkrétni baze urcena jednoznacné, ...

... je vSak na volbé (obou) bazi zavisla.

Jedna se vlastné o souradnicovou reprezentaci zadaného zobrazeni, ...

... které v této reprezentaci prechazi na prosté maticové nasobeni
v=A(u) © v=A.u.



Matice LZ

Priklad:

Necht A: R3 —» R? je linedrni zobrazenia A(1,1,—1) = (1,1), A(1,—1,0) = (—2,0) a A(1,1,1) = (0,1).
Urcete matici tohoto zobrazeni v bazich A = {a;, a,, a3}, kdea; = (1,1,—1),a, = (1,-1,0) aaz =
(1,1,1),aB = {by,b,}, kde b; = (1,0) a b, = (0,1).

Reseni

« vektory ¢c; = (1,1), ¢, = (—2,0) a c; = (0,1) obsahuji souradnice obrazl prvkl baze A primo v bazi B,

* matice odpovidajici v bazich A a B zobrazeni A ma tedy tvar A = (} _(2) (1))

Uq
(1 =2 (1)) : <u2>, kde v; jsou soufadnice v = A(u) v bazi B a u; soufadnice u v bazi A.

%
* Muizeme tedy psat (vl)
2 u

3



Matice LZ

Priklad:
Necht A: R3> - R? je linedrni zobrazenia A(1,1,—1) = (1,1), A(1,—1,0) = (—2,1) a A(1,1,1) = (0,1). Urete
matici tohoto zobrazeni v bazich A = {a,, a,,as}, kdea, = (1,1,—-1),a, = (1,—-1,0) aaz = (1,1,1),
aB = {bli bz}, kde bl = (1,1) d bz = (1, _1)

Reseni

« vektory ¢; = (1,1), ¢, = (—=2,1) ac3 = (0,1) jsou obrazy prvk( baze A v kanonické bazi na R?, nutno najit jejich soufadnice
v bazi B (viz lekce 3)

C_(1 1|1>G_—;(1 o|1> c,(1 1|—2)G_—;(1 o|—1/2> c,(1 1|0>G_)—](1 0l 1/2)
\1-111 01]0/ "*\1-1] 1 0 1]-3/2) "*\1-1]1 0 1|-1/2)

’

: VPR . . (1 —1/2 1/2)
matice odpovidajici v bazich A a B zobrazeni A ma tedy tvar A = (0 —3/2 —1/2)"

o L\ (1-1/2  1/2
amuzemepsat( )—(O _3/2 _1/2

1
v ) : <u2>, kde v; jsou soufadnice v = A(u) v bazi B a u; soufadnice u v bazi A.
2
u



Transformace matice LZ (pri zméné bazi)

Pozorovani:
e A:U-V, v=A(u) » v=A.u,prip.v . =A".u':
Uuq 1 aj1 Aaq2 e Qn
s u= uz /v = vz - soufadniceu /vvbaziA = {a,,a,,..,a,}/ B ={by, by, ...,b,}, A= a_?_l a_?_z o a?_’} ,
Un Um Am1 Am2 - Qmn
!/ ! ! ! !
Uuq %1 a1 A - Qqn
!/ !/ 1A 1A !
e u'=|U2|/Vv = V2 |-soufadniceu/vvbaziA ={a;, a,, .. a,}/B ={b:,b,,.. b)Y A'=| 1 42 .. dy
(RN [N 1’ 2’ , n 1, 2 , m ’ [N [ERE ann ann
u‘;‘t v1’n aml amz a;nn

* transformace souradnic vektoru
« u=Tju =T v ,v="T,.v' =T, v ,
* transformace matice LZ

¢ V=Au- TV =A(Tpu) - v =T, LA (Tyu) = (T AT w » A =T, LA T, =T, ATy



Podobné matice

Poznamka:
e AV-V , V=A(u) » v=Au/v =A".v,
e transformace souradnic
e u=T.u , v=T.v ,
e V=w=(T"LAT) U > A =T AT
Definice:

Ctvercové matice A a B nazveme podobnymi, pokud existuje reguldrni matice T (stejného Fadu) takova, Ze
-« B=T 1LAT.
Prevod jedné matice na druhou pak nazyvame podobnostni transformaci.

Poznamka:

Podobné matice reprezentuji jednu a tutéz linedrni transformaci maticové reprezentovanou v rliznych bazich. Odtud
nazev podobné matice.



4. Operace s LZ



Skladani LZ

Tvrzeni:

Necht A:U -V aB:V — W jsoulLZ a A a B jim odpovidajici matice pro baze A, B a C definované na prostorech
U,V aW. Pak plati:

e C:U->W:C=A°B je linearni zobrazeni,

* matice C pfifazena tomuto zobrazeni v bazich A a C je dana C = B. A.



DalSi operace

Poznamka:

Linedrni zobrazeni A: U - V a B: U — V mlzZeme dale séitat a nasobit Cislem:
* (A+B)(u) € A(u) + B(u),
* (ad)(w) & ad(w),

pricemz vysledkem jsou opét linearni zobrazeni U — V.

V maticové reprezentaci (v libovolnych bazich) odpovida témto operacim scitani matic a ndsobeni matic Cislem.

Poznamka:

Mnozina vSech linearnich zobrazeni ‘U — V tvori LVP, staci zvolit:
« O(u) ¥ o,
e (—A)(u) € —A(u).

Obé specialni zobrazeni jsou linearnimi zobrazenimi U = V.

V maticové reprezentaci jim odpovidaji nulovd matice a matice opacna (opacnd znaménka u vSech prvk().



Inverzni zobrazeni

Definice:
Linearni zobrazeni A: U — V nazveme prostym, pokud
s VuveU:u+v = A(u) + A(v)
Tvrzeni:
A:U — V je prosté linearni zobrazeni, pravé kdyz plati:
* N(4) = {0},
« dimU = dimH(4).
Poznamka:

Bez Ujmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze V = H (A). Pak prostotu linearniho zobrazeni ekvivalentné vyjadfuje podminka
e dimU=dimV

Matice tohoto zobrazeni (A) pak nutné bude (v libovolnych bazich)
* fadunXxXn ,
* N(A) = {0}, tedy h(A) =n,
* a...



Inverzni zobrazeni

Tvrzeni:
Necht A: U -V je prosté linearni zobrazeni. Pak existuje prosté linearni zobrazeni
B:V - U takové, ze
* YU e ’U:B(A(u)) =u.
Definice:

Toto zobrazeni nazveme inverznim k zobrazeni A a budeme oznacovat A~ 1.

Poznamka:

Inverznimu zobrazeni odpovida v maticové reprezentaci matice inverzni k matici zobrazeni plvodniho:
« A-A A1-5B B=A"1
Matice A je tedy regularni.



Konec lekce 5.



