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1. Opakovani



Linearni obal, baze na LVP

Shrnuti:

Linearni obal podmnoziny W prostoru V tvori vsechny (konec¢né) linedrni kombinace prvk{ (vektort)
z W, znacime ho L(W).

Specidlné pro konecné mnoziny W = {a,, a,, ...,a,} cVje LW) ={b€V:b =Y}_, ara;,a; €
R (C)}.

Linearné nezavislou podmnozinu B prostoru V, ktera V generuje , hazveme bdzi
prostoru V.
Specidlné na (netrividlnim) kone¢nédimenzionalnim prostoru V je bazi:

» kazda linedrné nezavisla mnozina (soustava) vektorl {a4, a,, ..., a,} € V, jejiz pocet prvki je roven dimV,

* kazda mnozina (soustava) vektorl {a,, a,, ..., a,} C V, jejiz poet prvki je roven dimV a ktera spliiuje V =
L(ay,a,,.., a,).



Soustava linearnich algebraickych rovnic (SLAR)

Shrnuti:
a11x1 + a12x2 + -4 alnxn — b1
a21x1 + azzxz + -4 aann — bz

* rozsifend matice soustavy:

matice soustavy (sloupcovy) vektor pravych stran



Aritmetické vektory (znaceni)

Shrnuti:

* (aq,ay,..,a,) =a,

a
- (%2 )=a
an



2. Sloupcovy prostor matice, hodnost



Sloupcovy prostor matice

Definice: a1 Quz . Qin a;
, dz1 Q22 . Q2n |, Ny a,;
Necht A = je matice radu m X n. Oznaéme ajS =| "2 ]jeji j-ty sloupec,
Clmj
aml amz ) amn

resp. jemu odpovidajici aritmeticky vektor ajs = (alj, Ay e amj) e R™,

Pak pod sloupcovym prostorem matice A budeme rozumét: S(A) & L(a3, a3, ...,a>) € R™.

Tvrzeni:
S(A) je podprostor R™,

Definice:

Dimenzi sloupcového prostoru § (A) nazyvame (sloupcovou) hodnosti matice a oznacujeme ji hg(A),
hs(A) £ dimS(A).

Pozorovani:
S(A) cR™ = h,(A) <m




Sloupcovy prostor matice

Priklad:
1 -1 1 2
Urcete sloupcovou hodnost matice A=| 2 —2 0 1 |a naleznéte (alespon jednu) bazi na jejim
) 1 -1-1-1
sloupcovém prostoru S(A).
Reseni
1 2 1\ TEErzinl g 201 1 2 1 1 2 1 1 2 1
—1 =2 —1\ra=ra—2r1[ 0 0 O \m™=2r4-3r3[ o o 0 \m3=-713/2[ 0 0 0
<1 o-1> ’(o-z —2) ’<0—2 —2) ’<o 1 1)"(0 1 1>=>
2 1 -1 0 -3 -3 0O 0 O 0O 0 O

B ={(1,2,1),(0,1,1)}, dimS(A) =2.



Sloupcovy prostor matice

Priklad:
I 1 -1 1 2
Urcete sloupcovou hodnost matice A=| 2 —2 0 1 |analeznéte (alespon jednu) bazi na jejim
. 1 -1-1-1
sloupcovém prostoru S(A).
Reseni
1 2 1\ TEErzirloq 21 1 2 1 1 2 1 1 2 1
—1 =2 —1\r4=ra-2r1[ 0 0 0 |™=2r4373[ o (0 0 |™=73/2[0 0 0 0 0 O
1 0 -1 0 —2 —2 0 -2 -2 o1 1)]7\o 1 17
2 1 -1 0 -3 -3 0O 0 O 0 0 O 0 0 O

B =1{(1,2,1),(0,1,1)}, dimS(A) =2.
Poznambka:

1 0
* sloupcovy zapisBs =13 2 |,{ 1 |¢,
1 1

. jind baze B' = {(1,2,1), (1,0,—1)},

* pozor na bazi B’, bylo-li souéasti uprav prohozeni radka.



Radkovy prostor matice

Definice:
all alz ans aln
. Az1 Gz .. Q2n y
Pro matici A = oznaéme al = (a;q, a3, ..., Qi) € R™ aritmeticky vektor
am1 amz L amn

odpovidajici jejimu i-tému radku.

Pak pod Fddkovym prostorem matice A budeme rozumét: R(A) & L(aR, ay, ..., ak) c R™.

Definice:

Dimenzi fadkového prostoru R(A) nazyvame (fddkovou) hodnosti matice a oznaCujeme hr(A),
hr(A) € dimR(A).

Pozorovani:
¢« R(A) cR"™ = hg(A) <n )
* R(A) = S(A"), hg(A) = hs(AT).




Hodnost matice

Véta:
hs(A) = hg(A)

Definice:
Cislo h(A) & hg(A) nazyvame hodnosti matice A.

Pozorovani:
* h(A) < min{m,n}
* h(A) = h(A"),
* regularni matice n X n ma hodnost n.




3. Nulovy prostor matice



Nulovy prostor matice

Definice:

ai1  Ag2 A1n
, . : Az1 A2z - U2n , .. n
Pod nulovym prostorem (jddrem) matice A = rozumime podmnozinu R
Am1  Am2 Amn

NA) € {xe R"A.x =0}

Poznamka:

Nulovy prostor matice radu m X n hledame jako reseni soustavy m homogennich SLAR
o n neznamych.

Tvrzeni:
Nulovy prostor matice fadu m X n je podprostor R™.



Nulovy prostor matice

Priklad:

Naleznéte nulovy prostor matice A, alespon jednu bazi na ném a urcete jeho dimenzi, je-li

1 2 2 2
A=(2 4 6 8|
3 6 8 10

Reseni (Gaussova eliminace)

c AX=0, x=(x1,X9,X3,X4),

1 2 2 2 r2=r2-2r1i /1 2 2 2 o 1 2 2 2
r3:=r3-3r1 r3:=r3-712 _ _ _ _
. 2 4 6 8 —>| 0 0 2 4|]——1 0 0 2 4| »>x4=5,%x3=—25,%x,=1,x1 =2s—2t,
3 6 8 10 0 0 2 4 0O 0 0O

s,t ER

N(A) = {x € R*: = (x1,%5,x3,%4) = (2s — 2t,t,—2s,5); s,t € R}

B = {(2,0,—-2,1), (—2,1,0,0)}
dim V' (A) = 2



Véta o dimenzi

Véta:
Necht A je matice fadu m X n (m radkd a n sloupct), pak plati

dimS(A) + dim N (A) = n.

Poznamka:

Vzhledem k tomu, Ze dim S (A) = h(A), mUZeme tvrzeni véty psat ve tvaru:
h(A) + dimN(A) = n.



3. Resitelnost SLAR



Obecné reseni SLAR

Tvrzeni:
Necht Xp je néjaké reSeni obecné nehomogenni SLAR,
A.x=b, (*)
a Xg je obecné reseni soustavy homogenni,
A.X = o,

pak Ize obecné feseni nehomogenni soustavy (*) psat jako
X = Xp + Xg.



Podminky resitelnosti SLAR

Pozorovani:
* Pokud feSeni soustavy (*) existuje, pak je jednoznacné, pravé kdyz dim V' (A) = 0.
* Podle véty o zachovani dimenze to nastava, pravé kdyz h(A) = n, kde n je pocet neznamych

« Je-linaopak h(A) < n, feSeni soustavy (*), pokud existuje, jednoznaéné neni a je parametrizovano pomoci
n — h(A) = dim V' (A) parametrd :

Pozorovani:
« (Partikularni) reseni soustavy (*) existuje, praveé kdyz vektor pravych stran patfi do sloupcového prostoru matice

soustavy, b € S(A).
* To nastava, prave kdyz maji matice soustavy A a rozsSirena matice soustavy (A|b) stejnou hodnost.

Poznamka:
« Redeni homogenni SLAR existuje vzdy (,pfinejhorsim“ je nulové). Pro¢?




Frobeniova véta

Veéta:

* (Obecné) nehomogenni SLAR, A.x = b,” ma reseni, pravé kdyz je hodnost matice soustavy rovna hodnosti
rozSirené matice soustavy, h(A) = h(A|b).
* Vtom pripadé:
* pokud je hodnost matice soustavy rovna poc¢tu neznamych, h(A) = n, je toto feseni uréeno jednoznacné,

* pokud je hodnost matice soustavy mensi nez pocet neznamych, h(A) < n,”* neni toto feseni uréeno jednoznacné a je
parametrizovano n — h(A) parametry.



Konec lekce 4.



