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1. Aritmetické vektory



Aritmetické vektory

Definice:

Pod aritmetickymi vektory rozumime usporadané n-tice Cisel z R™ , pro které definujeme
operace scitani a ndsobeni Cislem (a):

 (aq,ay,..,ay) + (by,by,....,b,) & (ay + by,a, + by, ...,a, + by),
 alaq,ay,...,a,) € (aaq, aa,, ..., aa,),

a relaci rovnosti
 (aq,ay,...,a,) =(by,by,....,b)) & Vi=1,..,n: a; =b;.

Poznamka (a umluva o znaceni):

Aritmetické vektory Uzce souviseji se sloupcovymi ¢i radkovymi vektory (specidlnimi maticemi).
Domluvme se na nasledujicim znaceni:

 (ay,ay,..,a,) = a,

a;



Vlastnosti aritmetickych vektoru

Pozorovani:
e a+b=>b+a,
c (@a+b)+c=a+ (b+0),
* a+o0=a,
c a+(—a)=o,
* a(Ba) = (af)a,
* a(a+b) =aa+ ab,
* (a+p)a=aa+ fa,
e la=a(0a = o, ao = o).

Varovani:
* r0znd ,plus“:a+ bvs. a + B,
* ruznd ,krat”: aa vs. af.

Poznamka:

Aritmetické vektory souviseji se souradnicovou reprezentaci obecnych vektoru. Viz dale.



2. Linearni vektoroveé prostory



Linearni vektorovy prostor, axiomy LVP

Definice:

Mnozinu V nazveme (linedrnim) vektorovym prostorem (LVP) nad télesem realnych Cisel,
pokud jsou na ni definovany operace

o scitani (+):V XV -V,
* ndsobeni cislem (,nic’): RXV -V
spliujici tzv. axiomy LVP [a,b,c € Vaa, € R (C)]:

e a+b=>b+aq,

* (a+b)+c=a+(b+0),

e Jo€EV Va€eV:a+ o0 = a,

* VaeV I(—a)eV:a+ (—a) = o,
* a(fa) = (af)a,

 a(a+ b) = aa+ ab,

* (a+pB)a=aa+fa,

e la=a.



Dusledky axiomu LVP

Tvrzeni:
* nulovy vektor je urCen jednoznacné, navic platiio + a = a,
* opacny vektor je pro zadany vektor a uréen jednoznacéné, navic platii (—a) + a = o,
 Ya€eV: Oa=o,
e VaeER . a0 = 0,
* VaeV: (—1)a = —a.

Poznamka:
Jednoprvkova mnozina V, = {0} je LVP. Tento LVP budeme nazyvat trividlnim.




Priklady nearitmetickych LVP

Poznamka:

Aritmetické LVP jsou LVP ve smyslu vySe uvedené definice, existuji ale i dalsi LVP.

Priklad:
* mnozina F vSech spojitych (redlnych ) funkci definovanych na zadaném intervalu I:
e f=g © Vxel:f(x)=gx),
© (fF+9)0) = flx)+gk),

* (af)(x) € af (1),
« o(x)=0.

* mnozina vSech polynom( P, mnozina P, vSech polynomu stupné maximalné n (na intervalu I)

* mnotzina vSech (konvergentnich) posloupnosti z R
¢ {an}n 1= {bn}n 1 © VneN:a, =by,,
¢ {an} 1+ {bn};t-ool = {a, + bn et
+00  def

° a{an}n:1 = {aan}n 1/

c 0Z {O}rtzl



3. Linearni zavislost/nezavislost
vektoru



Linearni kombinace vektoru

Definice:

Necht a,,a,,...,a, EVaay, a,, .., a, €ER . Pod linedrni kombinaci vektora a;, s koeficienty a;,
rozumime vektor b € V:

b=Y!_1aia; € a,a, + aya, + -+ a,a,.

Je-li b = 0, nazveme prislusnou linedrni kombinaci nulovou, pokud jsou naopak vSechny koeficienty linearni
kombinace nulové, nazveme ji trividlni.

Poznamka:

* Poradi scitani a zavorkovani neni podstatné (komutativita a asociativita vektorového scitani).
e Trivialni linearni kombinace je vzdy nulova, naopak to ale obecné neplati.



Linearni zavislost/nezavislost vektor

Definice:

Mnozinu W c V nazveme linedrné nezavislou, pokud kazda jeji kone¢na podmnozina spliuje, Ze jedina
nulova linedrni kombinace vektor( z této podmnoziny je triviadlni:

n — —_ — — —_
Via,, a,,..,a,} cWVay,ay,..,a, ER(C): Y@y =0 = a;=a,="'=a, =0.

V opacném pripadé nazveme mnozinu W linedrné zavislou.

Poznamka:

Specialné soustava vektorli a4, a,, ..., a,, € V je linedrné nezavisla, pokud je nulova jen jeji trivialni linearni
kombinace, tedy pokud plati:

a1 Q@ =0 = Ay =0y = =a, =0.

Poznamka:

V ,,opacném pripadé“ v definici znamena, ze existuje aspon jedna konecna podmnozina W, ktera je
linedrné zavisla (existuje tedy jeji netrivialni nulova linedrni kombinace):

IHay,ay,...,ay} CW3Aag, ay, ..., ap ER(C): YRoiarar =0 A (¢ #0Va, #0V--Va, #0).



Linearni zavislost/nezavislost vektor

Priklad:

Zjistéte, zda je zadana mnozina aritmetickych vektoru linearné zavisla ¢i nezavisla:
a, =(1,2,3),a, =(3,2,1), a; = (1,3,2).

Reseni:

a,aq + a,a, + azas; = o0
e 2 (1,2,3) + ay(3,2,1) + a5(1,3,2) = (0,0,0)
* (ay,2aq,3a;7) + (Bay,2a,,a,) + (a3, 3as,2a3) = (0,0,0)
* (a;+3ay+as,2a; + 2a, + 3a3,3a; + a, + 2a3) = (0,0,0)
aq +3a2 + a3z = 0

2a1+2a2+3a3=0
3a1+ a, +2a3=0

13110 1 3 110
223|0|->>(0—-4 1]0]|>a,=a,=a3=0
3120 0 0-31]0

zadana mnozina vektorU je linedrné nezdvisla



Linearni zavislost/nezavislost vektor

Priklad:
Zjistéte, zda je zadana mnozZina aritmetickych vektor( linearné zavisla ¢i nezavisla:
a; =(1,2,3),a, = (3,2,1), a; = (1,3,2).

Reseni:

e zadana mnozina vektorl je linedrné nezavisla

W N =
_ N W
N W =
O O
O bW
W = =



4. Baze, dimenze LVP



Linearni obal, generatory

Definice:
Necht W c V, pak mnoizinu
n(b)

cow) # {bev:b=35,0 arar,ap €W, a €R (0)}

nazveme linedrnim obalem mnoziny W.

Poznamka:

Specialné pro konecné podmnoziny V plati
L(aj,ay,...,a,) ={bEV:b=Y]_;ara;,a, €ER(C)}.

Definice:
Rekneme, e mnozina W c V generuje mnoZinu M < V, pokud
M = L(W).
Vektory z mnoziny W pak nazyvame generdtory mnoziny M.

Poznamka:
c Wc L(W),
 0€L(W).




Linearni obal, generatory

Priklad:

Zjistéte, zda vektor b = (5,6,7) patfi do linearniho obalu vektord a; = (1,2,3) aa, = (3,2,1).
Reseni:
i a,aq + a,a, = b
M 0:1(1,2,3) + a2(3,2,1) = (5,6,7)

(ay,2a1,3a7) + (Bay,2a,,a,) = (5,6,7)
(ay + 3ay,2a; + 25,30, + @) = (5,6,7)

i a1+3a2=5
2“1"‘2“2:6
31+ a, =7
1315 1 3| 5
. 2 2|1 6|2 >|0—-4| 4]>a,=1,a,=2
3117 0 0l 0

be L(a;,a,) aplati b = 2a, + a,



Baze na LVP

Definice:

Linearné nezavislou podmnozinu prostoru V, ktera V generuje, nazveme bdzi prostoru V.

Véta:
* Na kazdém LVP existuje baze, ...
* neniale urena jednoznacné ) e
e avsak (!)
*  ma-li nékterd z bazi B c V nekonecny pocet prvkd, maji nekonecny pocet prvkd vsechny bdze na V,
*  ma-li nékterd z bazi B c V konecny pocet prvkd, maji koneény pocet prvkl vSechny baze na V, pricemz pocet
jejich prvkl je pro vSechny baze stejny.
Poznamka:

LVP se takto déli prirozené na dvé skupiny, ty s nekonecnymi bazemi a ty s bazemi konecnymi. V tomto
kurzu se budeme zabyvat vyhradné druhou skupinou.



Baze na LVP

Priklad:
Zjistéte, zda je soustava vektorli a; = (1,2,3), a, = (3,2,1) a a; = (1,3,2) bazi na R3.

Reseni:
* linearni nezavislost vektoru
* viz obrazovka 13 (14)
e generatory
e Vb= (by,by,b3) ER3Aay,ay,a3 ER: b =a,a, + aya, + aza;
. a; +3a, + az =b;

2“1 + 2“2 + 3“3 = b2
3“1 + az + 2“3 == b3

1

| b
| by | = -
| b

.
WN =

3
2
1

N W
O R
I
o bW
W ==

3



Dimenze LVP

Definice:
* Pocet prvkl baze prostoru V nazyvdme jeho dimenzi a znacime dim V.

 Trividlnimu prostoru pfifazujeme dimenzi nulovou, dim{oe} = 0.

 Je-lidimV < +o0, nazyvame prostor V konecnérozmérnym (konecnédimenziondlnim).
* V opacném pripadé jej nazveme nekonecnérozmérnym (nekonecnédimenziondlnim).

Poznamka:

, B={ay,a,,..,a,}. Pak mizeme

psatV = L(aq, a,, ..., ay).
V takovém pripadé je kazda linedrné nezavisla soustava vektor( o n prvcich bazi.



Standardni (kanonické) baze

Poznamka:

Specialni bazi na aritmetickém LVP (R",C") je soustava vektor(:
e; =(10,..,0),e, =(0,1,..,0),..., e, =(00,..,1).
Tuto bazi nazyvame standardni Ci kanonickou.

Poznamka:

Pod standardni (kanonickou) bdzi na prostoru polynomi maximalniho stupné n () rozumime mnoZinu
polynomu (vektorti z 7,):

o =1, p1(%) =x,p,(%) = x2, ..., p(x) = x™

Cviceni:
Uméli byste dokdazat, Ze soustavy vektorl z pfedchozich dvou poznamek jsou skute¢né bazemi?



5. Souradnice vektoru



Souradnice vektoru (v zadané bazi)

Tvrzeni:
Necht B = {a4, a,, ..., a, } je baze na prostoru V. Pak pro kazdy vektor x € V existuje pravé jedna
usporadana n-tice Cisel (§4, &5, ...,&,) € R™ splniujici
X =Yp=18k = 101 + §2a, + -+ §pan.
Definice:

Cisla &1, &5, ..., &, z ptedchoziho tvrzeni nazyvame soufadnicemi vektoru x v bazi B.

Poznamka:
Souradnice vektoru jsou v zadané bazi ureny jednoznacng, ale ...



Souradnice vektoru (v zadané bazi)

Priklad:
Urcete soufadnice vektoru x = (1,1,1) v bazia; = (1,2,3), a, = (3,2,1), a; = (1,3,2).
Reseni:
© x=¢§a4 +$a; +83a;
£(1,2,3) + &,(3,2,1) + &(1,3,2) = (1,1,1)

(51; 2611 351) + (352' 252' EZ) + (53' 3531 263) = (111:1)
(x1 +3x 4+ x,2x; + 2x, + 3x3,3x; + x5, + 2x3) = (1,1,1)

§1 +38, +é3=1
2€1+ 252"‘363:1
361+ & +28;=1

13111 1 3 1
223|1-->[0-4 1
31211 0 0-3



Transformace souradnic vektoru

Poznamka:

lisi se bazi od baze.

Tvrzeni:
Necht B = {aq, a,, ...,a,}aB’' = {ay,a,, ..., a;} jsou dvé baze na prostoru V a (&, &5, ..., &)
a (&1,¢5, ..., &) jsou souradnice vektoru x € V vzhledem k nim.

Oznacme ddle T Ctvercovou matici, jejiz elementy spliuji a; = ?:1 Tjia]’- :
§1 $1
Pak& =T.§, kdeE = ... |a&' | ... |
$n $n
Poznamka:

 Sloupce matice T obsahuji soufadnice vektort baze a4, a,, ..., a,, vzhledem k bazi a;, a;, ..., a;,.

 Matice T je regularni.



Transformace souradnic vektoru

Tvrzeni:

Necht B = {a4,a,, ...,a,}a B’ = {ay,a,,...,a,} jsou dvé baze na prostoruV a ({1,¢,, ..., &,) a
(é1,&5, ..., &) souradnice vektoru x € V vzhledem k nim.

Oznatme dale T’ ¢tvercovou matici, jejiz elementy spliuji a; = ¥7_; Tj;a; .
$1 §1
Pak& =T'.E', kde E=|..]ag| ..
$n $n
Poznamka:

* Sloupce matice T'obsahuji soufadnice vektord baze a3, ay, ..., a; vzhledem k bazi a,, a,, ..., a,,.
* RovnéZ matice T’ je regularni.

, _ , -1
e PlatiT'=T !, atedyiT=T" ".



6. Podprostory LVP



Podprostor

Definice:
Necht V je LVP a P c V. Pak P nazveme podprostorem V, pokud:
« P+0,
e VYVabeP:a+beP,
e VaeP VaeR aa € P.

Tvrzeni:
7V a{o}jsou podprostory V.

* Necht P je podprostorem prostoru V, pak plati:
e O0EZP,
« PijelVPp,
e dimP < dimV.

* Necht M c V, L(M) je podprostor V.* Speciadlné L(a4, a,, ..., a,) je podprostorem V.



Podprostor

Priklad:
Dokazte, 7e R = {(x,y,2) € R3:x + y + z = 0} je podprostor R3.
Reseni:
« R # @ (test pomoci 0)
(0,00) e R

e (x,v,2) ER = a(x,y,z) ER
c (x,y,2) ER = x+y+z=0
 alx,y,z) = (ax,ay,az)
s ax+ay+az=ax+y+z)=a0=0

(X1,¥1,21) E RN (X2,Y2,22) ER = (x1,¥1,21) + (X2,¥2,22) ER
* (x,¥1,Z1)) ER =>x,+y;+2, =0
(X2,V2,2) ER 2 x5, +y,+2, =0
(X1, ¥1,21) + (x2,¥2,22) = (1 + X2, 1 + Y2, 21 + 23)
(X tx)+ i ty)+ (@ +z) =@ty +2z) + (2 +y,+2,)=0+0=0



Podprostor

Priklad:
Dokazte, 7e R = {(x,y,2z) € R>:x + y + z — 1 = 0} neni podprostor R3.
Reseni:
e test pomocio
« (0,0,00¢R

e dalsi testy
* nenitreba provadét



Podprostor

Priklad:
Dokazte, ze R = {(x,y,2) € R3:x% + y + z = 0} neni podprostor R3.
Reseni:
* R #+ ( (test pomoci 0)

- (0,00)ER

s (x,v,z2) ER =2 a(x,y,z) ER
e (x,y,2)ER =x* +y+z=0
 alx,y,z) = (ax,ay,az)
s (ax)*tayt+az=a*x*+aytaz=alax*+y+z)=al(a —Dx?+x*+y+z] =
=afla—1Dx?+0]=ala—1)x?#0

* (X1,Y1,21) ERNAN(X2,¥2,22) ER = (x1,y1,21) + (x2,¥2,22) ER
* neni treba provérovat



Soucet podprostoru

Definice:

Necht V je LVP a P,Q c V jeho podprostory. Pak pod jejich souctem rozumime § € V spliuijici
e §=L(PUQ)

a piseme
e §=P+Q.

Tvrzeni:
e S jepodprostorV,
* jeto nejmensi podprostor V, ktery obsahuje P i Q,
c VseddpePaqeQ:s=p+q
e dim$ <dimP + dim Q.

R2=R+7,kdeR & {x = (x,0),x ER}aT & {y =(0,y),y € R}.



Direktni (primy) soucet podprostoru

Definice:

Necht V je LVP a P,Q < V jsou jeho (netriviadlni) podprostory spliujici P N @ = {0}. Pak jejich
soucet nazveme direktnim (pfimym) souctem a piSeme

s S=PDO.

Tvrzeni:
 VsesdlpeP,qe@:s=p+q ,
e dimS$ =dimP + dim Q.

Tvrzeni:

Necht P je (netrividlni) podprostor kone¢nédimenzionalniho LVP V, P # V. Pak existuje podprostor P’ c V
takovy, zZe V = P @ P'. Tento podprostor ale neni uréen jednoznacéné.

Priklad:
R? = R@ T, kde R a J jsou mnoZiny z pfedchazejiciho prikladu.
Ve smyslu predchazejiciho tvrzenije P = RaP' =7.




Konec lekce 3.



