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1. Matice



Opakovani lekce 1

Definice:
a1 12 - Qun
Ny a a e a
* matice fddum Xn: A=| "2t Y22 - Tn | g €R
aml amz T amn
by
» sloupcovy, radkovy vektor: b = b2 , c=(ci¢y ...Cp),
bm
a1z Q2 - Qin
v ; . — | Ar1 a,»- e Aon —
e Ctvercovd matice: A = | 74 e N tedym =n

an 1 anz ina ann



Rovnost matic

Definice:
a1z 4 o Aqp bi1 by - blq
, a1 A o Qo b1 byy ... by . . .
Necht A = aB= T | jsou dvé matice
a a e a
ml m2 mn bpl bpz bpq

radum X nap X g, pak rekneme, Ze jsou si rovny (piSeme A = B), pokud
e m=p AN n=gq

Vi=1,.,mvj=1 .. naj= bij

Poznamka:

Rovnost matic definujeme pomoci znamé relace rovnost ¢isel. Takto budeme postupovat i v dalsSich
pfipadech (viz kapitola 2).

* Pozor narozdilnost ,=“v A = B a a;; = b;;. Podobné to bude i v pfipadé maticovych operaci (kapitola 2).



Jednotkova a nulova matice

Definice:
1 O 0
* jednotkovd matice (n X n): [0 1 0],
0 O 1
0 O 0
* nulovd matice (obecném xn): 0% (0 0 0
0 O 0

Poznamka:

V nékterych ucebnicich (atd.) se jednotkova matice oznacuje symbolem E. Obcas se pripojuje formou dolniho
indexu informace o jejim radu (I,,, E,,).



Transponovana matice

Definice:
a1 A1z . Qin i1 Q21 - Ama
e A=| %21 Q22 - Qon | 5 AT ger [ Q12 U322 - Am2
Am1  Am2 « Omn Ain  A2n o Omn

Pozorovani:

* matice transponovana k matici radu m X n je matice radu n X m,
T

aij=aji,
by €1
 b=D2 | obT = (b by wby)c=(crcp c)) >l = 2,
by n

Ctvercova matice — transpozice = preklopeni kolem diagonaly, diagonalni prvky se tedy pfi transpozici
nemeni,

- (AD)T = A.



Transponovana matice

Definice:
a1 A4q2 A1n aii
e A=| %21 Q22 Aon | 5 AT ger | @12
aml amz amn aln

Pozorovani:

matice transponovana k matici radu m X n je matice rag
T

a1
Ao

|

/V dalsSim budeme malymi tuém'/mi\
pismeny (b) oznacdovat zpravidla
sloupcové vektory.

Rddkové vektory pak obvykle
zapiSeme pomoci transpozice

aij = 4ji,
by

» b=(b2)5b" = (b b, by), c=(ci0; cy) > T
by,

nemeni,
(AT)T = A.

vektoru sloupcového (c7).

J

Ctvercova matice — transpozice = preklopeni kolem diagonaly, diagonalni prvky se tedy pfi transpozici



Symetrické a antisymetrické matice

Definice:

Redlnou &tvercovou matici A nazveme symetrickou / antisymetrickou, spliiuje-li AT = A/
Al = —A.

Pozorovani:

* pro symetrické / antisymetrické matice plati a;; = a;; / a;; = —aj;,
* jednotkové a Ctvercové nulové matice jsou maticemi symetrickymi.



2. Zakladni maticové operace



Definice:
all alz s aln bll b12 . bln
, Az1 dzz ... Qzp b b .. b _ . :
Necht A = aB=|[ "t 7 2 ]jsou dvé matice
Am1  Om2 w Amn bml bmz e bmn

(stejného) radu m X n, pak
A + B d_ef a21 -I_ b21 a22 -I_ b22 T aZn -I_ b2n

Am1 + b1 Ao + Dy o QAyn + b



Tvrzeni:
- A+B=B+A,
- (A+B)+C=A+(B+0),
- A+O0O = A,
- (A+B)'=AT +BT.

Poznamka:

Matice O radu m X n je jedina matice, ktera spliiuje tfeti tvrzeni pro vSechny matice stejného radu.



Nasobeni matic Cislem

Definice:
a1 Q12 - Qin pai1 Pa; .. PBaig
Necht A — A1 Az ... Qpp 2B € R(C), pak fA e fa,; Pfa,, .. fa,
Am1 Amz2 - Amn fan,: Pamr; ... Bamn
Tvrzeni:

B(A+B) = A+ BB,
(a + B)A = aA + BA,
a(BA) = (aP)A,

1A = A,

0A = O,

(BA)= BAT.



Nasobeni matic

Definice:
a1 Qi ... Qi by by, - big
, Az1 Q2 ... dzp b,y by, .. by _ _
Necht A = aB= 1 jsou matice
p1 Ap2 - Opn bpi bpz o bng

radl p X nan X g, pak jejich soucin je dan matici fadu p X g,

€11 C12 C1q

Cz21  Co2 C2q
A-B= ,

Cp1 Cp2 Cpq

def n

kde Cij = Lk=1 aikbkj.



Nasobeni matic

Pozorovani:

* C=A:B = ¢ jearitmetickym skalarnim soucinem radku i matice A a sloupce j matice B, napr.

a1 a2 aln bll b12 blq C11 C12 Clq
Az1 Az ... Q29 b,y byy .. b2q [ €21 Gz e C2q
Ap1  Ap2 - Apn b,1 by, .- bnq Cp1 Cp2 - Cpgq

Tvrzeni: (pokud ma leva strana smysl)
« A-(B-C) =(A-B)-(,
A-B+C) =A-B+A-(,
* a(A-B)=(aA) -B=A"-(aB),
- I-A=AA'1=A
« 0-A=0'
- (A-B)T=BT.AT,
« ale...



Nasobeni matic

Tvrzeni:

e obecnéneplatiA-B=B-A!ll

* p # q — prava strana nema smysl,

* p = q (napf. Ctvercové matice stejnych rad(l) = prava strana ma smysl, ale pfesto mize byt A-B+#B-A.

Priklad:
0 1 0 1 0 0
1 0 1)-{0 O 0=
0 1 0 0 0 -1

Definice:

Vyraz [A,B] £ A-B —
matice splnujici [A, B]

0 O 0 1
1 0 —-1]), ale {0
0 O 0 0

O maticemi komutujicimi.

0
0
0

0
0
-1

0 1 0 0 1 0
‘{1 0 1)={0 0 O
0 1 0 0 -1 0

nazyvame komutdtorem matic a



3. Maticova reprezentace
(elementarnich) ekvivalentnich uprav



Matice (elementarnich) radkovych uprav

Tvrzeni:

Elementarni radkové Gaussovy upravy je mozno reprezentovat nasobenim rozsirené matice

soustavy Ctvercovymi maticemi radum X m
zleva, A - Q- A,

 pfi¢teni B-ndsobku fadku j k a-ndsobku fadku i: Q=I(1; - a,0; - p),*
 prohozeni fadkd i a j: Q =I(s; & 55).%*
Pozorovani:

Elementarni matice Q jsou jen ,zlehka” modifikovanymi maticemi jednotkovymi.



Matice Gaussovy eliminace (jako celku)

Tvrzeni:

Gaussovu eliminaci jako celek je mozno reprezentovat nasobenim rozsirené matice soustavy
ctvercovou matici fradum X m

zleva, A = G - A, které matici soustavy prevede do (fadkové odstupnovaného) horniho
trojuhelnikového tvaru.

Dukaz:

A5 Qy (Quer (@2 (QA) ) = (Qu Qu-z: Qs Q) A=G-A

G




Matice Gaussovy-Jordanovy eliminace

Poznamka:

V nékterych pripadech mizeme Gaussovy eliminace doplnit zpétnymi Jordanovymi eliminacemi.

Ty se opét daji reprezentovat nasobenim (gaussovsky eliminované) rozsirené matice soustavy (zleva)
maticemi odpovidajicimi maticim elementarnich radkovych uprav:
Jordan

G A—— Qy (Qur o (Quaz - (Quas (G- A)) ) = -

Zpétnou Jordanovu (a tedy i celkovou Gaussovu-Jordanovu) eliminaci Ize proto rovnéz reprezentovat
nasobenim rozSirené matice soustavy jistou ¢tvercovou matici (zleva):

= Q- Qu-1 - Quez " Q1) " (G- A) =] (G-A)=(-G)-A=T-A.
J




4. Inverzni matice



Regularni matice, inverzni matice

Definice:

Rekneme, Ze étvercova matice A je reguldrni (mda matici inverzni), pokud existuje matice B
splnujici

B-A=1.
Matici B pak nazveme inverzni matici k matici A a budeme ji oznacovat symbolem A™1.

Poznamka:

Plati tedy A~' - A = I. Pozor (zatim) na pofadi nasobeni.



Regularni matice, inverzni matice

Tvrzeni: (A a B jsou regularni matice)
© (AH'=A
e A-Al=1
- (A-B)1=B"1.A1
° (AT)—l — (A—l)T

Dukaz:

c (AHTAT=1 5 @A DT @A A)=1-A5 @A) T=A, (%)
I
e [ = (A_l)_l-A_l — A 'A_l,

- (B'-A1)-.-(A-B)=B1-(A1-A)-B=B1.-B=1,
I
« AHAT=@A-A D) =1T=1.

(*) Nejdfive bychom ale méli dokazat, e matice A~1 je reguldrni, tedy Ze matice (A~1) 71 viibec existuje. K tomu
bychom ale potrebovali prece jen ponékud hlubsi znalosti o linedrnich zobrazenich linearnich vektorovych prostoru.



Vlastnosti inverzni matice

Tvrzeni:

Ma-li matice A matici inverzni, je tato ur¢ena jednoznacné.
Dikaz:

necht: A7} -A=LA;'-A=1(A-A;1=1),
_|(A7t-A) Azt =1-A3" = A7!

ak: A7l1.A.-A;1 = = A7l =A51.
TR T At aeagy =yt r=at T T



Vlastnosti inverzni matice

Poznamka:

« Nasobeni inverzni matici A~! je maticovym analogem déleni (redlnych/komplexnich) &isel:
x:y=xy '->B-A"!
e VSimnéme si, Ze ne kazdou matici lze ,délit” (stejné jako nelze délit kazdym cislem),
,délit” Ize jen maticemi regularnimi (podobné jako lze délit jen Cisly nenulovymi).
* V pripadé matic je rozdil mezi , délenim“ zleva a zprava (tedy ndsobenim inverzni matici zleva a
zprava): B-A™! = A~1.B.



Vypocet inverzni matice (Gauss-Jordan)

Pozorovani:

* Podafri-li se ndm zadanou (¢tvercovou) matici A upravit Gaussovou-Jordanovou eliminaci na matici
jednotkovou, existuje matice I' stejného radu jako A takova, ze

r-A=1L
* Pak je ale nutné matice A reguldrni a matice T je jeji matice inverzni, I = A~1.

Tvrzeni:
Matici I' ziskame tak, ze tytéz Upravy aplikujeme na matici jednotkovou (fadu stejného jako matice A).

Poznamka:

Pokud (étvercovou) matici pomoci G-J eliminaci na jednotkovou matici upravit nelze, neni regularni, a tedy
nema matici inverzni.



Vypocet inverzni matice (Gauss-Jordan)

Priklad:
I 11 r2:=r2-r1 1 1 1 r3:=13+12 1 1 1 r3:=—73 1 1 1 1r2:=—(r2+713)
A= 0o 0)/—™0 -1 -1|—|0 -1 -1|—(0 -1 -1 >
0 1 O 0 1 0 0 0 -1 0 0 1
I 11 rl:=rl1-r2-r3 100
0O 1 0 >0 1 0], tedy matice A je regularni
0 0 1 0 0 1
100 r2:=r2-rl 00 r3:=1r3+12 I 00 r3:=—13 1 0 0 1r2:=—(12+713)
A %o 1 0)]—/|-1 1 0)]—/—[-1 1 0]——| -1 1 0 >
0 0 1 0 0 1 -1 1 1 1 -1 -1
1 0 0 ri==rl-r2-r3 0 1 0 1
0 0 1 > 0 0 1]=A"
1 -1 -1 1 -1 -1



Vypocet inverzni matice (Gauss-Jordan)

Poznamka:

Pfrehledné reSeni mizeme ziskat sou¢asnymi Upravami zadané matice A a matice jednotkové:
(A|E) - --- - (E|]A™Y).

V nasem pripadé:

1 1 111 0 0\,_, /1 1 1
(AlIE)={1 0 0|/0 1 0]——|0 -1 -1
1 0

01 0/0 0 1



Vypocet inverzni matice (Gauss-Jordan)

I 11 r2:=r2-ri 1 1 1 r3:=r3+r2 1 1 1
A=(1 0 0)]—/—f0 -1 -1]——f0 -1 -1}
0 1 1 0 1 1 0 0 0

na pozici ,, 33" jednic¢ku uz ,nevyrobime®, matice A tedy neni regularni a nema matici inverzni.



Konec lekce 2.



