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1. Vlastni Cisla a vlastni vektory,
spektrum



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice:

Necht A je ¢tvercova matice fadun X n, u € C* \ {0} a 1 € C spliujici:

A.u = Au,

pak A nazveme viastnim ¢islem matice A a u vlastnim vektorem matice A k tomuto vlastnimu Cislu prislusejicim.
MnozZinu vSech vlastnich ¢isel matice pak nazyvame jejim spektrem a obvykle znalime g (A).

Poznamka:

V této lekci by mohla byt matice A obecné komplexni, my ale budeme i nadale uvazovat jen matice realné.

Redlné matice nemuseji mit obecné ani jedno redlné vlastni Cislo, proto predpokladame A € C.

Vlastni vektor pfislusejici ke komplexnimu vlastnimu cislu je obecné komplexni, proto u € C*, tedy u = (u4, ..., u,), ux € C.
Matice rddu n X n ma v jistém smyslu (viz dale) n (obecné komplexnich) vlastnich Cisel, ne vSak nutné navzajem rlznych.

def

Je-li A vlastni Cislo realné ctvercové matice A a u k nému pfislusejici vlastni vektor, jsou A au £ (uy, ..., U, ) rovnéz vlastni Cislo
a jemu prislusejici vlastni vektor stejné matice

Je-li u vlastni vektor matice A pfrislusejici vlastnimu Cislu 4, je jeho libovolny nenulovy (komplexni) nasobek rovnéz vlastnim
vektorem matice A prislusejicim stejnému vlastnimu Cislu A.




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Tvrzeni:

Podobné matice™ maiji stejné spektrum, kongruentni matice™* maji stejné spektrum v pripadé ortogonalni
kongruence

Tvrzeni:

Necht vlastni vektory u,, u,, ..., u,, matice A (fddu n X n) tvori bazi na R™, pak matice A" & Q1. A.Q, kde
sloupce matice Q tvori vektory u; (qiS = u;), je diagonalni a na diagonale ma vlastni Cisla matice A.



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Poznamka:

* O podobnostni transformaci z predchoziho tvrzeni rikame, ze matici A diagonalizuje

* Obvykle tuto transformaci nazyvame spektrdalnim rozkladem matice A

* V pfipadé, Ze vlastni vektory matice A tvofi ortonormalni bazi na R"™, diagonalizuje matici A kongruentni
transformace A’ = Q7. A. Q, kde sloupce matice Q jsou jednotlivé (ortonormalni) vlastni vektory matice A.



Priklady vlastnich Cisel a vlastnich vektoru

Tvrzeni:

Kterykoliv nenulovy vektor z R™ je vlastnim vektorem jednotkové matice (I) prislusejicim vlastnimu cislu
A=1.
Vlastnimi Cisly diagonalni matice jsou Cisla na jeji diagonale. Vlastni vektor prislusejici Cislu na pozici ii je pak
u; = (0, ...,i, .., 0).
l
Necht V' (A) je nulovy prostor (Ctvercové) matice A, pak kazdy nenulovy vektor u € V' (A) je vlastnim vektorem

matice A pfrislusejicim vlastnimu cCislu A = 0.

Necht P je ortogonalni projektor na podprostor P, pak kazdy vektor z P je jeho vlastnim vektorem pftislusejicim
vlastnimu Cislu A = 1 a kazdy vektor z P, je jeho vlastnim vektorem pfrislusejicim vlastnimu Cislu A = 0.



2. Vlastni Cisla



Vypocet vlastnich Cisel

Pozorovani:
e Au=4Au © (A—1A).u=o0 )
* netriviadlni (nenulové) reseni, pravé kdyz je matice soustavy A — Al singularni,
* det(A—AI) = 0.

Poznamka:
* Rovnice det(A — AI) = 0 se obvykle nazyva charakteristickou ¢&i sekuldrni rovnici (matice A).
« Jednd se o algebraickou rovnici stupné n: (—=1)"A" + ¢, A"+ -+ A+ ¢y = 0.
* Jako takovd ma v C celkem n (obecné ne navzajem rliznych*) reseni (korend polynomu na levé strané).

det(A — AI) _
A —DA =) ..(Ay — 1)

° (_1)71&71 + Cn_l)ln_l + -+ C1/1 + Co = {

e Ay .. A, = det(A),
e A + A, + -+ A, = Tr(A).



Vypocet vlastnich Cisel

Priklad:

310
Urcete vSechna vlastni Cisla matice A = (1 3 O).
001

Reseni:

3-1 1 0
. det(A—,u)=det< 1 3—-1 0 >=-~=(1—/’l)(/’lz—6/1+8)=0,
0 0 1-2

c 1-1=0 > A =1,

/12:2,

« 22—61+8=0 —>{/1 _
3— .



Test vlastnich Cisel

Priklad:
110
Zjistéte, zda jsou A; = 2a A, = 0 vlastni Cisla matice A=(101 |
011
Reseni:
-1 1 0
e dettA—-A)=det| 1 -2 1]=--=0,A jevlastni Cislo matice A,
0 1-1

110
* det(A—A,I) =det (1 0 1) = ..- = —2, A, neni vlastni Cislo matice A.
011



3. Vlastni vektory



Vypocet vlastnich vektoru

Poznamka:

Pro kazdé vlastni Cislo A matice A nalezneme jemu pfislusejici vlastni vektory reSenim SLAR:
e Au=4Au © (A-AD.u=o.

* Hledame tedy nulovy prostor matice A — Al , resp. bazi na ném

Priklad:
310
Naleznéte vSechny vlastni vektory matice A = (1 3 0) prislusejici vlastnimu Cislu 13 = 4
5 001
Reseni:
-1 1 O
. A—/11=< 1-1 O),
0 0-3
-1 1 0] -1 1 0] U =t 1
. 1-1 0| —> 0 0 0] —>uz=t,tE(C—>u=<1>t,te(C\{O}.
0 0-3 | 0 0-3| uz =0 0



Test vlastnich vektoru

Priklad:
2 —1 3 0-1 O
Zjistéte, zda jsou vektory u = 0 av= 0 vlastnimi vektory matice A = 0 -2 0 0
1 —1 -1 0 3 0
5 2 0 O 0 0 2
Reseni:
5 2 21 =05 A=5/2
e Au=.-= (1) =1 (g) - %’1 : ? - ﬁlil)olvolné , soustava nema reseni, u neni vlastni vektor matice A,
4 2 21 =4 A =2
-2 -1
e AvVv=-.= <_(2)> =1 (_g) — ..., soustava ma reseni 4 = 2, v je vlastni vektor matice A.
0 0



4. Symetrické matice



Vlastni Cisla symetrickych matic

Tvrzeni:

VsSechna vlastni Cisla (redlnych) symetrickych matic jsou redlna.
Dikaz:
« Au=1u A=A AT =A,
« ul.(Au)=u".(Au) =A@ u) =AY wiu; =AY |l
AP lwl? = 2 By [wil? = A Xy il
(. A ) = u.(AD) =u".(AT.u) =" (A.u) = A@".u) = AT, |2

. (@A) = >1=1=>1€R

Poznamka:

Vlastni vektory (realnych) symetrickych matic mtizeme proto rovnéz volit realné.



Vlastni vektory symetrickych matic

Tvrzeni:
Vlastni vektory™ (realnych) symetrickych matic prislusejici rznym vlastnim ¢isldm jsou navzajem ortogonalni.
Dikaz:

e Au=2Adu Av=npuv, 1#pu AT =A, vieredlng,

« vi.(Au)=vl.(Au) = AT u) =AY vy, = A(w-uw) = A(u-v),

) r _ ([v'.(A.u)jematice1 x 1] =v'.(A.u) = A(u-v) B .
(VT_ (A. u)) = {uT. (AT.v) = u”. (A.V) = p(u".v) = g 3™ w0y = (- v)} >Au-v)=u(u-v) =
A—-pwu-v)=0=>u-v=N0.

Véta:

Necht A je (redlnd) symetrickd matice radu n X n, pak na R" existuje ortonormalni baze z jejich vlastnich
vektord.

* Zde se omezujeme jen na redlné vlastni vektory (viz predchazejici obrazovka), protoze pro né mame definovan skalarni soucin. Plati ale obecnég,
bylo by ale nutno pouzit zobecnénou definici skalarniho soucinu na komplexnich aritmetickych LVP.



Vlastni vektory symetrickych matic

Dusledek:

KaZdou (redlnou) symetrickou matici fadu n X n je mozno ortogondlni kongruentni transformaci A’ = Q7. A.Q
prevést na diagonalni tvar s jejimi vlastnimi Cisly na diagonale.

Dusledek:

Vzhledem k tomu, Ze kongruentni transformace zachovava definitnost (symetrické) matice
, je mozno definitnost takové matice urcit pomoci jejich vlastnich Cisel:

* vSechna kladna — pozitivné definitni,

* vSechna zaporna — negativné definitni,

e vSechna nezaporna a aspon jedno nulové — pozitivné semidefinitni,
* vSechna nekladna a aspon jedno nulové — negativné semidefinitni,
e aspon jedno kladné a aspon jedno zaporné — indefinitni.



5. Priblizna lokalizace vlastnich cCisel
(nepovinny dodatek)



Gersgorinova véta

Véta:
Necht A je (obecné komplexni) matice fadu n X n, pak plati:
* o(A) c Uin, X,
kde
« K {zeClz—ayl <Yy juilagl)

Poznamka:
Pokud je matice A realnd a vime-li, Ze vSechna jeji vlastni ¢isla jsou rovnéz redlnd (napt. symetrickd matice), mizeme ve vyse
uvedené vété psat:

« K; ¢ {x € R:|x —ayl| < ?zl,jii |aij|}




Gersgorinova veéta

- K,={z€C:|z-3| <1},

Priklad:
2 1 0-1
Pomoci GerSgorinovy véty lokalizujte v C vlastni Cisla matice A = (1) ‘1L % _é
0-1 0 3
Reseni:
a1 = 2 }
. lzll{ - K, = €EC:|lz-2| <2},
a5 | + |as| + |law| =111+ 10|+ |-1]| =2 1=1{z |z | }
ayo = 4 }
. = 2:{ K, = €EC:|z—4| <3},
l @or| 4 lans + lane] = 11+ (1] + |-1 = 3f = Ke=1z€Clz—4] <3}
. a3z = 2 }

. = 2:{ K. = EC:|z—-2| <1},
l g1 + |ass| + lasal = (0] + |1+ (0| =1 § = 73 z |z —2| <1}

. Q= 4-{“44 -
“Uag| + lag,| + lagz| =[0] +[-1] +10] = 3

¢ o(A) c K, UK, UK, UK,



v e \Y4 / \
Gersgorinovaveta | un~13:
A, ~ 2,00
Ay ~ 2,46
. Ay = 5,21
Priklz . _/
2 1 0-1
Por 2 tice A = (1) 41L %_é
0-1 0 3
Res{

- K, ={z€C:|z-2| <2},

- K,={z€C:|z—-4| <3},

- K;={z€C:|z-2| <1},

-» K,={z€C:|z—-3| <1},
4

e o0(A) c KUK, UK;UXK,.

* Obrazek prevzat z prezentace D. Lukase.



Konec lekce 11.



