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1. Ortogonalni podprostory



Ortogonalni mnoziny

Definice:
Necht M a V' jsou dvé podmnozZiny LVP U a (,) je skalarni soucin na U. MnoZiny M a V' nazveme
ortogonalnimi , prave kdyz

s YueM,Vve N:(uv) =0.

Poznamka:
Mnoziny M a V' mohou byt napt. podprostory U. Pak hovofime o ortogondlnich podprostorech.

Tvrzeni:
* Necht P a @ jsou dva ortogonalni podprostory U, pak P N Q = {o}.

* Podprostor P je ortogonalni ke kone¢nédimenzionalnimu podprostoru Q, pravé kdyz je ortogonalni k libovolné mnoziné
jeho generatoru (napfr. bazi).



Ortogonalni mnoziny

Priklad:
Necht A je matice (obecného fadu m X n), pak
* R(A)aN(A),
e piip. S(A) a V(A7)
jsou (vzajemné) ortogonalni podprostory R™ pfip. R™.




Ortogonalni doplnék

Definice:

Necht P je podprostor LVP U a (,) je skalarni soucin na U. Pak pod ortogondlnim doplrikem P v ‘U
rozumime:

e Q¥ {geU:VpeP:(pq) =0}

Poznamka:

Ortogonalni doplnék podprostoru P budeme oznacovat symbolem P, .

Tvrzeni:
Ortogonalni doplnék podprostoru P na LVP U je podprostor U.



Ortogonalni doplnék

Véta: (o ortogonalnim rozkladu)
Necht U je kone¢nédimenziondlni LVP, (,) skaldrni soucin na ném a P jeho podprostor. Pak
c U=PODP,
neboli (viz lekce 3, obrazovka 33)
e YVueU:A'pePadlqeP,:u=p+aq.

Dukaz:

* jednoznacnost
*u=p+tq=p'+q = p-p(EP)=q" —q(€EP)= {5,—_19 e
* existence
e dimP < 400 [proc?],
* necht A ={aq,a,, .., a,}je ortonormalni bdze na P [umime z obecné baze ,vyrobit” ortonormalni?],

def

e pak3daq,ay..,a, ERq=u-— 271:1 aja; € P, [stadizvolit ay = (u, ay), pak bude Vk:q L ay,atedyiq L P]

e U= (Z;n:ldja]) + (u o Zﬁla]a])

pEP qE'iPl




Ortogonalni doplnéek

Tvrzeni:
Ortogonalni doplnék ortogonalniho doplriku podprostoru P je na kone¢nédimenzionalnim prostoru U roven P:

* (POL=7P.
Dikaz:
* Pc (P
* p€P = pijekolmyke vsem vektortmzP, = p € (P,),,
* (P)LcP:

- re(P), Cc,

* r=p+q,kdepePaqce€?P,
0,nebotr € (P,), -

c VSEP,:(s,1)= (iﬂ +(s,q9)= 0+(s,q9) =(s,q); =>VseP,: (5,99 =0=qg=0=>r=pe?P.
pPEP,SEP |



2. Ortogonalni projekce



Ortogonalni projekce

Definice:

Necht P je podprostor kone¢nédimenzionalniho LVP U, (,) skaldrni soucin na U a P, ortogondlni doplnék
P v U, pak pod ortogondlni projekci vektoru u € U na podprostor P rozumime vektor up € P takovy, ze:

* Up Eu—up€P,.

Poznamka:

* Podle véty o ortogonalnim rozkladu (obrazovka 7) ortogondlni projekce vektoru (na zadany podprostor) existuje a je
urcena jednoznacné.

* Podle tvrzeni z obrazovky 8 je up, = u — up ortogonalni projekci vektoru u na P, .



Ortogonalni projektor

Definice:
Zobrazeni P: U - U definované predpisem
 P(u) € uyp,

kde up je ortogonalni projekce u na P, nazveme ortogonadlnim projektorem na P.

Tvrzeni:

Necht P je ortogonadlni projektor, pak plati
* P jelinearni zobrazeni (transformace),
e P2 pop=P,



Ortogonalni projektor

Tvrzeni:
Necht P je ortogonalni projektor, pak plati

« matice reprezentujici P v (libovolné) ortonormalni bazi {a,, a,, ..., a,} na U je symetricka, tedy PT = P.

Dukaz:
* P(a;) = Yk=1DPxja (lekce 5, obrazovka 20),

. (al-,P(aj)) = (ai,Z’,}ﬂpkjak) = Yk=1Dkj (a;, a;) = [ortonormalni baze] = p;;,

pi; = (a;, P(a) = (P(a) + P(a)., P(a)) = (P(a),P(a) = (P(a),a; — P(a).) = (P(a), &;) = (a;, P(a)) =
Pji-



3. Ortogonalni projekce na
aritmetickych LVP



Projekce na 1D podprostor (primku)

Priklad:

Necht a € R" , haleznéte ortogonalni projekce vektorub € R" na®P = L(a) ana P,.

Reseni:

aa
b-a b-a
e bp,=—a, bo» =b——a
P aa ’ "PL a
Pozndmka:
V maticovém zapisu mame:
T T T
a'b a'b a.a 1 1
e b, =>— —a———.b—(—aaT)b—>P=—aaT
P al .a al.a al.a al.a al.a !
T
a b ( 1 T 1 T
. =b-—-——7/7a=--=(1—— ) - P, =1-——
bp, =b—-——a r,a.a ). b i r,a.a



Projekce na mD podprostor (nadrovinu)

Priklad:
Necht

a;,a,, ..., a,, je soustava (nenulovych) vektord z R™, naleznéte ortogonalni projekci vektoru b € R"

naP =L(ay,a,,..,a,)anaP,.

Reseni:

bg) = ?;1 a;a;, ngJ_ =b— 2{11 a;a;, V] =12,..,m: (b - 2211 aiai) : aj =0,
a,

necht matice A (fadu n X m) ma ve sloupcich vektory a;: af’ = a;, oznalme A = < ), pak vySe uvedené podminky
am

ortogonality mdZeme psat ve tvaru A”. (b — A. ) = o0, kde 0 je nulovy sloupcovy vektor (matice m X 1), tedy

(AT.A). o = AT.b (normdlovd rovnice).

Pozorovani:

* b:p = 11-11 a;d; = A. a,
© by, =b-YI,qa;=b-Aa



Projekce na mD podprostor (nadrovinu)

Poznamka:

* Je-li soustava vektord a4, a,, ..., @,, linearné zavisla, neni feSeni normalové rovnice uréeno jednoznacnée, vektor
bp abp aleano”.

* Pokud soustava vektor( linearné nezavisla je, ma normalova rovnice reseni jediné

by =A.(AT.A)"L.A".b [P =A. (AT.A)"1.AT]

e o — (AT AY-1 AT
a=ALATALD o —b—A(AT.A)LAT.b [P, =1-A. (AT.A)LAT]"

L

Pozorovani:

V pripadé projekce na 1D podprostor:

* A (maticen x 1) =a,

« P=A(AT.A)"LAT=a (a”.a)!.aT =—a.a’
P ——

al.a



Projekce na mD podprostor (nadrovinu)

Priklad:
Naleznéte ortogonalni projekci vektoru b = (1,2,3) naP = L(a4,a,), kde a; = (1,1,0) aa, = (1,—1,0).
Reseni (pokud si pamatujeme vzorce):
1) matice
11 1 1 0 20 1 3
o = —_ T = T = = T =
A_((l) (1)), ;=1 10, ama=(29), b (3) ao=(3)

2a) varianta ,normdlovd rovnice”

(AT.A).a=A".b - ((2, 3)(Zl)=(_‘°1) ~ Z:__

© by = ma; + aqpa; =3(1,1,0) —>(1,-1,0) = (1,2,0)

N W

2b) varianta ,,projektor”
1 1 0 -1 1 1 0 1 1 1
. _ T AV-1 AT _ _ _ =
P=A (AT.A)LA 1 1 2 .(1_1 0) 1-1 ((2)

2

O

100 1

. b?:p.b:<01o)<) (z)
000 0



Projekce na mD podprostor (nadrovinu)

Reseni (pokud si vzorce nepamatujeme):

(b—bp)-a,=(0b—-aa; —aya;)-a;, =0
* bp =aia; + aya,: ,
4 T 22 {(b—bgg)-az=(b—a1a1—a2a2)-a2=0
® (b—alal—a2a2)°a1=(1—a1Xl—a’2>(1,2—a’1><1+a’2><1,3—a1><0—a2><0)°(1,1,0)=
l—a;—a)Xx1+2—-a;+a3,)x1+3%x0=3—-2a,,

® (b—alal—a2a2)°a2=(1—a1><1—a2><1,2—a1>(1+a2X1,3—a1><0—a2><0)' (1,_1,0)2
l—a;—a))X1+2—-a;+a) X(=1)+3%x0=—-1-2a,,

3
__az— aZ:_E

3 1 3 1
° bg) = Eal — Eaz = 5(1,1,0) — 5(1, —1,0) = (1,2,0) .



Konec lekce 10.



