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1. SLAR v R"



SLARv R"

Definice:
soustava m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych (v R")
a11x1 + a12x2 + .-+ alnxn — bl
alel + azzxz + .-+ aann — bz

Poznamka:

* a;; € R: (znamé) koeficienty levé strany
* b; €R: (znamé) koeficienty pravé strany
* x; €IR: neznamé

(1.1)



SLARv R"

Priklady:
soustava 2 LAR o 2 neznamych

le - x2 — 1
—3x1 + 2x2 —_ O

soustava 2 LAR o 3 neznamych
8X1 — X + SX3 =1
—3x; +5x, —10x3 =0

soustava 4 LAR o 3 neznamych
8x; — x,+ 5x3=1
—3x; +5x, —10x3 =0
0,5x4 —0,8x; =0

2Xx5 + \/EX3 =0



SLARv R"

Poznamka:
geometrickad interpretace SLAR

ax +byy+c; =0
a,x + b,y + ¢, = 0 ... prusecik (pranik) dvou pfimek v roviné

a1x+b1y+clz+d1 =0
a,x + b,y + ¢,z + d, = 0 ... prasecnice (prinik) dvou rovin v prostoru

geometricky ndhled na resitelnost SLAR
vzajemna poloha dvou primek, pfimky a roviny, dvou rovin, ...



2. Maticova reprezentace SLAR



Koeficienty SLAR

Pozorovani:
Redeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic je uréeno koeficienty levé a pravé
strany:
a1 5V A1n b4
az1 aAz2 Aa2n b,
Am1 Am?2 Amn bm

Tyto koeficienty mizeme usporadat do tabulky:

i1 Qqp ... Qin | by
a1 Qpp ... Qzn | Dy

aml amz amn | bm



Matice

Definice: a1 Ay . Qn
Tabulku (redlnych) cisel @21 G2z - a?_’_’l = A nazveme matici fadu m X n.
Am1 QAmo - Qmp
by
Specialni matici b2 = b nazveme sloupcovym vektorem
bm

a specialni matici (c; ¢; ...c,,) = ¢! pak vektorem Fadkovym.

Poznamka:

Sloupcovy vektor je matici fadu m X 1, fadkovy pak matici Fadu 1 X n. Raddkovy vektor budeme té?
(pozdéji) psat jako ¢ = (cq,Cy, ..., C,) € R



Rozsirena matice soustavy

Definice:
Matici koeficientl levé strany SLAR (1.1),

a11 alz aln
- a a a
A=\ "2t "2z o Mon )

aml amz ann amn

nazveme matici soustavy (1.1), matici koeficientl pravé strany,

pak (sloupcovym) vektorem pravych stran.



Rozsirena matice soustavy

Definice:
Matici
| a a e a b
(Alb) =| "2t T2z - Tin | P2

dale nazveme rozsifenou matici soustavy (1.1).

Poznamka:

RozSifena matice soustavy zadava SLAR jednoznacné.



Rozsirena matice soustavy

1
0 (A|lb) = (
-1

Priklad:
8x1 — x, + 5x3
—3x1; + 5x, — 10x5
4x, — 2x, + 8x3

g -1 5
-3 5 —10
4 =2 8

O -



Nasobeni matic a vektoru

Definice: ndsobeni matice a sloupcového vektoru

a;q1 Qqp e Aqn X1 b4

Poznamky:

hd bl = aq11X1 + A12X2 + -+ A1nXn

bz a,1X1 + aro,Xy + -+ ArnXn atd.
a;; Q2 - Qip X1 b,
. A1 Q2 .« Qon |, X2 |=|[ by

e aritmeticky skalarni soucin



Nasobeni matic a vektoru

Definice: ndsobeni matice a sloupcového vektoru

a;q1 Qqp e Aqn X1 b4
21 G2z - Qon || X2 | = b2 | p, = o agx
Poznamky:
hd bl = aq11X1 + A12X2 + -4+ A1nXn
bz = ay1Xq + aro,Xy e ArnXn atd.

a1 aqi- . Qqn \ /xl\ / b1 \
dz1 A 4 - b

Ay | 0 X2 X0) - (Y1, Y2s o Yn) = X1Y1 + X2Y2 + o XnYn ]

e aritmeticky skalarni soucin



Nasobeni matic a vektoru

Pozorovani:
a1 A2 .. Ay X1 b, A11X1 +aq12%;
Az1 Q2 - Qon | [ X2 | = by | Q21X1 T+ aX;
Am1 Am2 - Amn Xn b Am1X1 FamaX;

SLAR (1.1) je tedy mozZno zapsat v kompaktnim tvaru

+ apnXn = by,



Nasobeni matic a vektoru

Definice: nasobeni radkového vektoru a matice

a1 aqo . A1
ar1 as», N ) _

V1Y2Ym) | = w2l =(cp 6 enCy) S G
aml amz ann amn

Poznamka:

11 Q12 - Qip
a a o a
* 1y ym) | AL I T ) =(cq ¢ e Cp)

aml amz e amn




3. Metody reseni SLAR



Ekvivalentni upravy SLAR

Opakovani: ekvivalentni (vratné) upravy

v’ pfic¢teni linedrni kombinace libovolného vybéru rovnic k nenulovému nasobku
vybrané rovnice

v' zména poradi rovnic

Poznamka:

v' stfedoskolska séitaci metoda

v’ cilemje
v' zvybrané rovnice odstranit nékterou/nékteré nezndmou/neznamé
v' apostupné ziskat rovnici o jedné neznamé
v' dosazenim sniZit pocet nezndmych

Poznambka: ekvivalentni upravy v maticové reprezentaci

v pficteni linearni kombinace libovolného vybéru radkl rozsifené matice soustavy k nenulovému
nasobku radku vybraného

v' zména poradi fadkd rozsifené matice soustavy




Ekvivalentni upravy SLAR

Definice: linedrni kombinace (fadkovych) vektort

v a;, = (ail,aiz, "'raiS)r [ = 1,2, e, I

Tr — T Tr T
v Zi=1 a;a; = (Zi:l Aidi1, Li=1 XiAij2, ) uj=1 “iais)
a; E R

Poznamka:

v tadky rozSifené matice soustavy je mozno chdpat jako radkové vektory
v" pojmu linedrni kombinace fadkud (rovnic) dava tedy predchozi definice smysl
v' nezapomernme, Ze rozSifena matice soustavy obsahuje koeficienty levé strany i vektor pravych stran

Poznamka:

v" k pojmu linedrni kombinace vektor( se jesté vratime, az budeme probirat kapitolu Linedrni vektorové
prostory



Gaussova eliminacni metoda

Princip:
v' pomoci ekvivalentnich Uprav aplikovanych na rozsifenou matici soustavy prevést
matici soustavy do (fadkoveé odstupriovaného) horniho trojuhelnikového tvaru
(pravé strany se ,vezou®)
v’ fadek k upravujeme pomoci radkd predchozich (i < k)

v’ tfeSeni nalézt postupnym dosazenim zdola nahoru (zpétné dosazeni)

Definice: (Fadkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar ctvercové matice

v" matice fadu m X n je ¢étvercovd, pokud m = n
v’ prvky a;; tvofi tzv. diagondlu étvercové matice

v ¢Etvercova matice ma (Fddkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar, pokud
v' jsou véechny prvky pod jeji diagondlou nulové (prvky na diagonale a nad ni mohou byt obecné nulové rovnéz)
V' j1 <Jz <+ < jm, kde j; oznacuje druhy index prvniho nenulového prvku Fadku 1 matice (a , ) atd.




reseni systému SLAR se stejnou matici

G a USSOV] soustavy a odliSnymi pravymi stranami:

Q11 Q2 - Gin | by O

21 G2z - Qo2 | b, C2
PrInCI : e ) e ) i e
e a

/Vyuiijeme s uzitkem pfri (simultdnnim) \

jozéiFenou matici soustavy preveést

) mi @mz o Gmn | by, Cm
v’ pomoci e
matici soustavy oveé odstupnovaného) horniho trojuhelnikového tvaru

(pravé strany se ,vezou®)

v’ fadek k upravujeme pomoci radkd predchozich (i < k)
v’ tfeSeni nalézt postupnym dosazenim zdola nahoru (zpétné dosazeni)

Definice: (Fadkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar ctvercové matice

v" matice fadu m X n je ¢étvercovd, pokud m = n
v’ prvky a;; tvofi tzv. diagondlu étvercové matice

v ¢Etvercova matice ma (Fddkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar, pokud
v' jsou véechny prvky pod jeji diagondlou nulové (prvky na diagonale a nad ni mohou byt obecné nulové rovnéz)
V' j1 <Jz <+ < jm, kde j; oznacuje druhy index prvniho nenulového prvku Fadku 1 matice (a , ) atd.



Ga ussova eliminaénll metoda/Nevidy reseni existuje a ne vzdy musibyb

urceno jednoznacné.

Rozhodnuti ale vyplyne vidy ze zpétného
dosazeni.

Princip: _
v , . , , . i Podrobnéji (a systematictéji) se o tomto
pomoci ekvivalentnich Uprav aplikovanych na rq ;i inime znovu v kapitole Resitelnost

matici soustavy do (Fadkové odstuprnovaného) h\ s ar. -/
(pravé strany se ,vezou®)

v’ fadek k upravujeme pomoci radkd predchozich (i < k)
v’ tfeSeni nalézt postupnym dosazenim zdola nahoru (zpétné dosazeni)

Definice: (Fadkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar ctvercové matice

v" matice fadu m X n je ¢étvercovd, pokud m = n
v’ prvky a;; tvofi tzv. diagondlu étvercové matice
v ¢Etvercova matice ma (Fddkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar, pokud

v' jsou véechny prvky pod jeji diagondlou nulové (prvky na diagonale a nad ni mohou byt obecné nulové rovnéz)
V' j1 <Jz <+ < jm, kde j; oznacuje druhy index prvniho nenulového prvku Fadku 1 matice (a , ) atd.




Ga ussova e I i m ifv reCi SLAR to znamena, Ze pocet rovnic a pocet neznamych SA

Princip:
v' pomoci ekvivalentnic
matici soustavy do (f

(pravé strany se ,vez(

v’ fadek k upravujeme
v’ teSeni nalézt postupn

rovnaji.

Vzdy lze dosahnout pridanim
* neznamych s nulovymi koeficienty (#rovnic > #neznamych)

Ci
* rovnic s nulovymi koeficienty a pravymi stranami (#rovnic

< #ineznamych).

T

A nakonec na pridavky zapomenout (ekvivalentni Upravy je

nezmeéni). /

Definice: (Fadkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar ctvercové matice

v" matice fadu m X n je ¢étvercovd, pokud m = n
v’ prvky a;; tvofi tzv. diagondlu étvercové matice
v ¢Etvercova matice ma (Fddkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar, pokud

v' jsou véechny prvky pod jeji diagondlou nulové (prvky na diagonale a nad ni mohou byt obecné nulové rovnéz)
V' j1 <Jz <+ < jm, kde j; oznacuje druhy index prvniho nenulového prvku Fadku 1 matice (a , ) atd.




Gaussova eliminacni metoda

Princip:
v' pomoci ekvivalentnich Uprav aplikovanych na rozsifenou matici soustavy prevést
matici soustavy do (fadkoveé odstupriovaného) horniho trojuhelnikového tvaru
(pravé strany se ,vezou®)

v’ fadek k upravujeme pomoci radkd predchozich (i < k)
v’ Fedeni nalézt postupnym dosazenim zdola naf” “Yen)

natice

o o0 X
oS X X X
X X X X

X
X
Definice: (Ffadkové odstupriovany) horni trojuhelnikoy 0
v" matice fadu m X n je ¢étvercovd, pokud m = n 0 Y
v’ prvky a;; tvofi tzv. diagondlu étvercové matice \/

v ¢Etvercova matice ma (Fddkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar, pokud
v' jsou véechny prvky pod jeji diagondlou nulové (prvky na diagonale a nad ni mohou byt obecné nulové rovnéz)
V' j1 <Jz <+ < jm, kde j; oznacuje druhy index prvniho nenulového prvku Fadku 1 matice (a , ) atd.




Gaussova eliminacni metoda

Princip:
v' pomoci ekvivalentnich Uprav aplikovanych na rozsifenou matici soustavy prevést

matici soustavy do (fadkoveé odstupriovaného) horniho trojuhelnikového tvaru
(pravé strany se ,vezou®)

v’ fadek k upravujeme pomoci radkd predchozich (i < k)

v’ tedeni nalézt postupnym dosazenim zd/” )

Definice: (Fadkové odstupriovany) horni trojuh NE!

v' matice fadu m X n je ¢étvercovd, pokud m =

v’ prvky a;; tvofi tzv. diagondlu ¢étvercové maticR/ /

v ¢Etvercova matice ma (Fddkové odstupriovany) horni trojuhelnikovy tvar, pokud
v' jsou véechny prvky pod jeji diagondlou nulové (prvky na diagonale a nad ni mohou byt obecné nulové rovnéz)

0
0
0
0

O OX O
© X X X
X X X X

V' j1 <Jz <+ < jm, kde j; oznacuje druhy index prvniho nenulového prvku Fadku 1 matice (a , ) atd.



Gaussova eliminacni metoda

Priklad:

Zadani

x1+ x2+ X3 = 1

X1 — X+ 2x3=-1

X1+ ZXZ_ X3= O

Reseni

a) Gaussova eliminace
11 1l 1 11 1] 1\rz=rz-rif11 1] 1 11 1 1\ g
1-1 2|-1]-{1-1 2]-1]|=—50-2 1] sl0-2 1]|-2 >
1 2-1] 0 1 2-1] 0 0 1-2] 0 1-2|-1
1 1 1| 1 1 1 1|1 1
0—-2 1|-2]|-10-2 1|-2
0 0-3|—4 0 0-3|—4




Gaussova eliminacni metoda

Priklad:

Zadani

x1+ x2+ X3 = 1

X1 — X+ 2x3=-1 . ,

X1 + Z.X'Z — X3 = 0 @OtovaD

sloupec

Reseni

a) Gaussova eliminace
11 1l 1 171 1] 1\rz=rz-ri /11 1] 1 1 1 1\ opans
1-1 2|-1]-{1-1 2]-1|=—50-2 1|=-2|-l0-2 1]-2 >
1 2-1] 0 1 2-1] 0 0 1-2]-1 0 1-2|-1
1 1 1| 1 1 1 1|1 1
0—-2 1|-2]|-10-2 1|-2
0 0-3|—4 0 0-3|—4




Gaussova eliminacni metoda

b) zpétné dosazeni

1 1 1] 1 X1+ X4+ X3 = 1 - C
0-2 1|-21|~- —2xX,+ X3 =-2 - B
=—4 > A

0 0-3|—-4

A:xg =§
1
Bix, = —2(~2 = x3) = - =

C:x1=1—x2—x3=---=—



Gaussova eliminacni metoda

Priklad:
Zadani
X1 + X + X3 = 1
X1 — Xp+ 2x3=-1
Reseni

a) Gaussova eliminace

11 1] 1 111y (11 1] 1 11
1-1 2|-1]-(1-1 2]-1|=—=50-2 1]|-2|-(0-2
| | |

Poznamka: Gaussova eliminace (jak to budeme délat)

(1 1 1] 1) (1 1 1| 1)r2:=r2—r1(1 1 1] 1) (1
- _— -
1 -1 2|-1 1 -1 2|-1 0 -2 1|-2 0 —



Gaussova eliminacni metoda

b) zpétné dosazeni

1 1 1] 1 X1+ X4+ X3= 1 - (
0-2 1]|-21]~ —2X,+ X3=-2 —> B
I = - A

A:x; =t € R (parametr)
B:XZ = _%(_2 _x3) =..=1 +%t

3
C:x1=1—x2—x3=---=—5t

Poznamka: zpétné dosazeni (jak to budeme délat)

(1 1 1|1)
_)
0-2 1 |-2




Gaussova eliminacni metoda

Priklad:
Zadani
X1+ xo= 1
X1 — X, = —1

X1+ 2x2= 0

Reseni

a) Gaussova eliminace

11 1\ (11 1\rz=r2—ri (11 0 1\ (1 1 0l 1)\ . .
1-1 -1 |=|1-1 -1 |—| 0-2 | -2 |—>{0-2 | —2 >
1 2 0 1 2 0 0 1 | —1 0 1 | —1

11 1 11 1 b) zpétné dosazeni: posledni rovnici neni mozno splnit
8 _(2) _i - 8 _(2) _i soustava nema feseni




Gaussova eliminacni metoda

Poznamka: Gaussova eliminace (jak to budeme délat)

1 1] 1 1 1| 1\r2=r2-r1/1 1] 1 1 11 1

r3=r3-ri r3:=21r34+12
1-1]-1|-|1-1]-1|=—/—50-2|-2]|~»|0-2|-2|—
1 2] 0 1 2] 0 0 1]-1 0 1]-1
1 11 1 1 1] 1
0-2|-21]-10-2]-2
0 0]|—4 0 0|—4
b) zpétné dosazeni
X1+ X2 =1 - (C
—2Xy, = _2 — B - ... > soustava nema reéeni

Ox;, =—4 - A



Gaussova eliminacni metoda

Priklad:
Zadani
X1+ xo= 1
X1 — X, = —1

X1+ 5x2= 5

Reseni
a) Gaussova eliminace

1 11 1 1 11 1 rore—md 1 1] 1 1 11 1\ 5 ai0m
1-1]|-1]-|1-11-1|==50-2|-2|-l0-2]-2 >
1 5| 5 1 5| 5 0 4| 4 0 4| 4

(

S O R
I
oON P
I
SN
\/
S O R
I
SN
I
= R



Gaussova eliminacni metoda

b) zpétné dosazeni

X1+ X2 = 1 - (C
—2X; =-2 - B
Ox, = 0 - A

A: splnéno vzdy
B: ... Xy = 1
C: ... X1 = 0



Gaussova eliminacni metoda

Priklad:
Zadani
X, + x3= 1
X1 — X+ 2x3=-1
X1+ 2x,— x3= 0
Reseni

a) Gaussova eliminace

o 1 1 1\,,,,/1-1 2[-1 1 -1 2|-1 J2=r2
1-1 2]-1]—f0 1 1] 1] -0 1 1] 1 |="=5.. (domacicviceni)
1

1 2-1] 0 1 2 -1 0 2 —1] 0



Gaussova-Jordanova eliminacni metoda

Princip:
v (nejen) ¢tvercové matice soustavy
v’ dvé faze
v' Gaussova metoda (dopredné eliminace)

v pokracovani v Gaussovych Upravach zdola nahoru (Jordanovy zpétné eliminace) s cilem ,vyrobit*
nuly i nad diagonalou (matice soustavy)

X X X X X X X X X 0 0 O
X X X X Gauss 0 X X X Jordan 0 X 0 0
X X X X > 0 0 X X f 0O 0 x 0
X X X X 0 0 0 X 0O 0 0 X

Poznamka:
v' vyrazné zjednodusené vyjadfeni neznamych
v nelze ovSem provést vidy v plném rozsahu




Gaussova-Jordanova eliminacni metoda

Priklad:
Zadani
X1+ xp+ x3= 1
X1 — Xp+ 2x3=-1
X1+ 2x,— x3= 0
Reseni

a) Gaussovy (dopredné) eliminace

1 1 1| 1 1 1 1] 1
1-1 2|-1]-..»l0-2 1]-2
1 2-1] 0 0 0-3|—4

b) Jordanovy zpétné eliminace

1 1] 1\r1=3r1+r3 /3 3 0| —1 3 3 0l =1\, 514, (6 O
2 1]—2 == 06 0l-10] - [0-6 0] =10 1 0—6
0 —3| —4 0 0-3] —4 0 0-3] —4 0 0-—

S O -



Gaussova-Jordanova eliminacni metoda

c) vyjadreni neznamych (,zpétné dosazeni®)

6 0 0]|-12 6x;, = —12 = X, = —2
0—-6 0]|—-10 |- —6x,= —10 - x, = 5/3
O O_3| _4 —3x3= —4' — x3= 4/3

jiny zpusob — ,,dokonceni” Jordanovy zpétné eliminace (jednicky misto nenulovych prvki na

diagonale)
rl:==r1/6

12 r2:=1r2/(—6) 1 0 Ol )
3:=r3/(-3

—10 | 22280 1 015/3

—4 0 0 1]4/3

6 0 0]
0—6 0]
0 0-3]|



Gaussova-Jordanova eliminacni metoda

Priklad
Zadani
X1+ xo0+ x3+ x4, = 1
X1 — Xo+ 2x3—2x, =-—1
X1+ 2x,— x3— x4 = 0
Reseni

a) Gaussovy (dopredné) eliminace

11 1 1] 1
1-1 2 =2|-1]-..-
1 2-1 -1 0

b) Jordanovy zpétné eliminace

1 11 1|1 1 1 1 1] 1\ri=sri4r3 (33 0 | -1
0 -2 1 |—2]-10 -2 1 | -2 |===""5(0 -6 0 | —10 |- ...
0 0-3 —7|—4 0 0-3 —7|—4 0 —3 | —4

oo R
I
= R




Gaussova-Jordanova eliminacni metoda

rl:=r1/6
r2:=1r2/(—6) _
3 3 0 | =1\ p1srg (6 O O |-12)\ S5 (1 0 0 —4] —2
-0 -6 0 | —10 >»{0—-6 0 | —10 >0 1 0 | 5/3
0 0 -3 | —4 0 0-3 | —4 0 01 | 4/3
c) vyjadreni neznamych (,,zpétné dosazeni”)
X1— 4x,=—2 X1 = —2+ 4t x; = —2+12s
100 | =2 e s 1 5 8. t=3s 1 5
010 15/3 |sX2t3xX= 5 %= -t 5 x= - 85
7 4 4 7 4
0 01 |4/3 X3+§X4= 3 X3 = E_Et X3 = 3 7S

X1 -2 —4
Poznamka: <x2> =|5/3|-|(8/3 |t
X3 4/3 7/3



4. SLARv C"



SLARv C"

Definice:
soustava m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych (v C")
a11x1 + a12x2 + .-+ alnxn — bl
alel + azzxz + .-+ aann — bz

al-j,bj,xl- e C

Poznamka:

Funguje vSe probrané pro pripad R™ (¢asti 1 — 3).



SLAR v C": doplnék — komplexni Cisla

Definice:
algebraicky tvar komplexniho cisla

x=Rez, y=Imz€R, i?=—1(imagindrnijednotka)

* zZ=x+1y,

operace s komplexnimi cCisly (v algebraickém tvaru)
* (g tiy) £ (xp+iyy) = (X +x2) 2 i(ys +y2)
© (g +iy)(xg +iyy) = (XX — y1Y2) +i(x1y2 + xX2¥1)

e x+iy=x—1y

x1+iy1
x2+iy2

_ X1X2tY1Y2 . X2V1—X1)Y2
— 2,2 2,2
xX2+Y; X2+Y;

Pozorovani:
o x1(xy +iyy) = x1% +ix1Y>




Konec lekce 1.



