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Tenzorovy soucin Hilbertovych prostort

Motivace
e pridavani stupnt volnosti v kvantové teorii = tenzorové nasobeni stavovych prostor(

* jiz jsme se s timto setkali — spin



Tenzorovy soucin Hilbertovych prostort

Tenzorovy soucin

Necht
 H;, H, a H jsou Hilbertovy prostory s ortonormalnimi (Schauderovymi) bazemi* |elj),
|82k>: |en>;
* existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni [|e1j), |32k)] = |elj)|62k) = |€1j,62k> - |e,)
zachovavajici skalarni soucin: {(e,,|e,) = (elp, ezq|elj, 32k) = (elp|elj)(ezq|62k) = 8,04k,
pak
* fekneme, ze H je tenzorovym soucinem prostort H; a H, (H = H; @ H))
Poznamky
* ne vzdy lze vektor z H identifikovat s dvojici vektordi z H; a H, (@) = |@1)|@2))
. 7—[=L({|elj)|62k)}) (uzavér linearniho obalu)

* primocaré rozsiteni na pfipad obecného (kone¢ného) poctu Hilbertovych prostord




Tenzorovy soucin Hilbertovych prostort

Priklady tenzorovych soucinu, se kterymi jsme se jiz setkali

* L,(R) ® L, (R) = L, (RR?): 1 &stice, 1D - 2D, p(x) = ¢ (x,)
* L,(R)®L,(R) ® L,(R) = L,(R?): 1 &astice, 1D - 3D, ¢ (x) = @(x,y,2)
« L,(R3) ® CX: 1 &astice (elektron), spin, ¢ (x,y,z; &)



Stav (vicecCasticového systému)

Stavovy prostor
e Castice Cislujeme 1,2, ..., N
« H(1,2,...N)=H;QH,®...Q Hy

. |aKj) je ortonormalni (Schauderova) baze na Hy, pak |a1j1)|a2j2) |aNjN) je ortonormalni (Schauderova)
baze na H

* |(p) € 7—[. |(p) = Zjl!jZ!"'!jN le'jZ""JjN |a1]1>|a2]2> e |aN]N)

e dynamické proménné rlznych ¢astic jsou navzajem kompatibilni



Stav (vicecasticového systému)

VInova funkce (X-reprezentace)

* bez spinu
@(T1, 7o) e TN)

© Jpon @@L 1o, o, ) [2d37 AT, L ATy < oo

© ¢ € L(R*)

* interpretace |@ (7,7, ..., 7y)|? a Vo XXV (7,75, ..., Ty) |2d37 d37, ... d37y (pro normované funkce)
* sespinem

N TG THER SHN YR 3%

© V&L & 8Nt Jpan [0 (P E15 75, &5 Ty, E0) [P AP 37, . ATy < +oo

* normalizace: Yy ¢, e Joan [P &5 72, &25 oo Ty, E0) [P A7 A7, L. d37y = 1
* interpretace |@ (7}, &1; 75, &5 oo, v, E8) |2 (pro normované funkce)
* zkraceny zapis
- ¢(1,2,,...,N)
e (1912, .., N)|?d1d2 ...dN



Dynamické promeénné, operatory, SR

Poloha a hybnost (X-reprezentace)

= [xx, Vi, Zx] = 7
- [—m— —ih ==, —ih=—| = —ihVy

aXK ayK aZK

"Ul) ><¢>

Energie
- - - - - - N 512{ - - -
 Hp1, 71502, 125 s PN T) = ZK=1_2mK + V(1,7 .., Ty)
= flz - - -
= YK=1 (__AK) + V(7,1 e Ty)
2mg

o +V(#,7,, ..., y), obsahuje-li V €leny zavislé na spinu (spin-orbitdlni interakce)



Dynamické promeénné, operatory, SR

Stacionarni Schrodingerova rovnice

* Z%=1(—

pripadné

hZ
ZmK

AKQD) + Vo = Eop,

o N _h_z () _
szl( T Ach) +V® = Ed

* f|<P(1,2,, ..,N)|?d1d2 ...dN < 4+

pripadné

* fR3N”q)(?1l?2) "-;FN)HZdSFldSFZ ...dSFN < +OO



Dynamické proménné, operatory, SR

Neinteraguijici ¢astice (idealni plyn)
i V(Fl,f')z, ...,FN) — Z%=1 VK(?K)
= hz - Iy
« H=3Y}_4 [_WAK + VK(TK)] = Y=1 Hg
K

« YX_1Hxp =Eg

* separace promennych:
* 9(1,2,..,N) = 91(1),(2) ... oy (N)
* Hyxox = Ex@, [ pxdK < +oo
¢ Z%ﬂ Ex =E



Permutace

Permutace, transpozice

e permutace: vzajemne jednoznacné zobrazeni n-prvkové mnoziny na sebe samu,
m:{1,2,3,..,N} - {1,2,3,..., N}

* transpozice: vymeéna dvou prvka, w;;(I) = J,m;;(J) = I,n;(K) =K proK #1,]
* tvrzeni

* permutace tvori konec¢nou grupu (nasobeni = skladani) fadu N!

* kazdou permutaci je mozno slozit z transpozic, ...

* pocet transpozic neni jednoznacny, nicméneé je vzdy bud’ sudy, nebo lichy, ...

* muzZeme tedy hovofit o sudé / liché permutaci

Znaménko permutace

* sign(m) = +1 pro sudé permutace
 sign(m) = —1 pro liché permutace



|dentickeé c¢astice

Identické castice

 Castice, které se neliSi zadnou svou charakteristikou (hmotnost, naboj, spin, ...)

Princip nerozlisitelnosti

v klasické fyzice jsou identické ¢astice v principu rozlisitelné (neprotinajici se klasické
trajektorie)

* v kvantové fyzice jsou identické ¢astice nerozlisitelné (prekryvajici se vinové funkce,
rozplyvani vinového baliku)

» dusledek: permutace nerozlisitelnych castic neméni (kvantovy) stav systému
* muze se meénit vinova funkce?



|dentickeé c¢astice

VInova funkce systému nerozlisitelnych castic
 stav systému je urcen paprskem v Hilbertové stavovém prostoru, {a¢(1,2,...,N),a € C}
* pUsobeni transpozice my;
. go(n,][l,z, ...,N]) = ap(1,2,...,N), a nezavisina l,]

_Nap(ny1,2,...,N]) = a?9(1,2,...,N)

w0 (2 o) =00

e a=+1
* dva typy chovani
 ¢(n[1,2,..,N]) = ¢(1,2,...,N) - symetrické vinové funkce
* @(m[1,2,...,N]) = sign(m)p(1,2, ..., N) — antisymetrické vinové funkce



|dentickeé c¢astice

Fermiony a bosony

* symetrie / antisymetrie vinové funkce se pro dany typ ¢astic nemeéni ani casovym vyvojem ani
merenim
* dva typy castic
* bosony: symetrické vinové funkce (celoCiselny spin)
* fermiony: antisymetrické vinové funkce (polocCiselny spin)

* elektrony jsou fermiony!

Antisymetricka (a symetricka) cast Hilbertova prostoru stavu

T
. }[—>{}[S, HsNHp ={|0)}, HsLlH,
A

* symetrizaéni operdtor: @5 = S = %Zn(p(n[l,Z, ..,N]) € Hg

* antisymetrizacni operdtor: @ € H = @, = Ap = %Zn sgn(m)@(m[1,2,...,N]) € H,



|dentickeé c¢astice

Nerozlisitelné neinteragujici ¢astice

* vlastni funkce Hamiltonova operatoru:
* <p(1,2,, ,N) = <p1(1)<p2(2) (pN(N)r

* normalizované S/A funkce

Cgs= |8y = e L 01 @1z (l2]) . oy IND),
+ pa=VNAgp = =Y, sign(m) ey (e[1De2 (x[2]) .. oy ([N])




|dentickeé c¢astice

Nerozlisitelné neinteragujici fermiony — Slateriv determinant

* 9(1,2,,..,N) = ¢:(D 2 (2) ... o (N)

<P1.(1) QDN.(l)

© o = VN = =Y, sign(m@e, @[1D @2 (u[2]) . oy (RIND = et 8w
| p1(N) - on(N)

VN!

* vinova funkce
* @A je normovana k jednotce
* neinteragujici fermiony (elektrony) — presna vlastni funkce Hamiltonova operatoru
* interagujicich fermion( (elektron() — pfiblizna vlastni funkce Hamiltonova operatoru (Hartreeho-Fockova metoda)

* pro interagujici fermiony (elektrony) obecné (nekonecéné) linedrni kombinace Slaterovych determinant( (post
Hartreeho-Fockovy metody)



(Viceelektronové) atomy a molekuly

Vinova funkce

- -
* (P(Rl, —1y - RNr :‘N;?lrfb . 7_‘;1, fn) - (P(RK; ‘:‘K;Fkl Ek)

. RK Ex - atomova jadra, 74, &, - elektrony
* symetrie / antisymetrie v jadernych souradnicich (kde je tfeba)
* antisymetrie v elektronovych souradnicich (vzdy)

Hamiltonliv operator (X-reprezentace, elektrostatické priblizeni)

ﬁ—i<_ th>+z< ) ZZ,Z]e _I_z ZZIe
= 2M, K 2m, 4me ||R,—R,|| 4me IIn— il 4 Ame IIRz—rII

k=1 1<J



Konec lekce 4.



